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गणित एक ऐसा विपय है जिसकी व्यापकता सार्वभीम हे। भिष्ट 
मानवो से लेकर जंगलों में रहने वाले लोग भी अपने-अपने ढंग से काम- 
काज चलाने के लिए हिसाव लगाते हैं। अतएवं आवश्यकताओं की अभि- 
वृद्धि और सम्यता के विकास के साथ गणित थजास्त्र की विभिन्न झाखाओं 
का विकास होना भी स्वामाविक था। एशिया और यूरोप के कई देगों 
के गणितज्ञों ने इस विकास में योग दिया, किन्तु पण्चिमी इतिहासकारों 
ने उन सबका उल्लेख एक साथ नहीं किया । भारतीय गणित गासित्रियों 
के योगदान के विपय में इतिहास के इन ग्रन्थों में विशेष चर्चा नहीं 
मिलती । डा० ब्रज मोहन ने प्रस्तुत पुस्तक लिखकर उस अभाव की 
वहुत कुछ पूति की है । भारतीय गणितज्ञों के अनुसंधान कार्यो की महत्ता 
सिद्ध करते हुए उन्होंने वड़ी रोचक शैली में यह इतिहास तैयार किया है। 

डा० ब्रज मोहन अपने हिन्दी-प्रेम के लिए प्रसिद्ध हैं । वैज्ञानिक 
विपयों पर सरल, सुवोध भाषा में लिखना प्रायः कठिन होता है, किन्तु 
डा० ब्रज मोहन हिन्दी के व्यवहार में तदर्थ किसी कठिनाई का अनुभव 
नहीं करते | प्रस्तुत पुस्तक इसका प्रमाण है । हमें विश्वास है, इससे 
गणित के विद्यार्थियों का तो विज्येप छाम होगा ही, साथ ही सामान्य 
पाठक को भी इसमें सुरुचिपूर्ण पठनीय सामग्री मिलेगी । 


सुरेन्द्र तिवारी 
सचिव, हिन्दी समिति 


प्रावकथन 


दिन पर दिन गणित के क्षेत्र का विस्तार होता जा रहा है। एक समय था जब 
गणित को अंकगणित का समानार्थी माना जाता था । उस समय तक हमारे पूर्वजों 
को गणित के नाम पर गिनती और पहाड़े ही आते थे। संसार के प्रायः समी देझों में 
गणित का आरम्म अंकों और गिनती से ही हुआ। यही ग्रिनती कुछ समय परचात्‌ 
अंकगणित में परिणत हो गयी । दीर्घ काल बीतने पर गणित के वृक्ष में से कई अन्य 
शाखाएँ फूट निकलीं--बीजगणित, रेखागणित, त्रिकोणमिति आदि । ' 
ज्योतिष का आरम्भ इस प्रकार नहीं हुआ। इस विद्या की आदि काल से ही 
एक प्राय: स्वतन्त्र सत्ता रही है। सबसे पहले हमारे पूर्वजों ने तारों का अवलोकन 
करना आरम्भ किया होगा। तत्पशचात्‌ उनके विषय में अटकलें लगायी होंगी । 
इस प्रकार जब से संसार म॑ मनुष्य मात्र का आविर्भाव हुआ, तभी से ज्योतिप्क 
कायों (800०5) का अवलोकन आरम्भ हो गया था । इतना अवश्य है कि 
गणित-ज्योतिष का विज्ञान के रूप में विकास तभी हो पाया होगा जब मनुष्य 
जाति परिकलन (४८४०० ) में काफी आगे बढ़ चुकी होगी । भारतवर्ष की 
तो यह परम्परा है कि ज्योतिप गणित का अंग नहीं रहा, इसके विपरीत गणित 
ज्योतिष का अंग रहा है। या यों कहिए कि ज्योतिप्क परिकलतों में गणित 
एक परिचारक का काये करता था । 
एक समय था जब बहुत से मनृप्य संसार के समस्त उपारजित ज्ञान को कण्ठस्थ 
कर लिया करते थे। एक समय आजकल का है कि किसी भी व्यक्ति के छिए विद्या 
की किसी एक शाखा का भी सम्पूर्ण ज्ञान प्राप्त कर लेना नितान्त असम्मव है । 
प्रत्येक विपय में से दिन पर दिन नयी नयी भाखाएँ फूटती जाती हैं और भिन्न भिन्न 
भाखाएँ एक दूसरे से दूर हटती जाती हैँ । एक विद्वान्‌ ने आवुनिक गवेषणा की 
परिभाषा इस प्रकार दी है ---/किसी विपय का गवेपणा कार्य आज वह ज्ञान है जो 
उक्त विपय के विशेषज्ञों को छोड़ कर और किसी की भी समझ में न आये” । इस. 
डक्ति में बहुत कुछ तथ्य है । 
आधुनिक गणित के चार मृन्य अंग हैं 
२. झुद्ध गणित (पाल सर्जवतालाउम्घंट़) 
२. प्रयोजिन गणित [#एज़ाल्वे शवीलात्वां८४ 


८ 


३. ज्योतिष (हाणाणम)) 
४ साख्यिकी ($005075) 


यदि इन चारो अग्रो वा इतिहास छिखा जाय तो एक बृहत्‌ ग्रन्थ तैयार 
करना होगा। इसके अतिरिक्‍त प्रयोजित गणित भौतिकी (५//आ८७) के साथ 
कन्ये से कन्धे भिडा कर चलता है। अत हुमारे विचार में प्रयोजित गणित का 
इतिहास भौतिकी के इतिहास के साथ ही देना चाहिए। ज्योतिप एक स्वतत्त् विषय 
वन चुका है, अंत उसका इतिहास स्वतन्व्र रूप से छिसा जाना चाहिए। अब रही 
सास्यिकी | इसका जन्म तो गणित से ही हुआ है किन्तु आज यह्‌ विषय स्वय इतना 
विस्तीर्ण हा गया हैं कि इसने भी अपनी एक स्वतनत् सत्ता जमा ली है। इसके 
अतिरिक्त यह विपय इतना अर्वाचीन है कि अभी इसका इतिहास लिखने के लिए 
समय भी परिपबव नहीं है! 
अस्तु, यह ग्रन्थ मुरयत शुद्ध गणित का इतिहास है। इसमें ऐसे बहुत से गणित 
की जीवनी दने से रह गयी हागी जिन्‍्हाने प्रयोजित गणित में विलक्षण कार्य दिया 
हो । इसके अतिरिक्त कतिप्य गणितज्ञ ऐसे हुए है जिनका मुर्य कार्य प्रमोजित 
गणित में हो यद्यपि उन्हाने शुद्ध गधित में भी कीर्ति प्राप्त की हो जैसे--- 
लप्छास (!.४7००),  डिलेम्बर्ट (9'#०79०7१), बैंप्लर (#०छो) 
इस पुस्तव में ऐसे गणितज्ञो के शुद्ध गणित सम्बन्धी कार्य का ही विस्तृत विवेचन 
मिछेगा । हमने इनके भ्रयोशित गणित सम्बन्धी कार्ये का प्रसय वश उल्लेख 
माद्र कर दिया होगा। इसके अतिरिक्त, बहुत से ऐसे ज्योतिषी हुए है जिस्होंने 
ज्योतिष के क्षेत्र में नाम पैदा दिया किन्तु शुद्ध गणित में जिनका कार्य नगष्य रहा, 
जैसे बोपरनीवस ((०:८्णाला$), टोलेमी (2०००५) । हमने इन छोगो 
के जीवन का भी कोई उिस्तुत वृत्तान्त सही दिया है। यदा बदा अमिदेश के रूप में 
इनवा नाम भर लिख दिया होगा । 


हमने अपने इतिहास में बैवछ उन्हीं तथ्यों वा समावेश किया है जिनकी रात्यता 
हमारे विधार में प्राय असदिग्ध रुप में धमाणित हा चुदी हैं) शयमग पत्दह बर्षे 
हए वा्नी टिर्द्ू विश्वविद्यालय में गोवर्धन पीठ के अधीश स्वामी शंकराचार्य णी 
पधारे थे । बह गणित ने विद्वन्‌ थे। उन्होने गणिवोय विषयों पर बई व्यात्यान 
हिये थे। इस पक्तिया मे छेखक को ब्यडितगत रुप से भी गई वार उनते चरणों में 
बैटने का शुअवधर मिला था। उन्होने अपने ब्यास्याना और व्यक्तिगत यार्ता में 
बई गणितीय भूत दिये थे जो दस प्रवार है-- 





0 
नह 


(१) लिसिले सबने: चर्म दणसः 
(२) घर साम्य नसमृत्यमे 
(३) चाँे कालित वर्गों विवेचक: 
प्रथम दो पंदितयों से तो उन्होंने अंकमणित और बीजगणित के कई निगग 
निकाल कर दिखाने थे। तीसरी पंवित का आशुनिक सापा में यह बसे हीगा-- 
(्ीललाधंवा (0एीलटेसाए।. «]95टातया 
पत्‌ (अब्रकल गुणांक ) कर विवेचक । 
तनिक इस बीजगणितीय वर्ग समीकरण पर विचार कीणिए--- 
वाय + खससे +-गृ८5०. 
उपरिछिसित सूच का वीजगणितोस रुपान्तर यह होगा--- 
(२ कय -+-ख ) >ख--४ के ये, 


अर्थात्‌ यू: “वि: :१/चव--४ क ग ] 


यही वर्ग समीकरण के हल का आधुनिक रूप है। एस प्रसर (070८८55) 
से स्पप्ट है कि उपरिलिखित सूत्र में वर्ग समीकरण का हल, अवकलून गणित 
(>लिलापंशे (7८प७५) की विधि से निकालने का संकेत किया गया है। 
स्वामीजी ने इन सूत्रों का यह अभिदेश दिया था : अथर्व बेद--परिश्षिप्ट १। मुझे 
अथर्व वेद के जितने भी संस्करण काशी के पुस्तकालयों में मिल सके, मैंने सव छान 
भारे। मुझे उपरिलिखित सूत्र कहीं नहीं मिले । मैने शंकराचार्य जी को इस विपय में 
तीन पत्र लिखे। मुझे कोई उत्तर नहीं मिला। तत्पश्चात्‌ मैं वेदों के उद्भट विद्वानों 
से मिला जैसे प॑० गिरिवर शर्मा चतुर्वेदी और पंचगंगा घाट, काशी, के पं० रामचन्द्र 
भट्ट । उन्होंने बताया कि उपरिलिखित सूत्रों की मापा ही वैदिक संस्कृत से 
मेल नहीं खाती । अतः यह वैदिक सूत्र हो ही नहीं सकते । इसके अतिरिक्त वेदों में 
कहीं गणितीय विपयों का उल्लेख है ही नहीं । इसी दौड़ धूप में मेरे हाथ निम्त- 
लिखित पुस्तक लूंगी--- 
छ. ४, 8008 थात ]. ५. फिट्डुनेणा :+ 7० एगाएंजराश।द5 ० ही 
खीवाएएत पटतेत पी, ] एशा: ] 4: ?475)79095 -५2, 7लंफ़्यंहु (7909) 
मैंने यह गन्थ अपने मित्र डा० वासुदेव शरण अग्रवाल को दिखाया। उन्होंने 
उसे देख कर कहा कि उक्त पुस्तक में भी कहीं किसी गणितीय चिपय का उल्लेख 
नहीं है। अतः मुझे शंकराचार्य जी. के दिये हुए सूत्रों का कहीं पता नहीं चला। 
पंं० गिरिधर शर्मा ने कृपा करके यह तथ्य मुझे अवश्य दिये--. 


री 


हा 
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“जब शकराचार्यजी स्कूल में पढते थे, उनके एक अध्यापक बैंदिक ऋचाओं की 
खिल्ली उडाया करते थे और कहा करते थे कि कुछ लोगो के मतानुसार वैदों मे 
समस्त ज्ञात मरा पड है। भला ऐसी अनगल बातों में भी कोई तथ्य हो सकता है। 

“शकराचार्यजी को ये वातें बहुत बुरी रूगती थी । उन्होने उन्हीं दिनो यह 
निश्चय क्या कि वह वैदिक सृंत्रों की गुत्थी को खोल कर रहेंगे । इस हैतु उन्होंने 
आठ चर्ष एकान्तवास किया और वैदिक सूत्रों की कुंजी प्राप्त करके ही छोडी । 
तत्पश्चात्‌ उन्होने अपनी गरवेषणा का फल पुस्तक रूप में तैयार किया। पुस्तक वी 
पाण्डूलिपि अमेरिका गयी हुई है जहाँ उसके छपने की आध्या है ।” 

जब तक उक्त पुस्तक प्रकाशित न हो जाय तब तक उपरिलिखित सूत्र एक 
समस्या ही बचे रहेंगे । यदि उपरिलिखित तीसरा सूत्र वास्तव में बैदिक है तो इससे 
यह सिद्ध हो जायगा कि वैदिक काल के हमारे धूर्वज अबगणित, बीजगणित आदि वे 
अतिरिक्त क्लन ((०८एो५५) के भी ज्ञाता थे। इस तथ्य से कलन शास्त्र का 
सारा इतिहास ही बदल जायया । हम उक्त सृत्रों का वास्तविक अभिदेश जानने के 
लिए चहुत उत्सुक है । विन्‍्तु जब तक यथार्थ अभिदेश न मिल जाय तब तक हम इतनी 
अप्रमाणित बात अपनी पुस्तक में नही दे सकते । यदि इस ग्रन्थ के अगले सस्करण 
तक उक्त सूनो का रहस्यीदूधाटन हो गया तो हम अवश्य ही इस पुस्तक में उनका 
समावेश क्र लेंगे ! 

किसी शास्त्र का इतिहास लिखने के लिए इतिहासकार के पास तीन विधियाँ, 
हँ--बह देश बे अनुसार इतिहास लिख सकता है, अथवा विषय के अनुसार अथवा 
ब्यवितेया के अनुसार । पीना मार्गों में कठिनाइयाँ है । मान छोजिए कि हम गणित 
का इतिहास देझानुसार लिखते है, तो इसका यह अर्थ हुआ कि यदि हमने इटली से 
आरश्म किया है तो हम सर्व श्रथम आदि काल से आधुनिक समय तक इटली के 
गणित का इतिहास दे देंगे। तत्पश्चात्‌ इसी प्रकार दूसरे देशों के गणित का इतिहास 
देंगे । इस ढंग से इतिहास छिखने से यह जावना कठिन होगा कि किसी एक काल में 
भिप्न मिन्न देशो में गणितोय क्षेत्र में क्तिनी प्रशति कर छी थी । इस जानकारी कै 
लिए समस्त दैशो के इतिहास के पत्ते उलदते पड़ेंगे 

अब सात छजिए कि हम विषयानुसार इतिहास ल्सिते है, तो यदि हमने अब- 
गणित से आरम्भ क्या है तो ससार मर के अकंगणित का इतिहास देकर तभी दूसरे 
विपय पर द्वाथ लगायेंगे । अब यदि कसी विशिष्ट देश के गणितीय ज्ञान की जान 
कारी प्राप्त करनी हो तो प्रत्येक विषय के अन्तर्गत उतर देश के तत्सस्वन्धी पन्नों का 
अध्ययन करना होगा । 
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इसी ढंग की कठिताइयाँ व्यक्तियों के अनुसार चलने में भी हैं ॥ अतः इतिहास- 
कार को इन समस्त विधियों का समन्वय करना होता है । हमने बहुत कुछ सोच- 
विचार कर गणित की भिन्न भिन्‍न शाखाओं का इतिहास स्वतन्त्र रूप से लिखने का 
निश्चय किया है। अतएव हमने अध्यायों को विपय के अनुसार विभाजित किया है । 
फिर प्रत्येक अध्याय के, काल के अनुसार, कई टुकड़े किये हें । ऐसा न करने से अध्याय 
वहुत रूम्बे हो जाते और पाठकों का मन ऊब जाता। इस विभाजन के पश्चात्‌ हमने 
व्यक्षितयों को ही प्रमुखता दी है। हमने इबर बहुत से गणितीय इतिहासों का अध्ययन 
किया है। हमारा विचार है कि जो इतिहास विपय को ही प्रधानता देते है, वे कहीं- 
न-कहीं जाकर नीरस हो जाते है । इसके विपरीत जो इतिहास व्यक्तियों को अधिक 
महत्त्व देते हैं, उन में मानव तत्त्व वना रहता है अतः वह शुष्क नहीं हो पाते । इसीलिए 
हमने इस इतिहास को व्यक्ति-प्रधान बनाया है, यों आवश्यकतानुसार कहीं कही 
पर देश अथवा विपय को भी प्रमुखता दे दी है । 
जब हमने इतिहास लिखना आरम्म किया था तो हमारा विचार था कि हम 
इसे अद्यतन वना दें । किन्तु ज्यों ज्यों कार्य आगे बढ़ता गया, हमें स्पष्ट दिखाई देंता 
गया कि इतिहास को दिनाप्त बनाने के लिए ग्रन्थ का आकार बहुत बढ़ाना पड़ेगा । 
प्रत्येक विज्ञान बड़े तीत्र वेग से प्रगति कर रहा है। पिछले दस वर्षो में इतना गवेपणा 
कार्य हुआ है जितना उन से पहले पचास वर्ष में नहीं हुआ था । जो वात और विज्ञानों 
पर लागू है, वही गणित पर भी लागू है। अतः हमारे सम्मुख दो ही मार्ग थे---या तो 
सारे इतिहास को संक्षिप्त करके उसे अद्यतन बना देते, या अपनी स्वाभाविक गति 
से वढ़ते रहते और पिछले पचास साठ वर्ष का इतिहास छोड़ देते। हम ने पिछले 
मार्ग का अवरूम्बन किया है क्‍योंकि जो पुस्तक ऐतिहासिक दृष्टिकोण से लिखी 
जाती है उसके लिए पिछले पचास साठ वर्षो का उतना महत्त्व नहीं है जितना आदि 
काल और मध्य काछ का। अतएवं इन पत्नों में मुख्यतः सन्‌ १९०० तक का ही 
वृत्तान्त दृष्टिगोचर होगा । हम जानते है कि इसका एक दुष्परिणाम यह हुआ है 
कि हम चहुत से आधुनिक गणितजों का उल्लेख नही कर सके है जो अपने अपने क्षेत्र 
में महान्‌ रहे है जैसे -- 
हेंडूमाडे (४0॑भाग्रा6), लेबेग ( ॥,6&टुए० ), हॉब्सन (00507), 
हार्डी (प्रथतए), रामानुजन । ३ 
किन्तु किया क्या जाय, छाचारी है। इतना अवध्य है कि गणित के इतिहासज्ञ' 
नामक अंतिम परिच्छेद में हमने प्रायः आज तक के सभी इतिहासकारों का वृत्तान्त 
दे दिया है। इसका एक कारण यह है कि यह पुस्तक स्वयं एक इतिहास है। अत: 
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इतिहासज्ञो का वो इसमें विशेष रूप से उत्लेस होना ही चाहिए । दूसरी बात यह 
है कि पिछली शताब्दी तक तो ग्रथित का इतिहास लिखते की परम्परा ही नहीं वत 
पायी थी, अतएवं हमने उक्त अध्याय को यथासाध्य अद्यावधिक बताने का श्रयत्त 
क्या है। 

प्राय पुस्तका में दखा जाता है कि पाद टिप्पणिया वी मश्मार रहती है । 
हमारा विचार है कि इत टिप्पणियां से पाठक के मस्तिष्क में एक उलझन सो होती 
है। उसे पार्दय सामग्री छोड बर पाद टिप्पणी पर जाना पढ़ता है, और उसे समाप्त 
करके फिर पाठ पर लौटना पडता है । अत हमने इस ग्रन्थ में पाद टिप्पणियाँ वही 
दी है जहाँ उनका देना अनिवार्य दिखाई पडा है अन्यथा हम ने अधिकाझ्न अभिदेश 
पाठ्य सामग्री के साथ ही द दिये हे । 

यूरोपीय नामो सबधी कठिनाई 

एक समस्या है यूरोपिया के नामा भी । रोमव लिपि के कई स्वर ऐस है जिन्हें 
हम नागरी वणमाछा के स्वरो से व्यक्त नही कर सकते । अब, जैसा कि हमने 
पुस्तक के प्रारम्मिक अध्याय में मी उल्लेख कर दिया है, हमे इन तीन चिह्लो को 
अपना लिया है-- 


छ०4 गॉड,. ऐ०. पॉद, शे०्रवेक. पॉप्डर 
॥ 2 हैंद,.. शैगा. मेंबर, थिडॉथाते. इग्लेंप्ड 
ठप मैट, रिल्त॑ रैंड,. ला मेंन 


इनमें से पढे दो चिह्ले तो १९५४ के छब्ननऊ वे छिपि सुघार सम्मेकन ने भी 
स्वीकार कर टिये है। 

इसके अतिरिक्त समस्त यूरोपीय गणितज्ञों ओर नगरो के नाम हमने कोष्ठकों 
में सोमत लिपि में भी दे दिये है । एशिया और अफ्रीका के नामो के सम्बन्ध में हमने 
यह नीति नहीं बरती है। कारण, ये नाम रोमन लिपि का अपेक्षा भागरी लिपि पे 
अधिक समोष हैं। अत ऐसे नाम रोमन लिपि में दने से अपने वास्तविक उच्चारण 
से और भी दूर चले जायेंगे 

पारिभाषिक झब्द 


जो पारिभाषिक धब्द हमें ०तगरात्यों (दाधाड तिः $0०णव29 $लो०03- 
मचाया) ० एएट्याएकत (५०४7 ० ॥70॥9 में मिल गये है, प्राय हमने उसी 
से लिये है । जो शाद उक्त का? में नटी मिल हैँ, उनके लिए हमने इन घब्दावलियां 
को मसहारा टिया है-- 
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2. सागरा प्रक रिणी सभा : हिन्दी लज्ञानिक शब्दयनली । 
|. ब्रज माहन : गणितीय कोश 


जब यह पुस्तक छियो गयी थी, वेस्ीय सरागर की पूदी गणितीय गब्दावली 
तैयार नहीं थी। एधर उन्होंने प्रायः बी० एस-सी० तक के गणित के समस्त पारि- 
भसापिक शब्द प्रस्तुत कर दिये है। इसके अतिरिबन यु हिन्दी पर्याय उन्होंने 
बदल भी दिये है। हमने बथासाध्य ऐसे सभी शब्दों वो इस पस्सक में गी बदल 
दिया है। किन्तु फिर नी संगव है कि कुछ शब्द रह गये हों । कमी कभी ऐसा 
मी हआ है कि पस्तक के बार्रम के कुछ पन्नों में कोर्ट पुराना शब्द आया है और हमें 
बत पन्ने छपने थेः पश्चात्‌ उक्त शब्द के नये पर्याव का पता चलता है । ऐसी स्थिति 
में हमने गेंप पुस्तक में नया पर्याव अपना लिया हैं और परिणिष्ट में दी हुई शब्दा- 
वलियों में दोनों पर्याय दे दिये हैं । यदि कमी पुस्तक वा दूसरा संस्करण प्रकाशित 
हुआ तो उसमें आवश्यकतानसार संघोवन कर दिया जायगा । 


इसके अतिरिवत जहाँ कहीं कोई पारिमापषिक शब्द पहली बार आया है, 
हमने कोप्ठक में उसका समानक भी दे दिया है । 


बहुबचनों का प्रयोग 


हिन्दी में दो प्रकार के बहुबचनों का प्रयोग होता है--बरहुत्व सूचक और आदर 
सूचक | तनिक इन वाक्‍्यों पर विचार कीजिए-- 
पुस्तकें मेज पर रखी हैं.। 
उसके पिताजी बीमार हैं । 


पिछले वाक्य में, “हें” बहुत्व का सूचक नहीं है, क्योंकि पिताजी केवल एक 
है। तिस पर भी हम आदर के लिए “है” का प्रयोग करते हूँ। अंग्रेज़ी में इस प्रकार का 
प्रयोग नहीं चलता | अंग्रेजी में कहा जायगा-- 


छ5 विधाला 9 गीं, 


इस वाक्य में हम “3%" के स्थान पर “शा०” नहीं लिख सकते । किन्तु हिन्दी में 
यह आदर सूचक प्रयोग दीर्घ का से चला आया है। अब प्रइन यह है कि हम हिन्दी 
में लेखकों के लिए एकवचन का प्रयोग करें या वहुबचन का । ऐसा नहीं है कि हिन्दी 
में एकवचन चलता ही न हो। तनिक इन वाकयों पर व्यान दीजिए-... कट 


शामूं का चाचा गया । 
राम के चाचा गये । 
रामू के भाचाजी गये ) 


तीसरे याक्य में सो “ गये” ही छिसना होगा, पहले में “ गया” ही गाता होगा। 
दूसरे वाषय में मी “गये! के स्थान यर / गया” नहीं छिस सते । रपष्ट है हि हम 
तीनो यावया में से एवं वो मो सऊत नहो वह खरते । लीगरे बादप में दुद्ण आदर है 
वयोबि' उसमें आदर सूचक अव्यय जी” भी झगा हआ है। दो एव उदाहरण और 
लोजिए-- 
अशोव एक महान व्यक्ति था 4 
सम्रादु अझोत वलिंग गये थे । 
दूसरे बावय में जय हमने आदर सूचना धब्द “सम्राट” छगा दिया तय “गये” 
ही कटना होगा, ” गया ' नही बह राबते । डिन्‍्ठु पहले वाय्य में हमने “अधोव/' दे 
साथ कोई आदर भूचत्र शब्द मही छगगाया है, इसलिए उसमें हम एक्वचन वा प्रयोग 
कर सकते है) इसी प्रकार हम यह तो लिस सकते है कि “मास्तर कहता था" विन्‍्तु 
यहेँ मही लिख सकते कि “मारकराचार्य बहता था” । 
अतएव स्पष्ट है कि हिन्दी मापा बहुबचन प्रथान होते हुए भी, इसमें एकवचन 
का भ्रयोग वर्जित नही है । इन सव बाती पर विचार करके हमने अधिकतर ग्रणितज्ञो 
बी जीवतियों में एक्वचन का हीं प्रयोग किया है क्योकि यही हमें मुक्तिसलगत छगता 
है। केवल जहाँ कही आदर सूचक उपाधियों अथवा अम्य गो का प्रयोग आया है, 
वहाँ हमने बटृबचन से काम लिया है । 


विभवित चिह्न 


विमवित चिल्ले वे विपय में भी विभिन छेसकी में एकहूपता दिखाई नहीं देती । 
तनिक इन प्रमोग यू+मों पर ध्यान दीजिए--- 


गुषस़ेता5 $शाव5 वरन्जण दाह 
शबटोबणाया 5 7८5६ रैशउर्तबताय पृ 
छ6छर्ण'5 साफलाणा ऊतक एफ्ाव्यणा 


हम सर्वत्र छाधव सिद्धान्त के समर्थक है अत हमने ऐसे पदो में विमक्ति चिह्न 
का प्रयोग बिलबुल नहीं किया है। 


१५ 
इस पुस्तक की तैयारी के लिए यो तो हमने दसियों ग्रन्थों का अव्ययन किया हैं 
किन्तु सवसे अधिक सहायता हमे इन दो पुस्तकों से मिली है-- 


(0) 0.8. $्रांती : सांप्काए ० थैशीलफकपंट ए०05, , त ; छात्रा 
है (०., पिट्फ़ शठाए: (7957)- 

(४) छाएएले०ण्की॥ ऊम॑प्क्ाणंट४, 740) ४0. (7929) 

इत्तिहास का काल-विभाजन भी हमने वहुत कुछ स्मिथ की पुस्तक के आधार पर 
ही किया है। 


-“बज भोहन 


कतनज्नञता प्रकाश 


आमार प्रदर्शत एक कठिन कार्य होता है। उन समस्त उद्गमों का त्तो गिनाना 
ही कठिन है जिनसे हमें सहायता मिली है। यहाँ तो हम #&८ मोटे रूप से दो चार त्ामों 
का ही उल्लेख कर सकते हैं । हम “जिन ऐंण्ड कम्पर्न 8 के आभारो हैं जिन्होंने हमें 
स्मिथ की पुस्तक में से दर्जनों फोटो प्रत्युत्पादित करने की अनुज्ञा दी है। हमें 
“डोवर पब्लिकेशंस, इन्कार्पोरेंटेंड” ने भी अनुगृहीत किया है। उन्हीं की अनुमति से 
हमने निम्नलिखित पुस्तक से अनेक चित्रों का उद्द्ररण किया है: 

9. $क््नीर ; 8 गाल जिाक#ठाए 60 /०४४ी०७०४८४ ($ 4.75) 


हम स्क्रिप्टा मेंथमेंटिका के प्रति अपना आभार प्रदर्शन करते हैं जिन्होंने हमें 

अपने निम्नलिखित प्रकाशन में से कई फोटो उद्धृत करने की अनुमति दी : 
ए6फफ्माड 6 क्रियला: शविलशा३४८शार, 

हम केन्द्रीय सरकार के पुरातत्व विभाग को भी नहीं मूल सकते जिन्होंने हमें अपने 
प्रकाशन छिव्तीशीओं शिथाफटाए६ 205, स्‍-], में से दो फोटो छाप लेने की 
अनुजा दी। मेरे मित्र डा० नवरत्त कपूर एम. ए.ढ, पीएच. डी. ने पुस्तक की 
पाण्डुछिपि की तैयारी में मेरी बड़ी सहायता की है जिसके लिए मैं ऋतकत्य हूं हैँ। में 
अपने शिप्यों डा० भगवान दास अग्रवाल एम. ए... पीएच. डी. और डा० शेख 
मसूद एम. ए., पीएच. डी. का भी आभार व्यक्त करता हूँ जिन्होंने परिशिष्टों के 
निर्माण में मुझे सहयोग दिया है। मेरी भांजी श्रीमती उपा सहगल ने भी 
शब्दावलियों की तैयारी में मेरा हाथ वेंटाया है जिसके लिए मैं अनुगृहीत हूँ । 

में अपने मित्र पं० निज्ञाकान्त पाठक को भी नहीं भूल सकता। प्रान्तीय 
सरकार की ओर से यह पुस्तक आप की ही देख रेख में प्रकाशित हुई है। आपने 


केवल अपना कतेव्य पालन ही नहीं किया है वरन्‌ इस कारये में असाधारण व्यक्तिगत 
रुचि दिखायी है। 


“-न्रज मोहन 
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अध्याय १ 
प्रारम्भिक बातें 


प्रत्येक इतिहासन को बहुत-से विदेशियों के नाम जपनी छिपि में लिखने पड़ते 
हैं। आज जब हमने गणित के इतिहास पर अपनी छेखनी उठायी है तो स्वभावतत: 
इसके अन्तर्गत बहुत-से अंग्रेज, फ्रांसीसी और जर्मन गणितन्नों के नामों का उल्लेख 
करना होगा । इस संबवन्ध में तुरन्त यह प्रश्न उठ खड़ा होता है कि विदेशियों के नाम 
लिखने में कौन-सी पद्धति अपनायी जाय । हमारा विचार है कि यदि किसी विदेशी 
का नाम हमारे देश में प्रचलित हो गया है तो लेखकों को उसे उसी रूप में लिखने की 
छूट देनी चाहिए, जिस रूप में वह प्रचलित हो चुका है, चाहे वह्‌ रूप ठीक हो चाहे 
ग़रूत। फ्रेंच गणितज्ञ [0८ (०४ए7० का वास्तविक उच्चारण दः स्वात्रें है, परन्तु 
अंग्रेजी में अधिकतर लोग इसे डी मॉयवर' पढ़ते हें। पिछले डेढ़ सौ वर्षो में हमारा 
घनिष्ठ संवन्ध अंग्रेज़ी से ही रहा है, अत: भारतवर्प में भी यह नाम 'डी मॉयवर' रूप 
में ही प्रचलित हुआ है। हमारा विचार है कि अब हम लोगों को यह नाम नये और 
पुराने दोनों रूपों में लिखते रहना चाहिए। 

फ्रेंच गणितन्न [07८०६ के नाम का फ्रांसीसी उच्चारण होगा डिग्िइले'। 
किन्तु अंग्रेजी लेखकों नें इस नाम का विक्ृत रूप डिरिचले स्वीकार कर लिया है। 
इस देश के गणितज्नों ने भी इस विक्ृत रूप को ही अपनाया है। यह रूप इतना प्रचलित 
हो गया है कि अब देथ के बहुत थोड़े गणितन यह वात जानते होंगे कि उक्त फ्रेच 
गणितन्न का वास्तविक नाम यह नही है। अतः अब हमें ऐसा कोई कारण दिखाई 
नहीं देता कि हम इस नाम को बदलें। इसी प्रकार के दो-चार नाम हम यहाँ और 
देते हें--- 
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है गणित का इतिहास 


यहाँ एक कठिनाई और उपस्थित होती है। हमें इस वात का भी ध्यान रखना 
होगा कि कोई ग्रणितज्ञ अपने नाम को स्वयं किस प्रकार छिसा करता था। एक 
उदाहरण छीजिए जेंक्स बोली ( ]+८वुण्ठ फरद्शाठपाँ। ) का। यह गणित 
स्विट्जरलेड के बेसिक नगर में रहता था जहाँ जर्मत भाषा वोली जाती थी और 
उसका नाम जेंक्स ही लिखा जाता था। इसकी वश्यावली बैल्जियम वी थी, किन्तु 
यह अधिकतर # च अथवा छटियने में लिसा करता था। फ्ै च में तो इसका नाम 
जेंक्स ही रहा, किन्तु छठिन में बदलकर जकोविस ( ]900965 ) हो गया । जर्मन 
लेखको ने इसके नाम को विगराडकर जेकव ( ]३८०४ ) कर दिया और अग्रेजो ने 
इसे सीघा-सांदा जैम्स ( ]०77८$ ) वना दिया । अब प्रइन यह है कि हम इस नाभ के 
कौन-से रूप को स्वीकार करें। हम जेंक्स रूप ही अपनाना पस*द करेगे क्योकि उक्त 
गणितज्ञ अधिकतर अपने नाम की इसी प्रकार लिखा करता था। किन्तु पाठकों की 
सुविधा के लिए हम यदा-कदा समस्त प्रचलित रूपो का प्रयोग करेगे। 
यहा एवं सिद्धान्त और भी दृष्टिगोचर होता है। हमे इस बात पर भी विचार 
करना होगा कि किसी गणितज्ञ कै नाम का कौन-सा रूप अपनाने से गणित के विद्यार्थियों 
को सुविधा होती है। एक उदाहरण छीजिए ठियोनार्डो फियोनाकी ( 7,0074700 
ह49079८८ ) का। इसको लियोनार्डो वीनाकी भी कद़ते हैं, फिवोनाकी भी और 
थोनेसियस भी । अब प्रश्न यह है कि इन तीनो रूपों में से कौन-सा रुप अपनाया 
जाय। यो तो हम इस वात पर विचार करते हे कि छेसक स्वय अपना नाम क्सि 
प्रकार लिखा करता था, विन्‍तु इस सवन्ध में एक महत्त्वपूर्ण बात यह उल्लेखनीय है. 
कि गणित में एक श्रेणी ( 5८725 ) वहुप्रचलित है जिसका नाम फिल्ोनाकी श्रेणी 
( छिएणा३८८ $८7८$ ) पड गया है। यह तथ्य अन्य सभी सिद्धान्तों को दवा 
देता है। अत हम उक्त गणितज्ञ का नाम लियोना़्ों फिपोनाकी ही लिखेगे ! 
ये तो रहे सामान्य सिद्धान्त । इनके होते हुए भी क्द्टी-क्ही पर बडी कठिनाई 
आए पड़ती है। कुछ गणितज्ञों के विषय में तो यह पता ही नहीं चलता कि दे स्वयं 
अपना नाम विस प्रदार लिखा करते थे। कुछ ग्रणितजो के नाम समिन्न-भिन देशों से 
विश्वत होते हुए भिन्न-भिन्न रूपो मैं पढुँचे और अन्त मैं इग्हैण्ड में जाकर उनका रूप 
मूल रूप से वहुत दूर पहुँच गया । हमारी सूचना का उद्गम अधिकतर 
अग्रेजी पुस्तक हैं। अत हमे उन्र नामों का अग्रेज्जी रूप ही प्राप्त हुआ है। अब उनके 
मौलिक रूप का पता चछाना मी दुप्क्र है। अतएवं हम ऐसे नामो का अग्रेजी रूप 
ही स्वीकार करेगे। 
इसके अतिरिक्त उिमिन्न देशों की नाम-पद्धतियाँ और रीति-रिवाज भी अछग- 
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अलग होते हैं। अरब देश में बड़े लम्वे-लम्बे नाम होते हैं। यहाँ तक कि किसी-किसी 
नाम के एक-एक दर्जन भाग होते हैं और कभी-क्ी उन भागों में से कोई-सा भी 
प्रचलित हो जाता है। हिन्दुओं और जापानियों में एक आधिकारिक नाम होता 
है और एक पुकारने का नाम, और कभी-कभी पुकारने का ताम ही अधिक प्रचलित 
हो जाता है। इसके अतिरिक्त हमारे देश में पहले जातिनाम लिखने की पद्धति ही 
नहीं थी। यह प्रणाली तो अंग्रेजों के सम्पर्क से प्रचलित हुई है। आधुनिक काल में 
भारतवर्ष में एक बहुत वड़ा गणितज्ञ रामानुजन हुआ है। इसका जाति नाम आयंगर 
था। अतः यदि इसका नाम आधुनिक अंग्रेजी ढंग से लिखा जाय तो रामानुजन आयंगर 
. होगा। किस्तु इसका रामानुजन नाम जगतृप्रसिद्ध हो चुका है और बहुत कम लोग 
जानते हैं कि इसका जातिनाम आयंगर था। सच पूछिए तो इस देश की परम्परा के 

अनुकूल भी इसका नाम रामानुजन ही कहलायेगा, क्योंकि हमारी प्राचीन प्रणाली केवल 
प्रथम नाम लिखने की ही थी। हमारे यहाँ के कुछ गणितन्नों के प्रचलित नाम ये हैं--- 

भास्कर, आयेभट्ट , ब्रह्मग॒ुप्त, वराहमिहिर । 

आज कौन जानता है कि इन लोगों के जातिनाम अथवा वंशनाम क्या थे ? 

एक संवद्ध प्रइन है नाम-संबन्धी शब्दों का । ऐसे शब्द दो प्रकार के होते हें--- 
एक तो वे जिनमें नाम के मौलिक रूप के साथ कोई अन्य शब्द जोड़ विया जाता है, 
यथा-- 


पिल्जाणा5 वक्िवणला, रिवायशा सिटटिट, (8फपटोए पट॥आ, .३ए०० 
565. ; 

भेरी समझ में समस्त वैज्ञानिक इस वात पर सहमत होंगे कि किसी भी आविष्कार 
के साथ उसके आविप्कारक का नाम अवश्य ही जुड़ा रहना चाहिए। ट्णाएण7 5 
4००९७) को हम हिन्दी में 'न्यूढन का प्रमेय/ कहेंगे । रिगश्ा प८४ को 
“रमन प्रभाव ही कहता होगा। इसी प्रकार 0०ए०7 $८7८५ को हम “देलर श्रेणी' 
के अतिरिक्त और क्या कह सकते हैं ? कुछ अतिवादी ऐसे शब्दों का भी ऐसा अनुवाद 


करना चाहते हें, जिसमें आविप्कारक का नाम न आये। वरन्‌ उसके किसी गुण पर 
नाम रख दिया जाय, जैसे ॥४५]०४ 5८४८५ का कर्म है किसी फलन (पप्राटगंतत ) 


का श्रसार करना। अतएव मान छीजिए कि हम '४शं०07 8८०४४ को “प्रसार 
श्रेणी! कह दें। इसी प्रकार (:४ए८॥9 "८७ को हम 'कोंशी परीक्षण' न कहकर 
“तुलना परीक्षण' कह दें । .कुछ छोग इस प्रकार के अनुवाद करना चाहते हैं । 

हमें तो यह प्रवृत्ति अवैज्ञानिक, अन्यायोचित और घातक जान पड़ती है। यदि 
हेम दूसरे देशों के वैज्ञानिकों के नामों का वहिप्कार करेंगे तो दूसरे देशों के वैज्ञानिक 


है उ गणित वा इतिहास 


भी हमारे देश के वैज्ञानिकों के मामो की उपक्षा बरेगे ! इससा परिणाम बह होगा 
वि एक दित ऐसा आयेगा वि ससार समस्त वैज्ञानित्रों वे नामा वा मूल चुकेगा और 
यह पता चलाना भी विन हा जायगा वि कौन-सा आव्रिप्पार कस वैज्ञानित ते किया 
था। ऐसी स्थिति न हमारे देश के लिए वाछवीय हांगी, न अन्य देशा वे लिए । 
दूसरे प्रकार के नाम-सम्यधी घद वे है जिनमे वैज्ञानिदा दे नामा वे विद्वत रुप 
को ही उनके आरिप्कार वा नाम बना दिया जाता है। जैसे [१८० एिशेथश- 
ग्राएशय्ां वा एक स्वतन्त्र नाम 3८097 ही पड़ गया है। इसी प्रवार प//0फीप5 
फलल्शाप्राशा। वा नाम ए//णीएशा पड गया है। इन नामों मे परम 
यदि हम चाहे को 'जकोबी का सारणिक् और “रॉन्टकी का साटणिश रस सकते 
हैं। परन्तु यहाँ एक बात विचारणीय है। जब हम अिणेल्ट'ंफ (छाएधणा। कहते 
है ता उसका अर्थ हाता है 'एक ऐसा अचर जिसका अध्ययन या उपलगन सबसे 
पहुछे ऑयछर ने क्या था' । इसलिए इसे 'झॉयलर का अचर' कहना ही उचित 
होगा। इसी प्रवार यदि हम ]2८०आि०0 को “जेंकोबी फा सारणिक' कहे तो विशेष 
हानि नहीं है। परन्तु ]2009श॥ वे विषय ने अपना एवं स्वसन्न अस्तित्व स्थापित 
कार छिया है जिसका सारणिक के साथारण तियमा स कोई विशेष सयन्‍्य नही रह गया 
है। ]४८०००ा के प्रसग का अब ब्ास्तविक विश्लेषण ( रेट शैयार्ोआा5 ) 
में ऐसा ही स्थान है जैसा रेखागणित में वृत्त का या बीजगणित मे अनुपात और समानुषात 
(7२20० भय 770077०7) का। इसलिए यददि ]4000श॥ का 'सारणिक! 
विपय से एक बिटकुल स्वतत्र नाम रख दिया जाय ता अत्युत्तम हागा। अत [१८०० 
की हिन्दी में भी “जकोवियन ही क्यो न बहें ? यदि हम यह व्यापक नियम बना ले 
कि अग्रेज़ी बे जो दब्द व्यक्तियों के नामो के रूपान्तर मात्र है, उन्हें ज्या-वान्त्या 
हिंदी में अपना टिया जाय ता बहुत सुविधाजनक होगां। दसी प्रवार हिन्दी में भी 
फा$४7 को 'हैसियन! और ५/7०एातशा/' को रॉम्टिकयल! ही कहेंगे। 
बिन्तु इस बात पर अवध्य ही विचार करना होगा कि यदि ये शब्द क्रियाओं का 
काम भी करते हा तो हमको इनस हिन्दी में क्ियापद भी बनाने हागे। क्रियापद बनाने में 
हम सस्क्ृत व्याजरण के नियमों का पालन करेंगे न कि अग्रेड़ी व्याकरण के नियमी वा) 
हम निम्नलिखित शदा-- 
एणेक्राप्मक, पिलेष्मा, किप्रात्कृषग 
को हिन्दी में भो पोलोनियम, हीलियम, यूटोपियम” ही कहगे ! कित्तु किसी 
दिन हमें निम्नलिसित शब्दों के समानार्थी बनाने की आवश्यकता पड सती है-- 
इतगराप्रकाबट, शिणैणापकाइ्टवें, ऐ00ताप्रग्रावाणः 


प्रारम्भिक दातें प्‌ 


हम 'पोछोनियम' को तो हिन्दी में अपना सकते हैं, किन्तु उपरिलिखित तीनों 


भब्दों को कदापि हिन्दी में स्थान तहीं दे सकते । इनके लिए हमें इस प्रकार के पर्याय 
बनाने होंगे--- 
पोलोनियमन, पोलोनियमित, पोलोनियामक । 
एक प्रइत विदेशी नामों के उच्चारण का भी महत्त्वपूर्ण है। आजकल नागरी- 
लिपि में सुधार का प्रच्न छिड़ा हुआ है। इस प्रइन के व्यापक अंगों से तो हमें इस 
समय कोई प्रयोजन नहीं है। यहाँ हमें उक्त प्रयन के केवल उन्हीं अवयवों पर विचार 
करना है जिनका संवन्ध विदेशी नामों के उच्चारण से है। सबसे पहली वात तो 
यह दृष्टिगोचर होती है कि अंग्रेज़ी में कुछ स्वर ऐसे हैं जिनके लिए हिन्दी में अनुसारी 
स्वर नहीं है ; जैसे (००0 और [70ट८॑८८ए में ० का उच्चारण और ि॥४ और रचा 
में ५ का उच्चारण। १९५४ में लखनऊ में एक नागरी-लिपि सुधार सम्मेलन हुआ 
था जिसने इन स्वरों के लिए ये नये चिह्न निर्वारित किये श्रे-- 
गॉड, हॉकी, हॉल, कॉल । 
मेन, कट, हॉट, कप । 
हम इस पद्धति को स्वीकार करते हैं । 
इसी प्रकार अंग्रेजी के शब्द 720॥' के “८ के उच्चारण के लिए हिन्दी में कोई 
स्वर नहीं है। हिन्दी मापा-मापी इन शब्दों के लिखने में 'ए' की मात्रा से ही काम छेते 
हैं। अतः ये लोग ?८॥ को पेन', 5८६ को गेट”, ?८४६ को पेस्ट' लिखते हैं। इस 
प्रकार अंग्रेजी के (५०८८ और (5८० में, ?ला और एिशा में तथा ?6४: और 
2९०४० में कोई अन्तर नहीं रहता। इसलिए कुछ लोगों ने यह प्रस्तावित किया है 
कि अंग्रेज़ी के इस स्वर के लिए हिन्दी के 'ए' की उल्टी मात्रा निर्धारित की जाय। 
यदि यह प्रस्ताव मान लिया जाय तो हम उपरिलिखित शब्द इस प्रकार लिखेंगे--- 


(5८६ ग्ट (52 सेट 
एक पेन ॥2६:)॥ ९ पेन 
एफ पेस्ट 09502 पेस्ट 


हम इस शभ्रस्ताव को भी स्वीकार करते हैँ। कुछ कट्टरपंथी यह कहते हैँ कि 
“हम दूसरी भाषा के शब्दों के उच्चारण के लिए अपनी लिपि में नये स्वर क्‍यों वनाएँ। 
जितनी जीवित भापाएँ संसार में हें सवकी सब अन्य भाषाओं से झव्द ग्रहण करती 
हें। किन्तु वे उन शब्दों को अपनी लिपि और वर्णमाला के अनुसार तोड़-मरोड़ छेती 
हूँ और उन्हें अपने ही व्याकरण के नियमों में वाँचती हैं। उनके लिए कोई जया स्वर 


च गणित का इतिहास 


या ब्यजव पटी बनाता । आाणाय वा नाम अग्रज्ञा म एम प्रतार (॥ भश.)३ टिया 
जाता है ण वी दिए याद 7या ब्यूजत नये बनाया जाता । गया # वाम वा वियान्पर 
(पाएुट$ बाग टिया गया है। यटि पराम थे था बिगाड़ णयत्रा ता भा वे राग गगा 
का उिधाएंक टिसते। डे ये रिए या यया जभर नहा बनात। हिला बे जन रा” 
और नाम एस हू जि अग्रजा मे हाद्ध रूप म टिस हा उफ्ा सरत। एस "इटावा 
अप्रज्ञा म निगटतम विद्ञा रूप ४ टिया जाया है और बहा चार हा जाया है, लैस-- 
प्रिचान एाहतरा अथा एफशा वा एपफ्रागा 
दणन क्‍90 वा 
टलिहास पा 2६ 
यरिं आज हम अग्रजा नामा अथवा हय्ता को लपना टिपि मे रिसित समय नये 
तय चिह्न और स्वर बताने लग ता बठ का यति हम काई दा” प्रे च जमन या रूसा 
भाषा से टगे ता बटाचिंत हम और भा वई नये चित बनाते परुग। इस प्रतार ता 
मय-नतय चिक्का व॑ निर्माण का बमी अत हा नहा क्षागों। जय ”म [47 नाम 
हिटी मे लिपते है तो टट लिया जाता है + वा उच्चारण वा लिए काई मया 
स्वर नहां बनाया जाता। श्सी प्रषार यटि हम गणितत 8 | को साम टिंसना 
हा ता हम आबल या औयल वया न लिख। उसकब रिए एव नय स्वर आ वा 
सजन क्‍या कर ? 
हम यह मानत हूं कि यह तक तथ्यहीन नहा है कित हम रस विषय म एवं उठटार 
और व्यापक नोति अपनानी चाहिएं। प्रथम ता यह कहना गछत हांगा हि अग्नज़ 
विलेशा डाब्टा के लिखन में अपनी ठिपि म कोर्ट परिवतन नकद करत । हमन तो कई 
क्षग्रजा का गगा ओर चाणक्य जैस नाम इस प्रकार टिसत दा है-- 
एमाएहए. एम्थार्ग0 ३ 
हसी प्रकार आवत्यक्तानुसार य टांग ऊपर अथवा नोच वि-ट रूगावर अथवा 
इस प्रकार क॑ चिह्न ठगाकर 
जी है &#-३ कक 5 
नय बण बना टते ह। स्मिथ (500) न अपने गणित के इतिहास म भी विलेशा 
गणितता के नाम लिखन म वहुत-स नय चिह्ता का प्रयाग किया है। किस्तु यति 
थाड देर के लिए मान ठिया जाय कि अग्रज़ अपना लिपि भ बिदया चदा के कारण 
काई परिवतन नहीं करते तो मो क्या यह मनः्वत्ति अनुकरणीय है? आधुनिक 
संग म किसी भा देन के निवासी कप भण्डूक बनकर नहीं रह सक्‍ते। यदि रह तो 
इसम उन्हा का अहित है। अपनी मापा और लिपि जितनी भी अभिव्यजक वनायी 


प्रारश्निक चातें कि 


जा सके, बना देनी चाहिए । किस्तु इसका यह तात्पर्य नहीं है कि हम संसार की समस्त 
भाषाओं के स्वर चिह्न अपनी छिपि में बढ़ा छें। इस प्रकार तो हमारी लिपि कभी 
पूर्ण हो ही नहीं पायेगी। यहाँ प्रदव आदझे का नहीं, बरन्‌ वस्तु-स्थिति का है। गत 
डेढ़ सी वर्षों से हमारा सम्पर्क अंग्रेजों से रहा है। यह अच्छा हुआ या बुरा, इस समय 
इस पर विचार नहीं करना है। किन्तु सम्पर्क रहा, इस तथ्य को उपेक्षा नहीं का 
जा सकती । इस सम्पकं का यह परिणाम हुआ है कि अंग्रेज़ी के सैकड़ों शब्द हमारी 
भाषा में घुल-मिल गये हैं, जैसे-- 
प्रश्ाताल, ऊ्यटप्टा, शिव्राणित्ा, 50, एऐ/३220०9, ४०८८, शी, 
मसठल॑प्टए, ०, 200८:-- 
ये शब्द देश के वहुत-से स्थातों में प्रचलित हो गये हँ और इन्हें अब अपनी भाषा 
से निकाल देना न तो संभव है न वाञछतीय । इसके अतिरिक्त अभी कम-से-कम 
दस-बीस वर्ष तक हमारे विद्यार्थियों के लिए अंग्रेजी सीखना अनिवार्य है। अतः 
उनके लिए अंग्रेजी शब्दों के शुद्ध उच्चारण जानना आवश्यक है। इसलिए अपनी 
लिपि में रोमन लिपि के कुछ स्व॒र-चिह्न बनाने ही होंगे। किन्तु हम केवल उन्हीं स्वर 
चिह्नों को बढ़ाने के लिए तैयार हैं जो हमारे प्रयोग में प्रतिदिन आते रहते हैं। हमारा 
यह तात्पय नहीं है कि रोमन लिपि के समस्त स्व॒र-चिह्नों को नागरी लिपि में अपना 
लिया जाय। हमने केवल उपरिलिखित तीन चिक्नों को ही आवश्यक समझा 
है। रोमन लिपि के और भी कई स्वर चिह्न ऐसे हें जिनका हमारी लिपि में समावेश 
नहीं है। उदाहरण के लिए अंग्रेजी जव्द 2९०७८ पर विचार कीजिए। हमने इस 
दब्द को हिन्दी में चार प्रकार से लिखा देखा है--- 
पीपुल, पीपछ, पीपिछ, पीप्ल | 
वास्तव में ये चारों हिज्जे अशुद्ध हैं । क्योंकि इनमें से एक भी उस उच्चारण 
का द्योतक नहीं है, जो अंग्रेज़ी शब्द 2००७!० में समाविष्ट है । तो क्या हम इस उच्चारण 
के लिए भी एक नये चित्त की सृष्टि करें ? कदापि नहीं । क्‍योंकि यह स्वर ऐसे वहत 


कम शब्दों में प्रयुक्त होता है, जिनको हिन्दी में लिखने की आवश्यकता पड़े। इसी 
भकार के कई और भी स्वर हैं 


"वश, पठार, िंठपा 
हमारा विचार यह नहीं है कि अंग्रेज़ी के इन स्वरों के लिए भी नयें चिह्न बनाये 


जाये। यदि कहीं आवश्यकता पड़ेगी तो हम उक्त छाब्दों के निकट्तम हिन्दी उच्चारण 
के चिह्नों से काम चला लेंगे । 


इस सम्बन्ध में एक बात और भी विचारणीय है। जहाँ तक हमारा तात्कालिक 


रद गणित का इतिहास 


हेतु है, हमे तो केवछ विदेशी गण्रितज्ञो के नामो के शुद्ध उच्चारण के लिए चिह्न बनाने 
है। अत यदि इस पुस्तक के लिए हम बुछ नये चिह्ले बना मी ले तो उतसे नायरी- 
चर्णमाठा अयवा लिपि पर कोई व्यापक प्रमाव नहीं पदता। इस पुस्तक वे पाठकों 
को सख्या और क्षेत्र सीमित हैं । 
बमी तक हिन्दी में उच्च गणित की पुस्तकों का अमाव रहा है। अतः आज- 
तक गणितीय सकेतो की समम्धा कनी उग्र रूप से हमारे सम्मुख नहीं आयी । किन्तु 
अब दिन प्रति-दिन हिन्दी में उच्च गणित की पुस्तक्को की सख्या बइती जा रही हैं। 
अपएव यह आवश्यक है कि हम गणितोय सकेतो के भ्रश्व पर भी विचार कर छें। 
बुछ छागा का मत है कि हमें समस्त वैज्ञानिक सकत ज्यो-के-त्यो अग्नेज़ी से के छेने 
चांहिए। इस प्रकार मिनर-मिन्न देशो के वँज्ञानिक्रों में विचार विनिमय सरलता से 
हो सक्ेगा। यईि प्रयेक देश के सकेत अलग-अलग रहेंगे तो आस्ट्रेलिया वे वैज्ञातिको 
को रुसी गवेषणा पत्रो के पटने में कठिनाई होगी। एक दिन इसका यहें परिणाम 
निकलेगा कि भिक्ष-मित्र देश वैज्ञानिक समतरू पर एक दूसरे से दूर होते जायेंगे। 
इस प्रकार कमी नो कोई अन्तर्राप्ट्रीय वैज्ञानिक सवेतलिपि बन ही न पायेगी ।" 
इस तक के समर्थक ऐसे प्रस्ताव को व्यावहारिक रूप देने में जो कठिनाइयाँ 
परडेंगी उन पर घ्मान नही देते । यदि हमते अग्रेडी के समस्त सकेतो को अपना लिया तो 
हमारे मुद्रणाहयी को नागरी लिपि के अतिरिक्त ग्रीक लिपि के मो समस्त वर्ण 
रखने पडेगे। था ही हिन्दी को छपाई में पर्याप्त कठिनादयाँ हे, एक कठिताई और बड़ 
जायगी। हिन्दी का मुद्रण इस समय भी महंगा है, इस प्रकार और महेंगा हो जायगा। 
इस समय टि्दी की छपाई के लिए चार बक्से चाहिए, तवे कदाचित्‌ छः वकक्‍्सा वी 
आवश्यकता पडेंगी । था समसिए कि हिन्दी की छपाई सरलपर होने के बदले कठिनतर 
हा जायगो। 
एक वांत और मी है। इस प्रकार के तह सुनने से ऐसा प्रतीत होता है मानो देश 
मे केवल वे ही युवक अध्ययन करने है जिल्‍्हे अन्त में गवेषणा करनी होती है। हमें 
केवल गवेपक्ा का हित ही ध्यान में नहीं रखना है, जिनको सख्या दिसी भी देश में 
एक प्रतिशत भी न होगी । हमें अधिक समय और झक्तति तो सामान्य विद्याधियों की 
प्िक्षा पर लूगानो हैं जिनकी संख्या ९९ प्रतिझत से भी अधिक होगी । जो विद्यार्थी 
स्कलो में शिक्षा पाते है उनमें से बहुत-से हाई स्क्ल के पश्चात्‌ अध्ययन छोड देते है। 
जा विद्यार्यी कालेजो में शिक्षा ग्रहण करते हे, उनमें से मो चहुत-से बोौ० ए० के बाई 
पटाई तर्क कर देते हैं। जो छात्र शम० ए० पास करते है, उनमें से भी बहुत ही 
थोड़े ऐसे विक्लते है जो ग्रदेषणा कार्य में अपना जोवन लगाते हो । इस अयल्प 
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संग्या के हेतु समस्त देश पर एक विदेशी इुबोध्य संकेल-लिपि छाद देना कहाँ की 
बुद्धिमानी होगी ? 
आज एक विद्यार्थी पह्ता है कि 7, 0) का अर्थ है पानी क्योंकि िजॉनिएतीा02ुटा 
और (05--:05एछुला | और पानी में दो भाग हाइड्रोजन के रहते हैं और तीन भाग 
ऑक्सीजन के । किन्तु आज से पचास वर्ष उपरान्त का एक भारतीय छात्र कदाचित्‌ 
अंग्रेज़ी वर्णमाला से सर्वथा अनभिन होगा । वह ॥7' और (0! का क्या अर्थ छगायेगा ? 
आज का पाठक जानता है कि पएत॒ अंग्रेजी वर्णगाला का एक वर्ण है, जिसकी घ्वनि हू 
की-सी होती है। उस दिन का विद्यार्थी केवड इनना समसेगा कि ने एक विद्येप 
प्रकार का चिह्न है जिसमें दो छकीरें खड़ी रहती हैं और एक लकीर पड़ी । न.वह 
और हाइड्रोजन का संवन्ध समझेगा, न लि, 00 और पानी का। वहू केवछ बिना समझे 
ही रट लिया करेगा कि (3, (0 एक विशेष है पानी के लिए। स्पष्ट है कि यह 
चिह्न उसके मस्तिप्क पर एक अनावश्यक बोझ वनकर रह जायगा। 
इसके विरुद्ध यदि हम हाइट्रोजन को 'उदजन' और आक्सीजन' को “भोपजन' 
कहें तो पानी के लिए वैज्ञानिक संकेत होगा-- 
उर ओ । 
इस संकेत को पढ़ते ही विद्यार्थी समझ लेगा कि 'उ' का अर्थ है 'उदजन और 
ओ' का अर्थ है ओपजन'। ऐसी स्थिति में यह संकेत विद्यार्थी के मस्तिप्क में एक 
जीवित पदार्थ की माँति अंकित रहेगा। 
एक बात अवश्य है। कुछ वैज्ञानिक संकेत ऐसे हें जिनका संवन्ध किसी मापा से 
या तो कभी था ही नहीं या पहले था तो अब रहा नहीं । ऐसे संकेत ज्यों-के-त्यों अपनाये 
जा सकते हैं । चार सरल अंकगणितीय क्रियाओं के संकेत--- 
जे प्यार 4 न 
जैसे अंग्रेजी में हें, वेसे ही हिन्दी में भी। यद्यपि ये चिह्न भी प्राचीन मारत में सर्वथा 
ऐसे ही नहीं थे। जो आज ऋण चि हक्ल कहलाता है, किसी समय वह धन चिह्न था। 
ऋणात्मक संख्याओं को निरूपित करने के लिए संख्या के ऊपर एक विन्दी रूगायी 
जाती थी, जैसे आजकर आवते दशमलव' के निरूपण के लिए लगायी जाती है।* 
परन्तु यह वात अस्वीकार नहीं की जा सकती कि ऊपर दिये हुए चारों चिह्न आज देश 
भर में सर्वभान्य हो गये हें। इसी प्रकार भिन्न के निरूपण के लिए बटे का चिह्न भी 


# उदाहरणार्थ देखिए--विभूति भूषण दत्त, दी वक्षाली मेंथेमेंटिवस---बलेटिन 
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अप्रेज़ी और हिल्‍्दी में एव-सा है। और नी बदुत-ग चिह्न है, जिनमे अग्रेडी और हिंदी 
में काई अन्तर नहीं पहता+-- 
६ हू. ३ अप पी के ७७% बआथ 25, 
प्ा 9 () १॥।] + 
में चिह्न तो हिन्दी का पुस्तवा मे बराप्र प्रयुवत हा रह है । इनवे अतिरिक्त 
और भी वई विह्व है जिनवा दिस मापा से काई सम्बन्ध नहीं है-- 


| अनुकलन चि6ह्दा । |. सारण्लि विक्नू 
... क्रमगुणन चित्त | श्रेणित्र (॥20४) का विह्न 
८८ अनन्त का चिह्धे ०८ भमातुपात चिह्न 
॥। मापाव (।४०0ए४७) निह्न (न) 


अब रहा उन चिह्ता वे विषय से जिलरा सत्राय अप्रड़ों जयवा ग्रीज भाषा 
से है। उत्तर प्रदेशीय इण्टरमीडियट योई न यह निश्चय शिया है हि ग्रीर वर्णमाला 
के दा अक्षर 

और | 

हिन्दी मं अपना ल्यि जायें वयात्रि यह विशिष्ट अथ। मे इतने रद हा चपे हे वि इह 
उन अथा स अलग नहीं क्रिया जा सकता। हम इस प्रस्ताव मे सहमत है। हमारे 
ब्रिचार म भामा चिह्ने [! को भी अपना लता चाहिए। झप समस्त भाषा-सवधी 
चिह्न का अनुयाद होना चाहिए। 

अग्रेज़ी म एक रूढि-सी वन गयी है कि विदुआ व निरूपण के निमित्त बे अक्षेर 
प्रयुक्त हाते हु और गुणाका तथा एम्बाइया के लिए छाटे अक्षर । नागरी डिपि में बड़े 
और छाट अक्षर तो हाते नहा, विस्तु प्रत्यक अक्षर पर मात्राएँ 'स्गायी जाती हें । 
अंग्रजी की वणभारा) म वेवरू छब्वास वण ह और ग्रीक्र वणमाठा में चौबीस । अत 
दाना लिपिया की वणमाला म कुछ मिठावर ५० अक्षर हात हे। इसवी तुटना स 
नागटी डिपिं म ४९ अक्षर होत है और प्रत्येक अक्षर पर तरह मात्राएँ लगायी जा 
सकती हे। अतएव हमारे पास ता चिह्ना वी बहुछता है। समस्त माताआ की ता 
कदाचित्‌ आवत्यकता ही न पटे। हमारा विचार है कि सम्प्रति हम प्रथम छ 


+ इसमें सदेह नहीं कि यह चिह्न अप्नेज़ी के (5! का हो रूपा-तर मात्र हैं 
किन्तु सप्रति यह जिस प्रकार लिखा जाता है उसका '5' से कोई प्रत्यक्ष 
सम्बन्ध नहों रह गया है ॥ 
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भात्राएँ चुन लें। इनमें से तीनों दीर्घ मात्राओं को विन्दुओं के निरूपण के लिए निर्धारित 
कर दें और तीनों हृस्व मात्राओं को गुणांकों और लम्बाइयों के लिए--- 


03:67: 20 आदर का, खा, गा ..... : की, खी, गी, . . . . . « कू, खू,गू, . .. . -« 
9 5; 6 5:55: क, ख, ग, .....- कि, खि,गि, .... . कु, खु, गु..... : 
०,(१, १, ..... पा, फा, वा, .. . . . : पी, फी, वी, .. . . . . पू,फू,वू, ..... 
व .7 उप प, फ, व, ...... पि,फि, वि, ..... पु,फु,बु, ... .. 


हिन्दू गणित में परम्परा से अज्ञात राशियों <, 9, £, के लिए य, र, ल का प्रयोग 
होता चला आया है। इस रूढ़ि को बदलने की कोई आवश्यकता दिखाई नहीं देती । 
अतएव तत्संवन्धी राशियों के लिए हमारे संकेत इस प्रकार के होंगे --- 
४, 9, 2, ... ये, र, लछ 
अक हक ऊ, »«« ने, य३, 


य 
»« या, र, ले 


दि आ 


2८, 2, की 
5, ), 2, ... य, र, ल, 
४, », ४, ... य॑, रं, ह॑ 
अब हम यहाँ कुछ अन्य चिह्नों की सूची देते हैं -- 
०, 0, ३१५ -«« जात कोण अ, आ, इ, ई,... . «« 
0, $, ५, »-- अज्ञात कोण क्ष, त्र, ज्ञ,. ... . - 
0 (०पंष्ठांए) ««« म (मूलबिन्दु) 


९ (€०्ट्टिपसंलापए) ... उ (उत्केन्द्रता) 
€ (००८मीलंथा ० ,., प्र (प्रत्यानयत गुणांक) 


ए८50प009 ) 

€ (०फुणाथाएंबा) ... घ॒ (घातांकीय) 

र्ि बडा जम -* 

 (%/-7) -» ए (*/-१) 

7 (792तीप्र5 एट८07)... त्र (सदिश त्रिज्या) 
? [ए4तीप5 6 टपए३ए्रा८) त्रि (वक्ता त्रिज्या) 
॥ (शाए गाल) स॒ (कोई संख्या) 
7. (एप्प प्टाप्य) घ (घावी पद) 
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पाठ यह कह सकती है हि जिस प्रगार इतने विल्ठा मा अनुवाद रिया है, उसी 
प्रतार अन्य चिद्दा का भी अनुवाद हो सयता है। जो पिल्ठ (अ) में द्वित्रे गये हूँ 
उनका भी अपनो टिपि में अनुवाद बधा ने यर डिया जाय २ मारण यह है कि इस 
विद्धो शा गिसी भी भाषा मे सम्बन्ध सही है। अतशय आशा हो सकती है कि संसार 
की होप माषाएँ मी धन चिद्धा का ज्याया-त्था अपना छगी । इग समय भी ससार बी 
कई भाषाएँ ऐसी हे जिन्होंने उपर दिये हुए प्राय समस्त घिठ्ों का अपनी भाषा में 
नपान्तर विया है। किन्तु चिह्दो (अ) में से अधिकाश जंगेनेजसे के लिये हूँ जैंगे 
प्रैंच और इटलियन। यदि ऐसे चिछ्लो को ससार की समस्त भाषाएँ अपना झें तो 
वैज्ञानिकों के विधार-विनिमय में थोडी-बदुत सुविधा अवश्य हो हो जायगी। इस 
प्रगार यदि उपरिलिखित सूची बे समस्त चिद्ध भी समार भर में अपना हिये जायें 
तो वैज्ञानिक जगत्‌ में ओर भी सुविधा हो जायमी। परन्तु इस बात की तनिश भी 
आशा नहीं कि कोई मो समृद्ध भाषा विसी अत्य भाषा के मापा-सयधी चिह्न अपना 
लेगो। इसमें केवल राष्ट्रीय ग का ही प्रश्न नही है, यरन्‌ जैसा ऊपर दर्शाया गया है 
उक्त प्रणाली विद्यार्यी बे लिए भी अट्तिकर होगी । 


अध्याय २ 


ड़ 


संख्या-पद्धतियाँ, संख्याशब्द और संख्यांक 


संख्या-बुद्धि 
जिस दिन से मनुप्य ने संसार में पदार्पण किया है उसी दिन से उसके मस्तिप्क में 
संख्या-बुद्धि की उत्पत्ति हुई है। कुछ लोगों की संख्या-बुद्धि तीत्र होती है, कुछ लोगों 
की मंद । एक अध्यापक ने अपने तीन विद्यार्थियों की संख्या-वुद्धि की परीक्षा लेनी 
चाही । उन तीनों विद्यार्थियों में से एक ब्राह्मण पुत्र था, दूसरा क्षत्रिय और तीसरा 
वैद्य । अध्यापक ने मैदान में तीस फ़ुट रूम्वा एक बाँस गाड़ दिया और तीनों लड़कों 
से वारी-वारी से पूछा कि उनके विचार में वाँस की लम्बाई कितनी होगी ? ब्राह्मण 
पुत्र ने कहा कि “लम्बाई होगी कोई पचास साठ फ़ुट या कदाचित्‌ सत्तर-अस्सी फ़ुट ।” 
क्षत्रिय लड़के ने बताया कि “वाँस की लम्बाई होगी चालीस पेंतालीस फ़ुट ४” वेइय- 
वालक का उत्तर था कि “लम्बाई होगी कोई पौने सत्ताइस, सवा सत्ताइस फ़ुट ।” 
प्रत्यक्ष है कि तीनों लड़कों में से वैश्य पुत्र की संख्या-बुद्धि सबसे तीन थी। इसके 
विपरीत बहुत-से छोगों की संख्या बुद्धि बहुत मंद होती है। कभी आप किसी दूरस्थ 
स्थान को पैदल जा रहे हों । रास्ते में कहीं पर भी किसी गाँव वाले से पूछिएु कि 'अमुक 
स्थान कितनी दूर है ।” वह कहेगा कि 'कोस डेढ़ कोस है ।” मील दो मील आगे निकल 
जाइए और फिर किसी से प्रशइ्त कीजिए कि “गाँव कितनी दूर है।” तो वही उत्तर 
मिलेगा कि “कोस-डेढ़ कोस है।” रास्ते भर आम्रका गंतव्य स्थल कोस डेढ़ कोस ही 
रहेगा। कभी-कभी तो गाँव वाले कहेंगे अरे ! वह क्‍या सामने दिखता है ।” इसी 
संकेत के भरोसे आप मीलों चले जायेंगे और आपका रूक्षित स्थान नहीं आयेगा। 
स्वभावत्त: बच्चों की संख्या-बुद्धि वहुत अविकसित रहती है। किसी बच्चे से 
पूछिए कि “दो और तीन कितने होंगे” । जो ऊँची से ऊँची संख्या उसे याद होगी, वही 
'कहेगा। यदि उसको सबसे ऊँची संख्या आठ स्मरण है तो वह आठ ही कहेगा। यदि 
ह आप उससे पूछें कि चार और पाँच कितने होते हैं तो भी उसका उत्तर आठ ही होगा। 
शब्द हो जते हें. यच्पि वह इनका मंतलूव नहीं समझता, 
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तब सी उसे जब बसी विसी बहुत बडी सत्या का मान वरना होता है, वह सौ, दी सो 
ही कहता है। 
किसी प्रामीण बालक ने अपने पिताजी से वहा-बावूजी, आज मेंने गाँव में कोई 
५०० कुत्ते देखे ।” बच्चा कुछ-कुछ समझदार हो चुवा घा, बाप को उसकी मूस्सता 
पर बडा कोध आया उसने कहा कि “तू जभी से इतना झूठ वोण्ता है। इस गाँव 
में तो बया, आस-पास के दस-पाँव गाँवा वे समस्त कु्ते इकट्ठे कर लिये जायें तब भी 
पाँच-सौ न होगे । सच-सच बता तूने बितने वुले देखे थे ।” बच्चा वेचारा सहम गया। 
उसने कहा-- वावजी ५०० नहीं तो कम-से-तम दो बुत्ते तो थे ही !” 
पुराने समय में ससार की बुछ जातियो की सस्या-इल्पता बहुत ही दुच्छ थी, 
बल्कि नहीं के चरावर थी। अब भी ससार में छुछ प्रतिगामी जातियाँ ऐसी है, जिनकी 
सख्या-बुद्धि विलकुल नगणष्य है। अमेरिना में एक प्रदेश है वोल्दीविया जिसमें विविद्धी 
नाम वी एक जाति रहती है। इस जाति नी भाषा मे सस्या सूचक बोई झन्द है ही 
नहीं। जब कभी इन्हें १का माव प्रदर्शित करना होता है तो वह एक दाद 'एत्म! का 
प्रयोग करते है। यह शद्य हिन्दी शद्द आत्म से बहुत कुछ मिलता“जुलता है? 
इस 'एँल्म' के अतिरिक्त इन लोगा की भाषा में सख्या-सवन्धी कोई घब्द है ही गही। 
अत ये लोग २ तक भी नही गिन सकते । 
अमेरिका में क्वीलो का एक परिवार है, जिसका माम है ग्वायकुरु परिवार 
इन छोगो वी भाषाओं में भी सल्यात्मक झज्द बहुत ही कम हे । इसी परिवार के 
एक क्वीले का नाम है वोटीसूडो । इन छोगो की बोली में बेवल दो सख्यात्मक दाब्द 
है-+भाक्नम और उन्हे । मोकेनम कय अर्थ है १ और उत्ह का अर्थ है (बहुत! । अतः 
में छोग २ या ३ मी नही कह सकते, केवल 'वहुत' ही कह सकते हे । 
इन तथ्यों से इस बात का पता चल जाता है कि ससार बे” समस्त प्राणियों में १ 
की कल्पना अवश्य ही विद्यमान है। इसका कारण यह है कि प्रत्वेक प्राणी में अह 
जर्थात्‌ अपनेपन का भाव मोजूद है। प्रत्येक प्राणी समस्त विदव को दो भागों में वाँटवा 
है। एक तो 'अपने आप॑ अर्थात्‌ 'मे' और दूसरा शेप सारा-विश्व'। प्रत्येक प्राणी पहले 
अपने स्वार्थ की रक्षा करता है, तत्पश्चात्‌ दूसरी वी आवद्यंक्ता पर विचार करता है! 
घामिक क्षेत्र में इस (एक्ट का अर्थ है ब्रह्म', सत्य अथवा 'ईश्वर!। इस एवं वी 
कल्पता का इतता महत्व है हि अग्रेजी में (१ के लिए अनेक शब्दो का प्रयोग होता है 
4, औै७ (रल, एन, एजएए 
हिन्दी में भो 'एक' के द्यातक बहुत से शब्द हे-- 
एक, एकता, इकाई, एकाकी, एकाकी, एकोएक, अकेला, इकलछौता। 
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संसार में कुछ जातियां ऐसी हैं, जिन्हें २ तक की ही गिनती आती है । अमेरिका 
म एक जाति है, जिसका नाम है अन्सावलाडा। इनकी मापा में दो संख्यात्मक शब्द 
हैं--ते और कयापा। तति' का अर्थ है 'एक' और 'कयापा' का अर्थ है दो। इसी 
देश में एक बोली है मोबरोकोवी | इस भाषा में एक अक्षर ऐसा है, जिसका उच्चारण 
हिन्दी के अक्षर ज॑ से बहुत कुछ मिलता-जुलता हैं। इस बोली में भी संख्या-संबस्धी 
दो ही शब्द हँ---यांत्वक' जिसका अर्थ है एक' और थांका', जिसका अर्थ है दो। 
पाठक सहज ही अनुमान कर सकते हैं कि मनुष्य को जोड़े का भान कहाँ से हुआ । 
संसार में जिधर भी दृष्टि डालिए आप को जोड़े ही जोड़े दिखाई देंगे । अपने घरीर को 
ही देखिए। हमारे शरीर में दो हाथ हैं, दो पर हैं, दो आँखें हैं, दो कान इत्यादि । 
अन्यत्र भी आप जोड़े ही जोड़े देखते हें। कीँची को अंग्रेजी में कहते हैं (27 ० 
$८5४079), ऐनक को कहते हैं (7 ० $9०८६०८०४), चीमटे को कहते हें 
(?थए7 ०६ 7०7९५) । परन्तु इन वस्तुओं में तो जोड़े की कल्पना परोक्ष रूप में 
है। कुछ वस्तुओं में जोड़े की कल्पना प्रत्यक्ष रूप में होती है । मुगदर की जोड़ी, 
गुलदस्ते की जोड़ी और युगल जोड़ी आदि । 
उत्तर प्रदेश के पश्चिमी प्रान्त में दो शब्दों का प्रयोग होगा है--फ्रुट और जोड़ी । 
फ़ूट का अर्थ है अकेला। रईस लोग अपने साईस से पूछते हैं कि “आज गाड़ी में फ़ुट 
लगाया है या जोड़ी ?” इसका अर्थ है कि “एक घोड़ा जोता है या दो ? ” 
संसार में कुछ जातियाँ सभ्यता के उस स्थल पर हैँ, जहाँ तीन तक की गिनती 
होती है। फूगन एक जाति है, जिसकी बोली में केवल तीन संख्यात्मक शब्द हैं। 
पहला शब्द है कउली', जिसका अथे है १। यह शब्द हमारे हिन्दी शब्द 'कोौड़ी' 
से बहुत मिलता-जुलता है। दूसरा शब्द है 'कम्पायपी', जिसका अर्थ है २ और तीसरा 
'मातेन', किसका अर्थ है ३। एक अन्य जाति है, जिसका नाम है 'वरोरो!। इस जाति 
की बोली में भी संख्या-सूचक केवल तीन ही शब्द हें--कउए, मकउठए और उअउए | 
कुछ पक्षियों को ३ तक की संख्या का बोब होता है। एक विश्यपज्ञ थे गाल्टन 
(७०८००), जिन्होंने पक्षियों के स्वभाव का अध्ययन किया था। इनका कथन 
है कि कुछ पक्षियों को ३ तक की संख्या-चेतना होती है। किसी पक्षी के घोंसले में ३ 
अण्डे हों तो यदि आप उनमें से एक अण्डा उठा लें तो पक्षी को इस वात का भान हो 
जायगा कि एक अण्डा चोरी हो गया है और वह घोंसला छोड़ देगा। परन्तु यदि 
किसी पक्षी के घोंसले में चार अण्डे हों तो आप विना खटके उनमें से एक उठा सकते 


हैं। पक्षी को इस चोरी का पता नहीं चलेगा, क्योंकि मेंद नहीं 
हें द् ता नहीं चलेगा, क्योंकि वह ३ और ४ का भेद नहीं 
जानता । 

२ 


हि] 
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ससार का कुछ चातिया एसा ह वा ८ तक गिन सकता है। कुछ जातियाँ ५ तक 
पिन हता ह। दर्लिष अमरिक्ा म एक दे है पारू। इस देय मे कम्पा साम दी 
एक लाति रहता है। इस लाया के पास सख्या-सवघा तीन राझ्द ह+-पत्तिया पित्तैना 
और महलाना अथात १ _१। यदि सन लाया का ४ कहना हाग्रा ता कहे 
पत्तिया भहुआना । ५ का कहग पित्तेना महजानी जौर ६ को कहंग महुआता 
महुआना । इसा प्रकार के सक्डा उदाहरण टिय जा सकते ह। परन्तु हम केवेह 
एक हा उठाहरण और 77। आस्टलिया का एक जाति है कमिलारोई। इन लोग में 
जा स्वत सख्यामक गा? ता क्दल तान हा ह-- 


मल १ 
बुलर २ 
गुल्वि हे 


४ का यह लाग कटत हे बुलर बुलर । 

५ का कहते ह बुलर गल्बि 

६ का बहत है गुलिबा गलिबिा । 

कुछ परतिया मे ४ और ५ तक की सस्या-बुद्धि होती है। पश्चिया वे एक विश्पत 
थ लराय (7.070५) । उठ्यन जपना एक जरूमद सुनाया है। एक चौकादार की 
ग्रमटा मे एक कौए ने घासला बना लिया। कोआ जब दूर स चौंकोदार को आता 
द्ता था ता उल्कर दूर क एक पड पर जा बैठता था। पर इतना सुवान था कि उर्स 
पर गारी चला कर कौए का मारता विताल्त असम था। चौकाटार कौए से बडा 
तंग आ पया था। अन्त मे उसन एक चाल चलो । एक हित वह एक और आत्मी को 
अपन साथ ले गया । कौए न दाना को आते दखा तो उड़ गया और पेड पर जा बेटी) 
उनम से एक आटमा गुमटी मे से वाहर निकला ता कौजा नत्य छौटा। जब दूसरा 
आदमा भा चठ गया तव कौआ छौरा। 

आअपल हिन तात व्यक्ति युमरा से गय और वारीबवारा स बाहर निकल । बौजा 
घाव मे नहा जाया। वह नव तर नहा लौटा जब्र तक ताता आदमी नहा निकल गये । 
था” वाल टिन चार आत्मा सुमठा म॒ गय॑फिर भा असफ्ल रहू। उससे अग्रल ट्नि 
पाँच आत्मा गुमरा मं गय। उस हिन कौीआ घाखा खा गया। जब वारी-्वारी स 
चार आत्मा रुमटा स बाहर जा गय ता उसने समया कि सबे आत्मा बॉटर था गन 
हू। बह युमठा म ल्‍ौर जाया और पाँचवें आदमा न उस गालो से मार टिया! 


दस सत्ाहरण स स्पष्ट है कि कौजा चार तक गिन सकता था पाँच तक नहीं गिने 
सकता था। 


घ 
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संसार की अधिकांश पुरानी जातियों को केवछ ५ तक का भान था। कप्तान 
पैसे (2८८७) का यह अनुभव है कि किसी एँस्किमो' जाति का कोई भी आदमी 
७ तक नहीं गिन सकता । किसी एस्किमों से ७ तक गिनाइए। ७ तक पहुँचने में बह 
कम-से-कम एक त्रुटि अवश्य करेगा । एक और अन्वेपक हुए हैं 'हंबोल्ड'(नपाः900) 
इन्होंने एक वार चैमा जाति के एक मनुप्य से पूछा कि “तुम्हारी अवस्था क्या है ? 
उसने कहा “१८ वर्ष' । वह आदमी ३०-३५ वर्ष से कम नहीं था । हंवोल्ड ने कहा कि 
“तुम १८ वर्ष से कहीं अधिक के लूगते हो ।” उसने कहा कि "मेरी अवस्था १८ वर्ष 
की न होगी तो ६० वर्ष की होगी । हम नहीं समझते कि वह व्यक्ति जान-बून् कर झूठ 
बोल रहा था। उस बेचारे ने कहीं १८ और ६० अब्द सुन रखे होंगे। दोनों संख्याएँ 
उसकी मानसिक पहुँच के बाहर थीं । वह तो केवल इतना जानता था कि दोनों बड़ी 
संख्याएँ हें । 
दक्षिण आफ्रिका में योरूबवा नाम की एक जाति है। इन लोगों की बोली में एक 
कहावत प्रसिद्ध है कि “बड़े चतुर बनते हो, तनिक बताना तो सही कि नौ नेम कितने 
होते हैं ।” इसमें कोई आइ्चर्य की वात नहीं है । अभी तीन चार सौ वर्ष पहले की 
बात है कि जर्मनी के एक विद्यार्थी ने अपने गुरु से पूछा था कि “में गणित की उच्च 
विक्षा प्राप्त करता चाहता हूँ, मुझे किस आचार्य के पास जाना चाहिए ? ” गुरु ने कहा 
कि “यदि तुम केवल जोड़ना, घटाना ही सीखना चाहते हो तव तो जर्मनी के प्रोफ़ेसर 
ही काफी होंगे। परन्तु यदि तुम गुणा और भाग भी सीखना चाहते हो तो इटली के 
किसी विश्ञेपज्ञ के पास जाना होगा ।” 
यह तो कई सौ वर्ष पहले की वात है । हम अपने देश की ही लगभग ५० वर्ष पहले 
की बात सुनाते हैं । रेलवे में स्टेशन मास्टरों की एक परीक्षा हुआ करती थी। उस 
ज़माने में उस परीक्षा का स्तर बहुत नीचा था । एक वार परीक्षा-पत्र में एक प्रशन दिया 
गया था कि “आठ अटठे कितने होते हैं ?” एक विद्यार्थी ने उत्तर लिखा ६३। परीक्षक 
से उसे पूरे अंक (नम्बर) दिये और कहा कि उत्तर क़रीव-क़रीव ठीक है ।' 
संसार की अधिकांश भाषाओं में संख्यात्मक घब्दों का पैमाना ५ या १० माना 


गया है। भारतीय संस्कृति में भी १० के पैमाने का ही उपयोग किया गया है। संस्कृत 
के कुछ शब्दों पर विचार कीजिए-.- 


एकादश १०--१ 
हादज १०--२ 
अप्टादण १०--८ 
ऊनविंशति 


२०-६१ 
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अग्रेजी में भी अधिवाद रूप में १० का पैमाना ही वाम में छाया गया है। 
प्रज़ाध्व्ला ३+३70 
ण्प्ाप्त्त्प बऔै+0 हे 
५ और १० वे इस सबब्यापी पैमाने दा मारण यह प्रतीत होता है गि मनुष्य 
हाथों में ५, ५ उँंगलियाँ होती है। मनुष्य को गिनसे का गय से सुछम उपाय उँगशियों 
द्वारा ही प्रतीत हुआ। बहुत-सी भाषाओं में ५ बे लिए वही शब्द है णो द्वाप ने लिए 
है। रुसी भाषा में ५ को “याप्ट' बहने है और हाय का भी 'व्याप्ट'। फ़ारसी में पाँच 
को प्रजा वहते है और सुछे हुए हाथ का मो पजा बहने है । यही बात पजञाबी भाषा में 
भी है। 
एवं उदाहरण और छोजिए। पदों रेंन्स ()00८7८८) द्वीप की एक भाषा है, 
जिसका नाम है 'एँण्ड'। उसके कुछ रास्यात्मक धब्द इस प्रवार है-« 


भा हु 
श्वा २ 
लिमिा ५ (हाथ) 
लिमा सा द्द 
लिमाओ्वा ७ 


५ के लिए ता वदी शब्द निश्चित कर दिया जो हाथ वे लिए था। अब अश्त यह 
हुआ वि १० बे' लिए कौन-सा शब्द रखा जाय। ससार वी बहुत-्सी भाषाओं में (९ 
को कहते हे 'हाथ' क्योकि जब एक हाथ की उंगलिमाँ समाप्त हा जाती हैं तो छोग 
स्वाभाविक रुप से दूसरे हाथ की उँगलियो से गिनने हैं। १० के आगे गिनने के 
लिए कुछ छोग तो फिर दाहिने हाथ से आरम्म १रते हे ! परन्तु बुछ लोग पैर की 
गलियों से काम छेते हैं । ओरीनोको प्रदेश में एक जाति माईपुरे नाम वी है। इवते 
छोगी की मापा के बुछ झब्दों वे अर्थ हम यहाँ देते टे--- 
५ केवल एक हाय 
हु दूसरे हाथ की भी एक 
७ दूसरे हाथ की मी दो 
१० दो हाथ 
श्१्‌ पैर की भी एक उंगली 
१५. दो हाथ, एक पैर 
झुक पूरए एक अपदपी 
१ से ५ तक गिनने में दाहिने से बायें गिना जाता है या बायें से दायें, इस विषय 
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में कोई निश्चित पद्धति नहीं हैं। कुछ लोग अँगूठे से आरम्भ करते हैं, कुछ छोम 
कन्‌ उँगली से | अमेरिका में वॉस्टंच नगर के एक स्कूल की ५ कक्षाओं के विद्यार्थियों 
पर यह प्रयोग किया गया था। छात्रों से कहा गया था कि १ से ५ तक गिनें। २०६ 
विद्यार्थियों में से १४९ ने अंगूठे से गिनना आरंभ किया। अर्थात्‌ तीन चौथाई विद्या- 
थियों ने अंगूठे से गिनना आरंभ किया । 
परन्तु अंगूठे से आरम्म करने में ही कोई विशेष वात नहीं है। एक स्कूल में एक 
प्रयोग इस प्रकार किया गया। एक अध्यापक ने विद्यार्थियों में से एक को खड़ा किया 
और कहा कि 'डँगलियों पर गिनती ग्रिनो । और शेष सव विद्याथियों से कहा 
“तुम लोग भी इसके साथ मिनो ।” उन विद्याथियों ते कन उँगली से गिनना आरम्स 
किया। उसके साथ-साथ सब विद्यार्थी कन उँगली से गिनने छगे। फिर एक दूसरे 
विद्यार्थी को खड़ा किया। उसने अंगूठे से गिनना आरंभ किया। उसकी देखा-देखी 
सब विद्यार्थियों ने अंगूठे से गिनना आरम्म कर दिया । 
किन्तु एक प्रथा सार्वजनिक प्रतीत होती है। अधिकतर लोग वायें हाथ की 
उँगलियों से गिनना आरंभ करते हें। इसका कारण यह प्रतीत होता है कि पुराने जमाने 
में हमारे पुरखे सदैव दाहिने हाथ में कोई-न-कोई शस्त्र रखा करते थे। इसलिए 
गिनते के लिए वायाँ हाथ ही खाली रहता था। इसी प्रथा का भग्नावशेप आजकरू 
इस रूप में रह गया है। 
हम लोगों की आजकल की संख्या-भाषा अधिकतर दर्शांशिक है । पर इस नियम के 
थोड़े-से अपवाद भी हैं। अंग्रेज़ी में १३ से लेकर आगे के सव शब्द नियमित हैं, जैसे-- 
पि0प्रापट्शा+4-+-70,.. सि्राट्टपग--ह -- 70 
किन्तु ११ और १२ अपवाद हैं क्योंकि 0|८ए८०७ और 7_'छ८ए० उस प्रकार 
नहीं बने हैं, जैसे: १३, १४ इत्यादि । ऐसा प्रतीत होता है कि अंग्रेज़ी के ये दोनों शब्द 
जमेन शब्दों हंए-ी और >छर्ं-्३ से बने हैँ। इनका अर्थ है १-१० और 
२+-१०। हिन्दी में मी अधिकांश शब्द इसी प्रकार बने हैं, यथा--- 
तरह 5+१०+#+रे 
चौबीस --२०--४ 
इन शब्दों में योग का सिद्धान्त निहित है, किन्तु कुछ शब्द वियोग सिद्धान्त पर भी 
आधृत है,; जैसे 
१९ नज॑ीै ३१ कम २० 
२९ --: ९१ कम ३० 
श ६९ नज्ा ३१ कम छ० 
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पाइष्ट बरो (?णा६ छेवपा०७) एक स्थान है। वहाँ वी एक उपजाति मे ह 
के बदले २० को ग्रितती का आघार माना गया है। उनकी बोली के दो चार शदों 
भर्य यहा दिये जाते हे-- 


१०७ ऊपरी भाग थर्थात्‌ भनुष्य का ऊपरी भाग, दोनो हाथो की उँगलिया। 
१४- १५ से १ कम । 

0 एक मनुप्य समाप्त हो गया । 

शए- एक भनुष्य समाप्त और दूसरे की ५। 

३०- एक मनुष्य समाप्त और दूसरे वी १० । 

४०- दो मनुष्य समाप्त | 


इसस यह नहीं समझना चाहिए कि हम लछोगा के जीवन में ५ १०्या २० के 
अतिरिक्त अन्य सरयाओ का महत्त्व है ही नही । हिन्दू-सस्ट्रति में ३ और प्के अतिर्सित 
७ को भी शुभ माना गया है। बहत-से धा्िक इत्या में ७ छबीरे खीचते हैं या ० 
दौये जराते हे। विवाह में अग्नि के ७ फेरे करत है। बहुत-से आयुर्वेदिक नुस्यों में 
पुलसी के ७ पत्ते या ७ काली मिर्चे या ७ इलायचियाँ पड़ती हे। पता नही ७ वी सस्या 
वा महत्त्व सप्तऋषि मण्डरू से किया गया है या नहीं। 
७ के पश्चात्‌ ११ का भी बहुत महत्त्व है। कहावत है कि. १ और १ ग्यारह होते 
है। हिन्दुओ म दा प्रकार के विवाह अभी तक प्रचछित हें--७ दौर का विवाह और १६ 
ठौर का विवाह। कहते है कि यदि घर से निकछ रहे हो और कोई काना दिखाई दे 
जाय ता बडा अश्यगुन हाता है। किल्तु यदि उसी समय ११ वार राम का नाम छे लिया 
जाय ता अशगुन का दाप मिट जाता है। 
मख्याआ का यह महत्त्व तो सहचरण (85५0०॥४०४) के कारण है। किन्तु 
अधिकाथ भापाओ में बहुत-से सख्यात्मक शज्दा के विश्येप नाम भी होते है, जैसे अग्रेडी 
मे--0३४, परृद्र०, ए0००ल, $6075९, 5:055 
हिन्दी मे भी इस प्रकार के कई शब्द है, जैसे जोडी, तिकडम, चौकड़ी, पा 
अठढा, दर्जन, कोडो | 
इनमें से पजा' और 'कोडी' को छोडकर शेप शद्यो का १० से कोई प्रत्यक्ष सम्ब्स 
नही है । 
इस देश से बाज्ञार में कुछ वस्तुएं पजे से बिकती है। आम, उपछे, दीवाली के दोएं 
और आंवड़े पजा में बिकते है। आप इने वस्तुआ का माव इसी प्रकार पूछते हे कि 
“एक रुपये में कितने पजे ?” एक बात इससे भी बडे आज्चर्य वी यह है कि इन वस्तुओं 
में १०० बा अर्थ गिनती के १०० का नही होता जर्यात्‌ १०० का अर्थ २० पते नहीं 
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२ 
होता। कहीं २६ पंजे, कहीं ३० पंजे और कहीं ६६ पंजे होता है ।: पश्चिमी 
उत्तर प्रदेश में उपलों का सी ३६ पंजे वा होता है। घस हिसाव से यदि आप ५० 
उपले मँगवाएँ तो आपको १८ पंजे अर्थात्‌ ९० उपछे मिलेंगे। इसका कारण बह रहा 
होगा कि पुराने समय में मिन्न-मिन्न गाँवों में कोई विद्येप सम्पर्क नहीं रहता था। 
प्रत्येक गाँव अपने लिए अछूग नाप-तौल नियत कर लेता था। उन दिनों कोई मानकी- 
करण ($छार्पगादीह्रपणा) नहीं होता था। जब दक्षमिक पेंमाना (96४० ० 
९0) सब जगह चाल हो गया तो अधिकांश वस्तुओं ने तो उसे अपना लिया, 
किन्तु कुछ वस्तुओं में पुराने नाप-तोल ही चलते रहे । 
बनारस के पास एक वाज़ार है खोजवाँ | उस एक ही बाजार में कुछ वर्ष पहले 
फिसी दूकान पर ८० की तौछ चलती थी, किसी पर ८६ की और किसी पर %० की । 
एक दिन इन पंक्तियों के लेखक ने नौकर को गेहूँ छाने के लिए खोजा भेजा। नौकर 
से कहा कि “२० सेर गेहूँ छंकर वहीं फटकवाकर साफ़ करा छेता और पनचवकी पर 
पिसवा छाना ।” जब वह आटा लेकर घर आया तो कुल साढ़े चौदह सेर आटा निकला। 
नौकर से हिसाव माँगा। बड़ी देर में हिसाव समझ में आया। वात यह थी कि 
जिस दूकान पर उसने गेहूँ मोल लिया था, उस पर ९० की तौल थी । जहां पर उसने 
गेहूँ साफ़ कराया वहाँ पर ८६ की तोल थी । फटकने वालियों ने सेर पर आध पाच के 
हिसाव से अपनी मज़दूरी काट छी। इस प्रकार अढ़ाई सेर गेहूं कम हो गया। शेप 
रहा साढ़े सत्नह सेर। गेहँ लेकर वह पनचक्‍की पर गया। वहां ८० की तोौल थी। 
अत: पनचक्‍्की पर वह साढ़े सत्रह सेर गेहूँ फिर २० सेर के छगभग वैठा । इस पर 
पनचकक्‍्की वालों ने दो सेर प्रति मन के हिसाव से पिसाई काटी तो एक सेर गेहेँ पिसाई 
का कट गया। अब रहा साढ़ें सोलह सेर। वह साढ़े सोलह सेर गेहूँ लेकर घर लौटा, 
किन्तु लेखक के घर पर १०० की तौल के बाट थे। अतः: वह साढ़े सोलह सेर गेहूँ 
धर के वाटों से साढ़े चौदह सेर वैठा। नौकर को खोजवाँ इस विचार से भेजा था कि 
वहाँ कदाचित्‌ मार सस्ता मिले, किन्तु लम्बी अवधि में सस्ती वस्तु ही महँगी पड़ती है । 
तौलिया और अेंगोछे अट्ठों में बिकते हैँ । संतरों के दाम अधिकतर दर्जनों में 
वताये जाते है---एक रुपया दर्जन या अट्ठारह आने दर्जन । काग्मज दस्तों में बिकता है । 
यह तो हुई सामाजिक विनिमय-पद्धति । इसके अतिरिक्त व्यक्तिगत रूप से भी भिन्न- 
भिन्न व्यक्तियों के गिनने के ढंगों में अन्तर रहता है। आप किसी अपढ़ व्यक्ति को कुछ 
रुपये गिनने को दीजिए। वह चार-चार, पाँच-पाँच की ढेरियाँ छूगा देगा। इकट्ठे 


धवाराणसी में आम तथा नोबू प्रायः पंजे या गाही से बिकते हें और सैकड़ा 
२६ गाही का याने १३० का होता है। 


रे गणित का इतिहास 


<, १० भी मिनना उसके लिए कठिन है डावटर कोने (टणाम्माए) हिसते हैं 
वि एक वार उन्होने एक लडके से ३ और ६ को गुणा करने को कह! उसने अपने 
दाहिने हाथ की तर्जनी उगस्ये से बाये हाथ की उंगलियों पर १, २, ३ इस पवार 
गिना, फिर दुबारा १, २, ३, ग्रिता। फिर तिबारा १, २, ३,.. गिना। इसी 
प्रकार छ वार गिना और बताया कि गुणन-फ्ड १८ हुआ। 

मान ठीजिए कि आपने घोवी को ५६ कपड़े धोने के लिए दिये है। वह २५५ 
२५ को दा बार गिनेगा और ६ अलग गिनेगा । तय कहेगा कि “दो पच्चीसी और 
६ वपडे है।” स्िया को आप बहुघा कहते मुनेगे कि चवन्नी के २ कम ४० पात आगे 
या न्‍्यौते मे ३ ऊपर ५० सज्जन बैठे थे । उनकी सस्या-बुद्धि ५ या १० के अपवर्तों 
(१४०)०%७।८७) पर ही वहरती है। 

डैडे अधिक्षित व्यक्तियों की, विशेषरर पुराने ढग की स्थियो वी, सस्याचु्ठि 
इतनी अविक्सित रहती है कि वह सामान्य अको कय जोड मी नही जानती ! बचपन में, 
हमे याद है, बूढ़ी स्तियाँ पूछा करती थी कि “१२ और ५ क़ितने हुए।” उत्तर मे वा 
चाहे १७ कह दे चाहे >दृवारह, उनके लिए एक ही वात है। यदि कमी १०० में से 
३१ घटाना हा तो ये स्त्रियाँ पहछे १०० गेहूं गिनेंगी, फिर उनमें से ३१ गेहूँ गिनर्र 
अलग कर देगी। अन्त में शेष गेहूं गिनकर वतायेगी कि ६९ शेप रहे। 


गणना-बुद्धि 


उपरिलिखित पक्ितया में हमने सल्या बुद्धि को विवेचना की है। अब हम गणता- 
बुद्धि पर विचार करेगे। सल्या-बुद्धि और गणना-बुद्धि में थोडा-सा अन्तर है। सस्या- 
बृद्धि को अग्रेजी में १९७॥४७५६ 5८४७७ कहते है। गणना-बुद्धि को कहते हे 5८5८ रण 
(0०ण्रापण8। भान लीजिए कि आप किसी सिनेमा-घर जा रहे है । वहाँ यदि आपसे 


यह पूछा जाय कि सिनेमा मे आसनो (5००७) से टिकट अधिक विके हैँ या कम वी 


खाली न हो और कुछ दर्शक खड़े हुए दिखाई पड़ें तो आप तुरन्त कहेंगे कि आसनो से 
टिकट अधिक विक़े है। इस तिप्कर्प पर पहुँचने मे आपने अपनी सख्या-बुद्धि से काम 
लिया है। मान लीजिए कि आपसे यह पूछा जाय कि आज सिनेमा घर में कितने 
दर्शक आये है तो आपको दर्शको की गिनती करनी ही पडेगी । एक-एक करके दर्शको 
को गिनना पडेगा, अर्थात्‌ आप अपनी गणना-बुद्धि से काम छेगे। 


संस्यपा-पद्ध तियाँ, संप्पादाव्द और संयस्याफर र्५ 


संख्या-बुद्धि में इस बात का भान नहीं होता कि किसी संग्रह में कौन-सी वस्तु 
पहली है, कौन-सी दूसरी । परन्तु गणना-बुद्धि में यह वात आवश्यक हैं । मान छीजिए 
कि आप यह कहना चाहते हैं कि आज कक्षा में पांच विद्यार्यी देर से आये, तो आप 
अपने हाथ की पाँच उँगलियाँ दिखाकर पाँच का निर्देश करेंचे। किन्तु यदि भाप किसी 
विद्यार्थी से यह कहना चाहते है कि परीक्षा में तुम्हारा पाचिबाँ स्थान आया है 
तो आप यदि उँगलियों से इस बात वा संकेत करना चाहें तो आप एक-एक करके 
वारी-वारी से एक, दो, तीन, चार, पाँच उंगलियाँ उठायेगे। पहली दफ्मा में आपने 
अपनी संख्या-वुद्धि से काम लिया था, दूसरी दशा में जाप अपनी गणना-वुद्धि का 
उपयोग कर रहे हैं। 
एक उदाहरण और छीजिए । जब कंस को यह पत्ता चछा था कि बसुदेव-देवकी 
के पहला बच्चा हुआ है तो उसने उसकी हत्या करना अस्वीकार कर दिया। क्योंकि 
उसने सोचा कि उसका संहारक तो आठवाँ पुत्र होगा, न कि पहला । किन्तु जब नारदजी 
उसके पास आये तो उन्होंने एक वृत्त में आठ गुट्टे रखकर कंस से पूछा कि “बता इसमें 
आठवाँ गुट्टा कौन-सा है।” कंस के पास इसका कोई उत्तर न था। वृत्त में कोई भी 
गुट्टा पहला हो सकता है और कोई भी आठवाँ। कंस अपनी गणना-वुद्धि का उपयोग 
कर रहा था, किन्तु नारदजी चाहते थे कि वह अपनी संख्या-बुद्धि से काम ले । 
जिस प्रकार हमारी संख्यात्मक बुद्धि में सबसे पहला स्थान १ का है, उसी प्रकार 
हमारी गणनात्मक बुद्धि में पहला स्थान प्रथम का है। हमारे जीवन में प्रथम स्थान 
ईश्वर को दिया गया है। प्रत्येक शुभ कार्य के प्रारंभ में ईश-बंदना की जाती है। 
हमारी दिनचर्या में भी शरीर-शुद्धि के पदचात्‌ प्रथम स्थान सन्ध्या-पुजन का है। इस 
प्रथम शब्द का महत्त्व इतना बढ़ गया है कि अधिकांच्न प्रसंगों में प्रथम' उत्तम का ही 
पर्याय समझा जाता है। अंग्रेजी में [६75६ ८४५५ (फर्ट क्लास) का मतरूब 3८5६ ८55 
(वैस्ट क्लास) ही होता हैं। जब हम किसी के प्रदर्शन की प्रञ॑ंसा करते हूँ तो कहते 
हैं, ती६ 9थरफिएज्ञाए८ ए३$ 0, अर्थात्‌ उसका प्रदर्शन नम्बर १ था। यहाँ 8, 
या नम्बर १ का अर्थ है बहुत अच्छा या प्रशंसनीय । हमने लोगों को इस प्रकार कहते 
चुना है कि “अमुक आदमी नम्बर एक है या अमुक मार नम्बर एक है।” इन स्थलों 
पर नम्बर १ ७००० (१०४॥६ए अर्थात्‌ उत्तम श्रेणी का ही द्योतक है। 
सृष्टि के निर्माण से पहले केवल ब्रह्म का ही अस्तित्व रहा। “एक ब्रह्म द्वितोगे 
नास्ति/--इस इलोक में ब्रह्म] की एकता का निर्देश किया गया है। जब हम एक' या 
प्रथम” का उपयोग ब्रह्म, ईश्वर या परमात्मा के लिए करते हैं तो उसमें अद्वितीयता कां 
भाव भी सबनिहित रहता है, अर्थात्‌ ब्रह्म अतुलूनीय है, अनुपमेय है, अद्वितीय है। यह तो 


श्६ गणित का इतिहास 


हुई एक, अड्धितीय, पहदे या प्रथम वी सहिसा। हमारे जीवन मे द्वितीय था दूसरे 
इस शदा का मी महत्व है। इत झाद्ा का उपयाग कई जथों म होता है। अग्रेजो मे 
प्रथम और डितीय के समानार्थी झद ह तरा55 और 5८८०ार्त । इनके अतिरिकता दो 
जद और मी प्रयाग म जात ह--प्राइमरी जौर सेक्डरी। इन झब्दों का अर्थें केवर 
पहला और दूसरा नहां है बल्कि प्रधान और गौण है। यह तो हुआ इन द्ाद्दो की 
ब्युतव्तिकृम्य अथ। ट्वितोय का सीधा-सा अर्थ है दुसरा। विश्व में तीन प्रकार की 
संख्याएँ द्ातीं ह- 
१ मणनामक सरयाएँ-- (03: ्रण्णए/८४) जैसे--एक, दो, तीन। 
२. कम-सस्याए-- (097 गष्या/८०) जैस--पहला, दूसरा, तीसरा । 


३. गुणन-्मस्पाएँ-(]0परपफ//टशए८॥ पगर८१5) जैंस-दुगुना, निगुना, चोगुता 

पहला और दूसरा हम किस कहे, यह हमारी गणना विधि-पर निर्भर है । मार 
लीजिए कि किसी सडक पर एक पुस्तकालय और एक चिकित्सालय है। अब यदि 
आपसे काई यह पूछता है कि “उस सडक पर पहल चित्रित्सालय पडता है या पुस्तकालय 
ता आप इस प्रइन का कार असदिग्ध उत्तर नहीं द सकते । एक दिशा में भंहने पर 
विकिसालय पहटे पड़ेगा, दूसरी दिज्ला में चलने पर पुम्तकालय। 


दूमर का एक भिन्न अथ भी हाता है जिसका पर्याप अग्रेज़ी याद 0006: है। 
दि जदर सादेड जाफ दि पिक्चर” अयात्‌ चित्र का दूसरा पक्ष । इसका यह अर्थ हैआं 
हि चित्र का एक पक्ष तो आप देख ही रहे है था देख चुके है, शोप दुसरा पक्ष !' 


ससख्या तीन का भी हमारे जीवन में विशेष स्थान है। प्रतियोगिता में प्ले तीन 
स्थाना के पाता का ही पारितापिक मिलता है। खेल म प्रत्येक विषय में सिलाडिया 
का तीत प्रयना की ही अनुज्ञा मिलती है। मारवाडिया के कुछ परिवारा में तीन 
फरा में विवाह हाता है। उन लोगो मे कह्मवत है-- पहटे फेर बाप की बेटी, दूधरे फटे 
अचा वी मतीजी, तौमरे फेरे बाई हुई पराई ।' राजा वि तीन चरण सूमिदात में राजी 
म शक हा गये। सुद्रामा के तीन मट्ठो तत्दुठ में तीना छोका का बाराज्याय हों 
गया। कुछ दिल हुए दस दक्ष के बुछ स्कूटा में यह नियम था कि जा विद्यार्थी लगताई 
सीन बंध सश किसी वक्षा में पर छाया वह क्रि जीवते मर कमी उस वक्षा में नदी बेड 
सरेगा। 
झन्द तीसरे अच्छे और ब्रे दोना अर्या म आता है। अग्रेझो वा एप मुहावरा है 
चरजमवल छोलडते जियवा अर्थ है बटुत भाग्यगारी । हिन्‍तु इसके विपरीर 
40 70287०९ अथवा प0 १9७० का अर्थ हाता टै---'निम्नका्ि वा । ह्द्दी 


सख्या-पद्धांतयाँ, सख्यादबद आर सख्याक्त धुल 


में भी इस प्रकार के कई महावरे हैँ--- तीसरा प्रहर', दोहरी मार तेहरी मार, ढाक के 
तीन पात' और तिरह-तीन' आदि। 
अब हम अपने विपय पर लौटकर आते हैं। किसी रास्ते चलते की दृष्टि में तो 
संख्या-वुद्धि और गणना-वबुद्धि में कोई अन्तर वहीं होता, किन्तु वास्तव में इन दोनों 
भावों में महान्‌ अन्तर है। अभी हम तीन प्रकार की संख्याओं का उल्लेख कर चुके 
हैं--गणना-संख्याएँ, ्रम-संख्याएँ और गुणन-संख्याएँ । इन तीनों प्रकार की संख्याओं 
का सम्बन्ध केवल गणना-वुद्धि से ही है। संख्या-वुद्धि से इनका तनिक भी संवन्ध 
नहीं। संख्या-वुद्धि में केवल संगति ((07०७०7वं०१८८) का भाव रहता है । 
उसमें गिनती की कल्पना का समावेण ही नहीं है। मान लीजिए कि हम यह कहते हैं 
कि मनुप्य के उतनी ही आँखें होती हे जितने हाथ, तो इस वाक्य में आँखों की संख्या 
का पता नहीं चलता | यदि हाथ दो हैं तो आँखें मी दो ही होंगी। यदि हाथ चार हैँ 
तो आँखें भी चार होगी। अतः हाथों और आँखों में संगति है । 
संगति कई प्रकार की होती हैं। जो उदाहरण हमने लिया है वह एकंकी संगति 
((09९-०७५ (:०77८४७०ा 7८7८८) का है। इसके अतिरिक्त एक-दो संगति और 
एक-तीन संगतियाँ भी होती हैं। प्रत्येक मनुष्य के दो टाँगे होती हैं। यदि हमें पता 
है कि किसी विश्वविद्यालय में कितने मनुप्य रहते हैं तो उस संख्या को दुगुना करने से 
यह पता चल जायगा कि विश्वविद्यालय में कितनी टठाँगें हें। यह एक-दो संगति का 
उदाहरण हुआ। परन्तु एक-दो संगति के स्थान के लिए मनुष्यों की गिनती करने की 
आवश्यकता नहीं है। विश्वविद्यालय में मनुष्यों की संख्या कितनी ही, हो, बिना 
गिने ही हमें यह विश्वास है कि टाँगों की संख्या उससे दुगुनी होगी क्योंकि हम जानते 
हें कि मनुष्यों और टाँगों में एक-दो का सम्बन्ध है। 
प्राचीन काल के लोगों में संख्या-वुद्धि तो कुछ थी भी, किन्तु गणना-बुद्धि सर्वथा 
भगण्य थी। जब कोई कहता था कि “में वाजार से पाँच आम छाया हूँ” तो उसका 
मतलूव गिनती के पाँच नहीं होता था। उसके मस्तिप्क में संख्या पाँच की कोई पृथक 
कल्पना नहीं थी। पाँच से उसे हाथ की पाँच उँगलियों का ही भान होता था। उसकी 
उपचेतना'में हाथ की उँगलियों और संख्या पाँच में सांगत्य था। उँगलियों से पृथक संख्या 
५ का कोई अस्तित्व नहीं था | यही कारण है कि संसार की वहुत-सी भाषाओं में पाँच 
और हाथ के लिए एक ही शब्द का प्रयोग होता है और इसीलिए विदव की बहुत-सी 
पुरानी वोलियों में संख्या-सूचक गब्दों का अभाव है। वे छोग उन्हीं संख्याओं के लिए 
जह बनाते थे जिनकी दृष्टिगोचर वस्तुओं से संगति स्थापित कर सके । बाह्य वस्तुओं 
में उन्हें श्राय: अविक-से-अबिक सात वस्तुएँ (सप्तऋषिमण्डल) दिखाई देती थीं । परन्तु 


गणित का इतिहास 


अपने झरीर क अगा पर ध्यान दने स उनकी पहुँच वीस तक हो जाती थी, क्याति मनुष्य 
के हाथा और पैरा म सये मिलावर बीस उँगलियाँ हानी है। इमोलिए ससार पी बहूत 
भी वोलिया को गिनती यदि पांच या सात से आगे जाती है तो बीस पर स्व जाती है। 


मे रव दत थे। जब विसी ने आकर निधि पूछो ता कोड़ियाँ ग्रिनवर बता दी। जब 
बौडियाँ २८ या ३० जितने का भी महीना हो, उतनी हा गयी, तो काने में से उठापर 
फिर यथास्थान रख दा । कुछ छाग डारे म गाँदें लगाकर या दीवार पर छकीरें सौंप 
कर तारीख गिना करते थे। 

पाठका न पढ़ा हागा कि जब रॉबिसन श्रृसा अकेला एक टठापू में रहा था तो प्रति 
दिन एक लक्डी के डडे पर एव| एक खरा बना दिया करता था! जब कमी वह यहेँ 
जानना चाहता कि उत्ते टापू में रहते हुए क्तिने दिन बीत गये तो उन खराँवा को 
गिन लिया करता था। इस उदाहरण में सरया-वृद्धि और गणना-बुद्धि दोता 88 
सम्मिश्रण है। जब तक राविसन 'ूसों बिना गिने यह समझता था कि उसे टाए है 
रहते हुए उतन ही दिन हुए है जितनी ख़रांचे उसने लकड़ी पर बनायी है तब तर वह 
अपनी मख्या वुद्धि से काम रहा था। परन्तु जब वह उन लकीरा को गरिनते लगता 
था तय्र बह अपनी गणना बुद्धि का प्रयोग करता था। 


जाता था। इसो प्रकार साटी फौज की गणना हो जाती थी। 

इसी ढंग का एक उदाहरण अमेरिका के एक हब्शी देश म मिलता है। मोमदलाई 
एक हब्शी क्वीले का नाम है। मान ल्येजिए कि उस कबीर की एक हव्लित झिसी 
इैकानदार से सौदा उघार छेती है। वह प्रत्येक सौद को स्मृत्रि म एक डोरी में गाँठ 
छगा लेती है। जब हिसाव करने का दिन आता है तब वह अपनी डोरी दुकानदार 
हे पास छ जाती है। दुकानदार गाँठो की गिनती करके उसे दाम बताता है। यह 
हिसाव उसकी समय मे नहीं आता। तव दुफानदार एक नये ढग से हिसाब सर्मझाता 
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है। वह एक खपच्ची ले छेता है और प्रत्येक गाँठ के छिए खपच्ची में एक खरोंच बना 
देता । प्रत्येक खरोंच का मतलब हुआ एक डाइम (इस क़बीले के एक पुराने सिक्के 
का नाम) । जब डाइमों का एक डालर वन जाता है तब खपच्ती में एक ल्म्वी 
खरोंच बनायी जाती है। इसी प्रकार जव पाँच लम्बी खरोंतरें बन जाती हैँ तो पचि 
इालछर का संकेत करने के लिए खपच्ची में एक डोरी वाँधी जाती है। अब मान लीजिए 
कि खपच्ची में तीन डोरियाँ वँची हैं, तो स्त्री की समन्न में था जाता है कि पन्द्रह डालर 
तो हो ही गये । इन पन्द्रह डालरों का उसने पहले भुगतान कर दिया । अब मान लीजिए 
कि सीन लम्बी खरोंचें बची हैं। तो उसने तीन डालर और दे दिये । यदि अन्त में दो 
छोटी खरोंचें शेप रह गयीं तो उसने दो डाइम देकर हिसाव चुकता कर दिया । इस 
प्रकार दस-पाँच डालर का हिसाब भी घंटों में हो पाता था। 
जब तक सिक्के नहीं चले थे बाज़ार का समस्त लेन-देन अदला-बदली (3477०7) 
अर्थात्‌ विनिमय से हुआ करता था। भारत में इसका एक प्राचीन नाम था भाण्ड- 
प्रति-माण्ड' अर्थात्‌ बर्तन के बदले बर्तन । इस पद्धति में एक वस्तु के बदले में एक 
विशिष्ट नाप की दूसरी वस्तु दी जाती थी, जैसे एक टोपी का मूल्य पाव भर मेहूँ 
अथवा सौ उपलों का मूल्य सेर मर चावरू। बाज़ार का सब कारोबार इसी भाँति 
चलता था। इस प्रकार के लेन-देत में थोड़ी-सी ही गिनती की आवश्यकता पड़ती 
थी। यह भी एक कारण था कि प्राचीन लोगों की गणना-बुद्धि विकसित न हो 
पायी । अधिकतर लोग हाथों की उँगलियों से ही मिना करते थे। इस प्रकार तो वह 
दस तक या अधिक से अधिक वीस तक ही गिन सकते थे । किन्तु कुछ लोगों में उँगलियों 
हारा गणना करने की पद्धति का इतना विकास हो गया था कि डँगलियों की सहायता 
से ही वे लोग सौ तक गिन छेते थे। 
इसकी कई विधियाँ थीं। एक विधि यह थी कि उँगलियों के बीच के गडढ़ों को 
इकाइयों में गिना जाय और जोड़ों को दहाइयाँ माना जाय। इस प्रकार यदि झ््४ड 
कहना हो तो डँगलियों के तीसरे जोड़ और चौथे गड्ढों पर उँगली रखेंगे । कुछ 
पुराने क़वीलों में सौदा गुप्त रूप से करने का रिवाज था । दो व्यक्ति, जो आपस में 
सौदा करना चाहते थे, अपना एक-एक हाथ कपड़े के नीचे रख देते थे। कपड़े के 
नीचे ही उँगलियों से एक दूसरे के हाथों पर संकेत करके अपना-अपना मतलरूब समझा 
देते थे। पहले एक ने एक प्रस्ताव किया। दूसरे ने उसमें कोई संशोधन किया। तब 
फिर पहले ने कुछ बढ़ाया । दूसरा हिचकियाया | इसी प्रकार कपड़े के नीचे ही 
सारा सौदा होता था। इस सांकेतिक मापा में वे छोग अपने विचार इतने स्पप्ट 
“रूप में रख सकते थे मानो सौदा मौखिक रूप में ही हो रहा हो । 


हे० गणित का इतिहास 


अभी तक तो जितने उदाहरण हमने दिये है, उन सब में सरल गिनती वा दी 
निहित था। प्रत्येक वस्तु एक ही सख्या का निर्देश करती थी। उतमे त्तितिस! 
(ए०न्रापण्ाभे एश०ए८) का कोई भाव नहीं था। बिल्तु जो उद्दहए्ण ह्ः 
अभी दिया है उसमें स्थिति-मान का भी समावेश है। मान छीजिए कि हम डे 
के जोटा और यड्ढो से गिनती ग्रिन रहे हे / यदि कोरी प्राचीन गणना से ही बारह 
तय तो इस प्रकार गिनेंगे--१, २, ३, ४, ५, ६ » । हिन्तु यदि स्थिति मार 
भी प्रयोग करे तो हम प्रत्येक गडडें को १ और प्रत्येक जोड को १० मानेंगे। इन श्र 
हम १० डँगलिया से १०० तक की गिनती ग्रिन सकते है। यदि स्थितिन्मात हे रे 
न छे तो उँगलियो के जोडो और गडहो से हम अधिक से अधिक रे० तकती 
ही गिन सकेगे। 
स्थिति-मान का यह अं है क्ि प्रत्येक स्थान का मान केवल एक सल्या ही हे 
बरन्‌ उसकी स्थति से एक विश्विप्ट सस्या का निर्देश हो। या यो कहिए किया 
गणना ता केवल यौगिक (#9007०) ही होती थी । यदि बरावस्वदबर 
बिन्दु रख दिये जायें तो उनका अर्थ केवल ३ ही होगा ! परस्तु आपु्तित 
गुणनात्मक (॥/परॉपफञाव्य्घए८) भी है, यौगिक भी। आधुनिव पढ़ी 
हम पास-पास तीन बिन्दु रखे तो दाहिनी ओर के विन्दु का अर्थ होगा १ + दूसरे 
अर्य होगा १० और तीसरे का १००।॥ हु 
इसमे कोई भदेह नही कि स्थिति-मान की सकेत-लिपि पहलेन्पहल हिंडुओो गे 
निकाली थी। मारत से यह लिपि अरव पहुँची । अरब वालो से यूरोप वातियो ने खीरी 
आज हम छाग्र इस बात के इतने अम्यस्त हो गये है कि हमें यह घ्यान भी नही आरती 
विनती लिखने की इसके अतिरित और मी कोई पड़ति हो सकती है। आई 
पद्धति में जब हम ४७ लिखते हें तो उसका अर्थ हीता है-- 
४३८ १०-७० १ कि 
अर्थात्‌ ४ का अ्थे है ४० और ७ का अर्थ है ७। उपरिलिसित दोनों दा 
(४३८१० और ७०८ १) को जोडकर हम ४७ बनाते हे! इस प्रकार जया है 
बह चुके है, गिनती लिखने की आधुनिक पद्धति में यौगिक और गुण ! 
प्रणालियों वा समावेश है। कमो-कमी पुराने ढग के वृद्ध आजकल के बाहरों बी हा 
में टाल देने है । ये लोग छोटे बच्चा से प्रइत करते है. वि १०० में प्ह्हे ध 
कया मान है और दूसरे शून्य का क्या मान है।” बच्चा वेचारा अपनी 32000 
के अनुसार उत्तर देता है हि दानो शून्यों का मात है घुन्य । तब दुद्ध महोझर5 
>प्िलकु ल ग्रखत । देखो, यदि हम पहले शून्य को हटा दें तो १०० के स्पात पर (6 
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तो १० का १ रह जायगा। अतएव दूसरे सन्‍्य पा माद इस ९ 


हि. ट्रन्ण म 
< 





प्रयोग हम संस्या ४७ पर करते हैँ। अब ४७ में से ७ को हटाने से ४ योप रहता है । 
क्षत: छ का मान हआ ४३ । इसो प्रदार ज्ति हटाने से छ गेप रहता ट्टै || इसलिए 
ड का माच हुआ ४० । इस प्रवगर ४रे झीर ४० जोटने रे ८3 का मान ८३२ हो जाता 
हैं। यह तर्क ऋमोलादक है। ४ का समान तो चास्तव में ४० है, किन्तु छ दंग मान 
केवल ७ ही है । यदि ४७ में से ७ को हटायें तो ७ के स्थान पर शुन्‍्य रखना पड़ेगा, 
केयाकि छ का स्थान इकाई का हु । ४ का स्थान दहू दहाई का है । ४ दहारं से इकाई के 
सकते हटाने 


स्थान पर नहीं जा सकता, इसलिए हम यह नहीं कह सकते कि ४७ में से ७ हटाने से 

डे बच रहता है। ७ के हटाते ही उसके स्थान पर शून्य जाविर्भूत हो जायगा 
उपलब्ध होगा। यहाँ ४ का अर्थ केवल ४ नहीं है वरन ४ संन्‍्या 

आधुनिक शिक्षा-प्रणाली संकितिक है । 
संल्यांक 

स्वाभाविक बात है कि बच्चा पहले बातों का समझना सीझता है, तत्पदचात्‌ 
बोलना आरंभ करता है। उसके कई वर्ष बाद इस योग्य होता है कि उसे लिखना 
सिखाया जाय । इसी प्रकार मानव के इतिहास में मनृप्य ने सर्वेप्रथम बोलता आरम्भ 
किया। उसके बहुत समय पीछे लिखने का प्रयत्न किया होगा। जहाँ तक लिखित 
अभिलेख प्राप्त हें, उनसे पता चलता है कि सर्वेप्रथम संख्योक्त सीची रेखाओं से निरूपित 
किये जाते थे। सबसे पुराने चिह्न मिश्र में मिलते हें जो प्रायः रेड०० ई० पूछ 
बताये जाते हैं। मेंसोपोटामिया के संख्या-चित्नु कदाचित्‌ ३००० ई० पू० के 
भारत और चीन के चिह्न ३०० ई० पू० के आस-पात के हैं । इत सब चिह्तू-पद्धतियों 
मे एक बात सामान्य रूप से पायी जाती है। वह यह कि १ से ९५ तक के संच्या 


एक पद्धति के होते थे, किन्तु १० के लिए एक विज्ञेप चिह्न होता था । 
सैसोपोटमिया और उसके जास-पासके प्रदेझों में संख्यांकों के लिए 


(८ 
० 


जा] ट हे 


हर 


£2॥ | 


हे खड़ी रेखाएँ 
जीची जाती थीं। कदाचित्‌ यह चिह्न हाथ की उँनलियों से ही लिये गये थे। रोमन 


संख्यांक आज नी पधायः उसी प्रकार लिखे जाते हें--- 
॥, व, वा, व, ए, णा, शा, शा, एज 
इनमें से प्रथम तीन चिकह्नों में तो योग-सिद्धान्त स्पय्ट दिखाई देता हैं। किन्त [ए 
और चर कक यो: दाद हिल को ् क्या से ० ट्ध न्छु 
र /». में वियोग-सिद्धान्त का प्रयोग कि या हैं। 7ए का बर्थ प्‌ 2 


ह्च्ृ + विज 
६ +त्ष कम | 


ब्र चणित का इतिहास 


इसी प्रकार [# का अर्थ है १० से १ वम। ४--यह चिद्ध वंदाबित्‌ खुठ़े पजे का 
विद्वत रुप है। इसी प्रवार ऊँ में दो पने उपर नीचे जुड़े हुए है ! 
पूर्वी एशिया में सम्याका मे लिए पड़ी रेसाओ वा प्रयोग गिया जाता था-- 


ये रेसाएँ कदाचित डडा वी आहतिया के समान सीची गयी है जो पृथ्वी पर 
अपवा मेज पर पड़े ह। आज भी हमारे नागरी ने सम्याकों में इन डडो वी आइति 
स्पष्ट दिलाई देती है और प्रत्येत सस्याक में उतने ही डड़ें दृष्टिगोचर हाते है, जितना 
चो उबत गम्याव निरूपित करता है। तनिव इन चिछ्लो पर विचार वीजिए-- 


>> हथड है ० 
- न पेन डि 74558 
चित्र १--सस्यांकों के लिए पड़ो रेखाओं का प्रयोग । 


अब इन चिल्ला वी तुलना नागरी के वर्तमान सख्याक-चिह्नो रो कीगिए-- 
१, २ है, ४, ५, ६, ७, ८, ९ 

इन चिह्ला में डडा वे रुप स्पष्ट दिखाई देते हें । चिह्ला के रूपा मे यह विकार 
इसलिए हुआ जि लिखने मे कलम बार-बार उठाने का प्रयत्न न करना पडे। यह्‌ मनप्य 
का स्वभाव है। इसीलिए कुछ समय पश्चात्‌ पडी और खड़ी रेखाओ ने वत्रो का रुप 
धारण कर लिया हागा। 

इसमे सन्दह नहीं कि शून्य के चिह्न का आविष्कार सबसे पहले हिन्दुओ मे किया 
था क्‍्याकि यह चिह्न सर्वप्रथम उन्ही वी प्राचीन पुस्तकों में पाया गया था । यद्यपि आज 
निश्चित रूप से यह कहना कटिन है कि हिन्दू गणितज्ञों मे स सबसे पहले शून्य का प्रयोग 
क्सिने क्या था। इसी शूय के चिह्न से सख्याक-पद्धति को आधुनिक दश्यभिव 
प्रणाली निकली, जो आज प्राय समस्त सम्य ससार मे फैल गयी है। इस स्थान पर 
भिनर भिनर सख्याक पद्धतियां वी तुलना अनुपयुकक्‍त न होगी। 

यूरोपीय है कक ४६ 5 #&क 8.9: थ' 

अरबी है काका के अं. कफ # "के 

दवनागरी १ २ है डे ५६७८ ६९ ० 

बब्लिन दक्म म मिट्टी का प्राचुयं था। अत उस प्रदेश के निवासी मिट्टी पर ठप्पा 
मारकर उसे धूप अथवा मट्टी में पकाया करते थे और इस प्रकार अपने सख्या चिह्न 
बनाते थे। इन लागो की सख्याक पद्धति वा आधार ६० था, यद्यपि थे लोग १० के 

नल 


लिए भी विद्येप चिह्न बनाते थे और इन लोगों में कुछ अंकों के लिए दो-दो चिह्न 
प्रचलित थे, जैसे-- 


१: ४ अथवा ) 

१० : < अथवा ही 

इन लोगों के कुछ अन्य चिह्न इस प्रकार हैं-- 
५७> उतन्‍ौा १०० 


की 2 ध्ड है कक उ६५०--६ 


६०--१०--१०+१०--१०--१०+ १ + हे 
कि 
१७१८६ 


):.] का +२६०--६०+१०- 


न+१ण्नइ्टेक्‍ शइ०ई 


| 


जित्र २--बब्लिन देश के इस प्रदेश के संख्यांक-चिह्नों में एक विशेषता यह 
संल्यांक-चिह्नू । थी कि जो चिह्न १ को निरूपित करता था वही चिह्न 
६० अथवा ३६०० अथवा ६० को भी निरूपित करता था। यह संदर्भ से ही पता 
चलता था कि किस स्थान पर उक्त चिह्न से लेखक का ततात्पय कौन-सी संख्या से है। 
सावारणतया इन लोगों की संख्यांक- 
पद्धति में योग-सिद्धान्त का ही प्रयोग 
होता था। किन्तु कहीं-कहीं पर वियोग- 
सिद्धान्त मी काम में आता था,जैसे---- 


॥॥॥ ४ पं) 5 ३०-३ 5 १७ 


सित्र के सांकेतिक चिह्न 

मित्र की मापा में साधारणतया 

: द्वाहिनी से बायीं ओर लिखा जाता 

था, किन्तु और देझ्ों के निवासियों की 
भाँति ये लोग मी कभी-कनी संन्यांक 
बायीं से दाहिनी ओर लिखा करते थे । 
यहाँ उक्त प्रदेश के कुछ सांकेतिक चिह्न 
रे रह हि हल ह 3 कम संख्याओं का प्राचीन रूप। 
केचिक्न इसप्रकार केथे जो चित्र८.. क्मथ रत से डेविड यूजीन 

की प्रथम पंदित में दृष्टियोचर होते हैं । से अत्युत्पादित पा ३ 





याणत्र का इतिहास 


॥॥ 
गा का. ॥#7 कार 8 
| || ॥१॥। ॥॥॥ का ॥॥ ॥आ ॥॥ ॥॥ 
ये छाग मी १० और उसदे घाता (?0छ2८7) के लिए विश्व चिह्न तिर्धारित 
करनते थे । इनकी वडी सख्याआ के कुछ चिह्लू चित्र ४ की तीसरी पत्ित में दिये गये है। 


॥ 8 98 ##॥ $# के फ्छ एछ 9 
९ 8 ३ ४ ६ ६ ७८६७९ ४६० 
॥ की की ह की 9 29 $ |/ 


१ 72 2०0 ४०  छ० १०० 20० १००० १०,००० 


व्िक 26 े 





चित्र ४--सिल्लो संख्याक । 
[जिन एण्ड करनी की अतुमति से डेविड यूजीन श्विय कृत 'टिस्टी ओह में थे मेंटिवस 
से प्रत्युल्याशित ] 
यूनानियों को सख्याकपद्धति भी १० तक चलछतो थी । उसके आगे उत्हीं 
चिह्नो की पुतरावृत्ति होती थी। १० के छिए उनके पास कई चिह्न थे! साइप्रस 
और च्रीट वाले १० के लिए एक पडी रेखा का प्रयोग करते 


न है 
हे, +- इंश्याटए 0 27 ७6 5 कक + १५ 
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लिए ५--सामन्नस के प्रादोन संगयांक । 
हज हि त् कु रब औफिरटिलार $ प्रम्य गठन 
[एन एड्ट बापनी थी अनमा से एविए यू कस स्मिथ ए77| निखी आय मंगैेमदिस्स से प्रस्युगा दिन] 


अन्तिम दो पत्तिसयों में ६ तर संच्याक (॥॥ था) थी बार आया है। 


हि ] मद #न्ह. 4०७ +* > ककरू अल डे 
मु 
|] छ् के 
४ 29 ल्‍ट * < 
कत क धल हा एप * हा ए, ४ ४ . पं जे हि 
मं ५ | हे 
( हे हां हि नी ५७. 
] नि हं ४ा५ रब हो 9५ वे; #जू ह७ हैंद। ० 
ल्‍के है हि 6 
प सब रे रॉ ४ ५, 
| 5 तन | 5 नर है + ५ 
अज 47 हि ९-4 |भक' हि 
धर जूक लत हर + । (8 दा ९ 3 अ 
भा ६ जी -॥ 3 ४ 
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॥। कर 5 के ह यओ, है 
भर + ४ न ४ ड रद पु पे 
“४ हि क्र के + डर जे ्ं ्ध 
पू न हि 524 पद जा हा हईं न ली ३ 
करे 5 22 +हं 2 ५ हा 5 
है ४ * 
ये लक 
5 लक १ ह! ्‌ | हु )7|॥ 3 डे कि 
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ई 2४9७ 4३५४८ ६ ८४००४ ८४ ४ ५००४००४२०३७४७८ ॥२४६६८...३०००/ ३००० ८-2 
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ध् भ री 


... . चित्र ६--साइप्रस के प्राचीन संख्यांक । 
जिन एण्ड कंपनी की अमुमति से डेविट युजीन स्मिथ कृत 'हिस्दी आंक मेथेमटिवस! 
यह ऊपर के अपखण्ड का निचला भाग है । पहली पक्त में संरयाक ४ 


से प्रत्युत्वादित ।] 
और सबसे निचली पंबित से ऊपर वाली में संग्याक १४ (॥॥--) 


॥॥) दिया है 


३६ सचित ढा इतिहास 


यह अपसंण्ड साइप्रस के एए मन्दिर वे भस्ताउसशेय में पाया गया है और न्यूयार्े 
के एप भसप्रद्मालय में सुरक्षित है। 

जीट के निवासी १०० थे! दिए एप यूछत और १००० ये दिए एवं समसनुर्मुज 
(0७) बनाते थे । 

बद्ा-मे प्रदेशों में बड़ों सस्याणँ इंगित करने मे लिए प्म्दों का प्रयोग रिया जा 
था। बृछ समय पद्लात्‌ बद्धा वा सवाल उनसे पड़े अक्षर छे छेते घे। यूनानियों री 
पद्धति एस प्रार [वीं - 


समस्या शब्द चिह्न 
५ व छाए ॥॥ | 
१० &हार5 2 अथबा ० 
१०० घटा ठार || 
१००० जा 0 व 
१०००० अरशाय0ण | 


बमी-यमी इस चिह्दों को मिलावर सयुवत रूप दे दिया जाता था, जैसे-- 


५० क्‍58 अर्थात्‌ ५३८१० 
७५०० हिट। ह०७| अर्थात्‌ ५९१०० 
५०,००० जि अर्थात्‌ ५०.८१००० 


यह सस्याव पद्धति क्दाचित्‌ बहुत पुरानी है, विन्तु अभिलेख केवढ मीसरी 
श्ताद्ी पूर्वेसा बे ही मिलते हैं । 


हिल्नू संस्योंक 


यूनानियों वी माँति हिब्रुओ ते मो एक आक्षरित' सस्याक पद्धति बनायी थी। 
सख्या ४०० तक पहुँचवै-पढुँचते उनकी वर्णमाठा समाप्त हो गयी तो उन्हाने ४०० और 
१०० के चित्धो की मिला कर ५०० का चिह्न बनाया । इसी भ्रदार वे लोग ९०० 
तक के सकेत बना गये। बाद के अन्य विद्ञतों ने ५०, ८०, ९० इत्यादि के सवेत 
शब्दों के अन्तिम अक्षर लेकर ५००, ८००, ९०० इत्यादि वेः चिह्न वता लिये। उक्त 
चिह्लों की सारणी इस प्रकार को होगी-- 
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> 3+ (७/ ४ ॥ ४७9 7 थ। थ 
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सैकझ ६6७ 
चित्र ७--हित्रुओं के आक्षरिक संख्यांक । 


द्रष्टब्य---वरा०एटौ092८वीं७. फिग्रेक्षाणां८३, 


छ0प/त्टाणा.. सक्त0ठत 
(7929), ४०). 76, ?. 672. 


रोमन संख्यांक 


रोमन संख्यांक-पद्धति खड़ी रेखाओं को छोड़कर केवल चार चिह्लों का प्रयोग 
करती है--- । 
ए डहू।गयगय, 
इनमें से पिछले दोनों चिह्नों के उदुगम का ठीक-ठीक पता नहीं चलता । संभव 
हैकि [,इन दो चिह्नों +., $ का ही विकृृत रूप हो । किन्तु इस अक्षर को संख्या ५० 
का निरूपण करने के लिए क्यों चुना गया, इसका कारण समझ में नहीं आता । अक्षर (: 
संभव है यूनानी अक्षर 0 (थीटा) का विक्वृत रूप हो जो संख्या १०० के लिए निर्धारित 
किया गया था। हो सकता है कुछ समय पद्चात्‌ उक्त चिह्न अंग्रेजी सेंट ( सेंटम ) के 
कारण (८ के रूप में आ गया हो। इन चिह्नों के अतिरिक्त एक अक्षर )/ भी काम में 
आता है जो १००० का निरूपण करता है। यह कदाचित्‌ यूनानी शब्द मिल (७) 
का द्योतक है, जिसका अर्थ १००० है। 
रोमन शिलालेखों से एक दूसरी संख्यांक-पद्धति का भी पता चलता है, जिसमें 
एक ही चिह्न की वार-वार पुनरावृत्ति की जाती है। इस पद्धति के कुछ संख्यांक यहाँ 
दिये जाते हैं-- $ 


्ट गणित का इतिहास 


१००० (।) 
१०,००० ( ( । हे ) 
१००,००० (((१))) 
१०००,००० ((((।)))) 


सम्भव है हि आधुनिक अतन्ती चिक्ने ०० उपरिछिसित १००० वे चिह्न से ही 
नितरला हो। सबसे पुराना रोमन शिछाछेस, जिसमें इतर बडी सास्याओं वा उल्लेख 
है, २६० ई० पू० का है। 

यूकेटन में पुराने समय में एव राम्यता विवसित हो चुकी थी, जिसका नाम माया 
सम्यता था। इसकी सस्याक पद्धति में ५ को आधार माना गया था। उक्त पद्धति 
में एक का निरुषण बिन्दु ( ) से और ५ वा पडी लवीर (---) से विया जाता था। 
यहाँ बुछ सश्याक दिये जाते है--- 

१ र ५ < १० १७ 


क्+5 ज्ख्ड 

बाद के समय में रोमन सख्याको म इस प्रत्तार वी सस्याएँ भो आती हें-- 

गगटअऋअआ «७ रश्२२ 

इस प्रकार की सस्याआ में अको का स्थितिमान भी दृष्टियोचर होता है, यद्यपि 
उबते स्थितिमान का प्रयाग आधुनिक नियमित ढग से नहीं विया गया था। 

चीनिया के पास तीन सस्या पद्धतियाँ है ; प्राचीन राष्ट्रीय पद्धति, आधुनिक 
राष्ट्रीय पद्धति ओर व्यापार पद्धति । इन तीना पद्चतिया के प्रथम तीन सस्यात इस 
प्रकार हैं-- 


| | || 
दूसरी पद्धति म शून्य वे लिए वृत्त का प्रयाग हाता है और उससे स्थितिमा्न की 
भी निरूपण जिया जाता है! सल्या १० का ये छोग इस प्रवार हलिसते हैं छा 
क्‍्यावि चीनी मापा ऊपर से नीचे छिखी जाती है। 
हमारे आधुनिक सस्याका के विषय मे एक विवाद चल रहा है। कुछ लोग बढते 
है हि इनका आरम अरब से हुआ । इसी प्रक्तार कुछ इतिहासज मिखिया को और बुछ 
हिंदुओ को इनका जन्मदाता बतछात्रे हैं । एक मत ईरान से भो इसका उदय होना 
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मानता है। यह स्वाभाविक है कि व्यापारियों के द्वारा ये संख्यांक एक देश से दूसरे 
देश में गये हों और इनके रूपों पर भी पारस्परिक सम्पर्क से प्रभाव पड़ा हो। यों तो 
उक्त चारों देशों में आधुनिक संख्यांकों में से कुछ का प्रयोग प्राचीन समय से किया जाता 
रहा है, किन्तु इस संख्यांकों में से सबसे अधिक का प्रयोग सर्वप्रथम भारत में ही मिलता 
है। तीसरी शताव्दी ई० पू० में अशोक के एक शिलालेख में अंक १, ४ और ६ प्रयुक्त 
हुए थे। चौथी शताव्दी के नाना घाट के एक शिलालेख में अंकों २, ४, ६, ७ और ९ 
का उल्लेख मिलता है। इसके अतिरिक्त नासिक को पहली और दूसरी शताव्दी 
की गुफ़ाओं में अंकों २, ३, ४, ५, ६, ७ और ९ का प्रयोग मिलता है। किन्तु इनमें से 
किसी भी शिलालेख से इस वात का प्रमाण नहीं मिलता कि हिन्दुओं को उतने पुराने 
समय में स्थितिमान का भी ज्ञान था। हिन्दू-साहित्य से यह संदेह तो होता है कि 
कदाचित्‌ इन लोगों ने सन्‌ ईस्वी से पूर्व ही शून्य का आविप्कार कर लिया था, किन्तु 
किसी शिलालेख में शून्य का स्पप्ट प्रयोग नवीं शताव्दी ईसवी से पूर्व का नहीं मिलता । 
हिन्दू-संख्यांकों का वाह्म उल्लेख मसोपोटामिया के एक पादरी सिवोर्त (8०००- 
0४) द्वारा मिलता है जो ६५० ई० का हैं। यतः वह नो चिक्नों का उल्लेख करता है, 
अतः ऐसा प्रतीत होता है कि उसे शून्य का बोध नहीं था। आठवीं शत्ताव्दी के अन्तिम 
दिनों में भारत की कुछ ज्यौतिपीय सारणियों का अनुवाद बग्नदाद में जरवी भापा में 
हुआ और इस प्रकार हिन्दू-संख्यांकों का आविर्माव बरव में हुआ। सन्‌ ८५५ ई० के 
लगभग अलूख्वारिज्मी ने उक्त विपय पर एक पुस्तिका लिखी, जिसका वाथ के एडिलाडं 
(2१००00) ने सन्‌ ११२७ में लेंटिन में अनुवाद किया। विद्वानों का यह अनुमान 
है कि उक्त अनुवाद से कई गताव्दी पूर्व ही हिन्दू-संख्यांक यूरोप में प्रवेश कर गये थे, 
किन्तु यूरोप की सबसे प्राचीन पाण्डुलिपि जिसमें उक्त अंकों का उल्लेख है स्पेन में 


पायी गयी है, जो सन्‌ ९७६ की वतायी जाती है। उक्त पाण्डुलछिपि में संख्यांक इस 
प्रकार के थे--- 


[0547५ 0/ 


ड चित्र ८--यूरोप के प्राचीन अंक । 
जिन एप्ड कम्पनी की अनज्ा से डेजि स्मिथ कृत हिस्ती जोक में 
[जिन एण्ड कम्पनी की अनुज्ञा से डेविट यूजीन स्मिथ कृत ' स्ट्री ऑफ़ में थे 


इस प्रकार भारतीय संख्यांक देश-विदेश में घूमते हुए 
अंक फर्क बजे ९ 


५. 


थर्मेट्क्स से प्रत्युत्पादित ।] 
और विक्रत' होते ऊप 


न 


अध्याय ३ 
अंकगणित 


(१) पूर्व ऐतिहासिक समय से ३०० ई० पू० तक 


पृथ्वी की आयु के विपय में अनेक मत हे । आजकल के भौमिकीज्ञ (8008785) 
कहते है कि पृथ्वी लगमग ६००००००००० (छ अरब) वर्ष पुरानी है । पृथ्वी पर मानव 
जाति का प्रादुर्माव कब हुआ, यह कहना बठिन है। किन्तु इतना निश्चित है कि मानव 
जाति वा इतिहास लाखो वय पुराना है। मनुष्य ने कब से यणित वा प्रयोग आरमस्म 
किया, यह निश्चित रूप से नही कहा जा सक्तता तथापि यह निश्चित है कि मावव- 
जाति में अको का प्रयाग अति प्राचीन है। जैसा हम पिछले अध्याय में दर्या चुके है, 
ससार के प्राचीनतम कवीला को मी अको १ ओर २ वा भान है। भनुष्य ने पहले पहत्त 
गिनना कब्र सीखा, यह नही कहा जा सकता। किन्तु इतना निश्चित है कि गिनती 
सोखने के बहुत दिनो पश्चात्‌ ही परिक्लन (0४)८एॉ३४००) करना सीखा होगा। 
भारत म गिनती के लिए प्राचीन झब्द 'गणन' है और इसी घब्द स गणित तिवला है! 
"गणित! का मौलिक अर्थ है “गणन किभा हुआ' अर्थात्‌ 'गिना हुआ'। इससे रुपप्ट 
है कि गणित का विषय गिनती से ही आरम हुआ है। 

अकगणित का मौलिक अर्थ है अक विज्ञान | इस विपय में अको के गुणों का 
अध्ययन किया जाता था ! किन्तु आधुनिक समय से अका के गुणों का विषय इतना 
विस्तृत और विकसित हो गया है कि अब अक-सिद्धान्त (78८०7७ए ण शया70७) 
एक स्वतत्र विषय बन गया है। अत अब अवशणित के अन्तर्गत केवल अभिकलन 

(0०७7७७४४४०७) कछा और उसके श्रयांग ही आते हे। भारतवर्ष में श्राचीत 
समय में विद्यार्थियों को गुरुकुछा और आश्रमों में शिक्षा दी जाती थी । सर्वप्रथम 
बालका को उंगली से बाठू पर लिखना सिखाया जाता था। गिनती सिखाने के लिए 
एक यन्त्र होता था, जिसे ग्रिततारा (893८७७) कहते थे। कुछ समय परचातु 
पढिया अथवा तख्तीं का आविष्कार हुआ जिसपर बालक ख़डिया से लिखने छगे। 


अंकगणित ४१ 


इसीलिए इस विपय का एक नाम 'पाटी गणित' भी पड़ गया। स्लेट का आविप्कार 
बहुत समय पश्चात्‌ हुआ है जौर कागज पर लिखना तो आधुनिक समय की देन है । 
बताब्दियाँ वीत गयीं। मनुप्य ने अंकगणित के महत्त्व को समझा। आरम्म मं 
यह विपय कुछ विशिष्ट जातियों का एकस्व समझा जाता था। तत्पश्चात्‌ उक्त विपय 
समस्त सम्प्रदायों और जनसाधारण में फैलने लगा और एक ऐसा समय आया जब 
अंकगणित को भी सामान्य संस्कृति के लिए आवश्यक समझा जाने लगा। आजकलरू 
इसका महत्त्व इतना बढ़ गया है कि प्रत्येक छात्र के लिए तीन कलाएँ जानना आवश्यक 
समझा जाता है--पढ़ना, लिखना और अंकगणित | 
अंकगणित के इतिहास में चार देशों के नाम उल्लेखनीय हैँ---भारत, चीन, 
मसोपोटामिया और मिस्र । भारतवर्प में अंकगणित कब से प्रयोग में आया यह कहना 
असंभव-सा है, क्योंकि चार-पाँच हज़ार वर्षों से पहले के विश्वसनीय अभिलेख नहीं 
मिलते | जबसे हिन्दुओं में संख्यालेखन की स्थितिमान पद्धति आरम्भ हुई, तव से 
आज तक का तो अंकगणित का इतिहास बहुत कुछ उपलब्ध हो चुका है। यदि यह कहें 
कि आधुनिक अंकगणित की नींव हिन्दुओं ने डाली है तो इसमें कुछ भी अत्युक्ति न 
होगी। हिन्दू अंकगणित का प्रभाव चीनियों और अरबों पर भी पड़ा और इन दोनों 
देशों ने भी बहुत कुछ अंझों में हिन्दू-गणना की प्रणाली को अपनाया । 
गणित के इतिहास के विचार से हम पूर्व ऐतिहासिक काल से ३०० ई० पू० तक 
के समय को पहला युग मान सकते हें। प्रस्तर-युग के कुछ ऐसे हथियार मिले हैं, जिनसे 
पता चलता है कि आज से पचास साठ हज़ार वर्ष पहले भी वस्तुओं की अदला-बदली 
होती थी और किसी-न-किसी रूप में गिनती का भी प्रयोग होता था। सबसे पहले 
मनृष्य ने आग जलाना कव सीखा, यह कहना कठित है, किन्तु विशेषज्ञों का अनुमान 
है कि अग्नि का आविष्कार लूगमग ५०,००० वर्प पूर्व हुआ होगा। अग्नि के आवि- 
प्कार और हथियारों के निर्माण से हम यह निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि उस प्राचीन 
समय में भी मनुप्य के मस्तिप्क का कुछ-त-कुछ विकास हो चुका था। इसी से हम 
इस परिणाम पर पहुँचते हैं कि उस समय के मनुष्यों को संख्या का भी कुछ-न-कुछ बोध 
हो गया होगा। 
आज से लूगमग १५००० वर्ष पूर्व का समय मध्य प्रस्तर-युग कहलाता है। इस 
युग की कुछ कलपूर्ण वस्तुएँ पुरातत्त्वज्ञों ( 07८02८०ट्टा$& ) को प्राप्त हुई हैं; 
जैसे मिट्टी के वतेन---झंझर, सुराही, प्याले इत्यादि । साथ ही हम यह भी देखते हे 
कि आज कल जहाँ भी ऐसे क़वीले निवास करते हें, जो इस ढंग के बतेन बनाते हैं, उन्हें 
संख्या का कुछ-न-कुछ बोघ अवश्य ही होता है। इन बातों से हम यह निष्कर्प निकालते 


डर गणित का इतिहास 


हैं कि उस समय वी मानव-जाति को भी सख्या का भान हो चुका था। अतिम प्रस्तर- 
यूग का समय ५००० ई० पू० के आस-पास का बताया जाता है। ऐतिहासिक तथ्यो 
से पता चलता है कि उक्त समय तक ससार में बहुत-सी सख्या पद्धतियाँ विकसित हो 
चुकी थी | 
४००० ई० पू० के आस पास धातु का आवरिष्वार हुआ। फ्छत नाप-तौछ के 

बटसरे और औजार बनने छूगे । इस साधन से वस्तुओं की अदला बदली में सुविधा 
होने छगी और सस्मा-पद्धतियो के विकास का मार्ग भी प्रशस्त हुआ | ३००० ई० पू० 

के अभिलेखो में पत्थर की दीवारो का उल्लेख मिलता है और यह भी पता चलता है 
कि भिन्न-भिन्न देशा में समुद्री जहाज़ा वी आवा-जाही उस समय तक होने छगी थी। 

मित्र के स्तुपो का निर्माण भी उसके कुछ ही समय पश्चात्‌ हुआ था। इससे पता 

चलता है कि अक््गणित के अतिरिक्त मापिकों (!/८ाशघत०ध०॥) और सर्वेक्षण 

($एएए८एएष्ट) की नीद भी उस समय तक पड चुकी थी। अब हम भिन्न मिन्न 

देशों वी, अक्गणित के विचार से, उस समय तक की प्रगति का व्यारा देंगे। 


चीन 


चीन में गणित का आरभ कव से हुआ यह्‌ नही कहा जा सक्‍ता। इस सवस्ध में 
हमें जो सबसे पुराता अभिलेख प्राप्य है, वह ११२२ ई० पू० का है, जब चीन मैं वूवाय 
का राज्य था। चीन की सबसे प्राचीन पुम्तत आइकिंग कहलाती है। प्रुस्तक के नाम 
का अर्थ है 'कमचय पुस्तक । इसका छेखक सम्मवत बेंनवाग था, जिसका जीवन काल 
११८२-११३५ ई० पू० था। इस पुस्तक में निम्नठिखित चार अको का, परोक्ष रूप में, 
उल्लेख मिलता है। 








रे ] 
चिह्नो में से तीव-तीन को एक साथ लेने से आठ नये चिह्न वनते है-- 


० 











स्वर्ग. माप अग्ति शरण वायु जूू पहाड पूथ्वी 


७ है ् ड़ डे २ १ न 
स्व. सचित अग्नि बादल वायु वर्षाजणठ परहाड पृथ्वी 
आकाश जरू की गरज चन्द्रमा 


द० दुल्पु० पू० उन्पू०. दन्पू० प० उण्प० उ० 


अपागणित ६ 

इस चिन्नों झो चीन में पहुओ बहा जाता # । चीन के मिवासियों में इस चि6झ्तीं 

की बडी गहिझा गागी गयी है। दर्जनों लेगड़ों ने इन पर पुस्मती लियी है और इसके 

भिन्न-भिन्न प्रकार के अर्थ खगाये हैँ । प्रादीन समस से आजतक छागों चीनी उस 
लिद्धों से प्रभावित हुए है । 

कुछ आधुनिक विद्वानों का मत है कि ये निह्न वास्तव में चोनी संस्यांक है जो 

संच्या २ की मापिती ( 5८४८ ) पर आधारित है। यदि हम -- को १ मारने और 
ते उपरिखिसित चिह्नों के मान उस प्रकार होंगे-- 


१११, ११०, १०१, १००, ०११, ०१०, ००१, 


पु ५ 


>+ “++ो घ॒न्‍्य ते 


000 


ये अंक प्राप्त होंगे-- 


७ द्‌ छ्‌ है म् र्‌ १ ० 


ये चिह्न आज भी चीन के बहुत-से ज्योतिपियों के पास दिखाई पड़ेंगे, जी नगर- 
नगर और गाँव-गाँव में घूमते फिरते हैं। इतना ही नहीं, ये चिह्न बहत-से तावीज़ों 
में काम में आते हैं और घरेलू बर्तनों तक पर गुदे रहते हैं। आइकिग में लिखा हुआ 
है कि ये आठ पकुआ एक पिशाचिनी के पैरों के चिह्न है जो सम्राट फूदी के राज्य में 
एक नदी के किनारे दिखाई पड़ी थी। 

तिब्बत में एक आकृति ( चित्र ९ ) पायी गयी है, जिसे जीवन-चक्र कहते हें। 
उक्त आक्षति में राशि चिह्न (52875 ०६ ४० 2009८) और पकुआ के आठ चिह्न 
दिये गये हं। आकृति के मव्य में एक माया वर्ग ()/7४९0० $वुप्॥०) दिया गया है। 





इस वर्ग में किसी भी पंवित, स्तंभ अथवा विकर्ण की संख्याओं का योग १ ५ होता 
है। अतः इसे भारतवर्ष की भाषा में 'पत्वहा' कहते हैं । वास्तव में उपरिलिखित 
माया वर्ग आगे दी हुईं (चित्र १०) आक्ृति से निकला है-- 


(ल ल२..... 7 म0+- पे «-अमक पप शर अपन मी अमर... आज क..; 





डड गणित का इतिहांस 


श्रम्नाट यू वे समय में एक कछुआ दिखाई पडा था जिसकी पीठ पर यह आइति गुदी 
हुई थी। इस आइवति का चीनी नाम लो शू है । 





0 





चित्र ९--तिब्बत का जीवन चक्र | 


[ जिन एण्ड बम्पनी की अनुमति से डेविड यूजीन स्मिथ कृत 


'हिस्टी ऑफ में यमेंखिस' से प्रछुपादित | ] 


4 





अंकगणित 


चित्र १२०--लोश्ू आकृति। 


आइकिंग में एक अन्य चिह्न भी दिया गया है, जो इस प्रकार है---- 


चीन में इस चिह्न की 
भी बड़ी -महिमा गायी 
गयी है. यद्यपि इसका 
महत्त्व लो शू से कम है। 
इस चिक्त का नाम 
होतू है । 


5 कण ३ 
१००० और ३०० ६० 


पू० के बीच में चीन में 
अंकंगणित-सम्वन्धी कार्य 
चहुत कम हुआ । चीन की 
उस समय की सबसे बड़ी 
देन उसकी टंकण पद्धति 
थी। ६७० ई० पू० के 


(2-0-++>2--2--2--2--- 


७-७ 
है 


०-०० बा 


। 


$_$-7-७---७---७-.७-& 
चित्र ११--होतू आकृत्ति। 


६ गधित या इतिहास 


आस«्यास उसने सित्री चलाने आरम्म दिये जो सामात्य यस्तुओं यो धाड ने होते 
थे जैसे भाजू और परमे। बुछ समय पश्यात्‌ गोद सिप्ता भो सलते छगे। उस 
समय चीनियो थी परियलन-विधि क्या थी, हम नहीं वह साते । उि्तु ५४३ ई० प्रू० 
के आस-पास चोती छोग टिसार मे छिए वास की रापकिएयों वास में छाने छगे थे । 
३७५ ई० पृ० वे लगमग घी निया ने पहरे सिक्ने निशादे जिनपर उनती सौछ और माव 
सूददे हुए थे । हे 


बह्लिन और मेंसोपोटामिया 


मेंसोपोटामिया के अफमंणित बा इतिहास बहून पुराता है। बहुत प्राचीन समय में 
ही उस भ्रदेश ये निवाधियां से कसे वे! बटसरे बना ठिये थे और १००० ई० पू० 
तक वे छोग छिपने वी कला भो जान गये थे। उतरी हृडियाँ ईरान और हिन्दुस्तान 
सब जाने छगी थो। उनको कार्य प्रणाली बे अभिलेसों से पता चलता है वि उस समय 
तक थे छोग अव्गणित का प्रयोग मली-मांति करने लगे थे । 
बब्लिन वे निवासिया ने २७०० ई० पू० वे छगमंग ही एए' सस्याव-पद्धति घाजू 
बर दी थी। धिलाडेसो से इस वात की पुष्टि होती है। सुमेर के निवासी ईदो पर अपने 
अभिलेख रसा करते थे । उतने पास एक गोल नुद्दैली छडी हीतो थी जिसके द्वारा बह. 
गोठी मिट्टी पर अक्षर बनाया करते थे। यह अक्षर पत्नी ( ५/८०४८ ) के आवार के 
अथवा वत्तुंल या अधंवर्चुल हुआ करते थे । मिट्टी की ये पट्टियाँ आग अथवा घूप में 
सुखा ली जाती थी। ऐसी बहुत-सी पद्टियाँ मिन्न-मिन्न सम्रहालयों में रसी हुई है। 
सुमेर के अमिछेखो से यह बात निविवाद सिद्ध हो जाती है कि लगमग ३००० ई० प० 
में भी सुमेर बे निवासी साप-सौल वे पैमानो से मली-मांति परिचित थे । वे छोग 
हिसाव करना जानते थे, रसीदें लिखा करते थे और विल [ 7)/! ) बनाया करते थे । 
व्यापारिक गणित जितना सुमेर मे विकसित हो चुका था उतना ससार नें किसी 
अन्य माय में नही हुआ था। 
सुमेरियों ने गुणन-सारणी भी तैयार कर छो थी। इन छोगो में दो सश्याकर पद्धतिया 
चलती थी । एक का आघार १० था, दूसरी का ६० ) इनके सवेत ६० के घातो में बढ़ा 
करते थे। इन छोगो को स्थितिमान का भी भान था ! यदि यह ८५ लिखते थे तो 
उसका अर्थ होता था ८>४६०+५॥। इसी प्रकार २२ का अर्थ होगा २२८६०+रे 
और ४७३ का अर्थ होगा ४+-६०+७३८६०-+-३ । 
सुमेरियों ने ६० के घातो के लिए ही नहीं, वरन्‌ ऋण घाता (7र्पल्डअाएट 
ए9०४८४४) के लिए भी चिह्न बवा हिये थे। किन्तु स्थितिमात का इन छोगो को 


अंकगणित ४७ 


स्पप्ट रूप से बोध न था। हमने ऊपर लिखा हे कि इन लोगो की पद्धति मे ४७३ का 
क्या अर्थ होगा । किन्तु उस अर्थ के अतिरिक्त उसी सगया का बह अर्थ भी हो सकता ३ 
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चित्र १२--अट्टाइसवीं शताव्दी ई० पु० के संख्यांक । 


[जिन एण्ट कंपनी की जनुमति से टेविट यूजीन स्मिथ छत 'हिस्ट्री ऑॉफ में थे मेंट्क्स' से प्रत्युत्यादित । 


था---४२८६० +-७ ७८६०--३ ५८ ६० अर्थात्‌ ४ ०७द्ढो०। और उसी चिन्ह का यह 


अथ भी हो सकता था--४%८ ६०७३८ ६० -- ३५८६० । इस प्रकार हम देखते 


हे कि एक ही चिह्न मिन्न-मिन्न संर्याओ को निरूपित करता था| इसके अतिरिवत इन 
लोगो मे अभी तक शून्य के लिए कोई चिह्न नहीं वना था। इस कारण 
भी चिह्नी का अर्थ रूगाने मे गड़बड़ी हुआ करती थी । कमी-की ७२ का अर्थ होता 
था ७३८६० --२ अर्थात्‌ १५२०२॥ आधुनिक पद्धति में उन्ही लोगो के पैमाने में उस 
संख्या को ७०२ लिखा जायगा। किस समय किस चिह्त से किस संरया का अभिप्राय 
हुआ करता था इसका पता संदर्भ से ही चलता था। र्पप्ट है कि उपरिलिखनि 
गड़वडी के कारण भी झूल्य के चिह्न का आविप्कार हुआ होगा। किन्तु उसका आवि- 
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प्यार बहुत समय पश्चात्‌ हुआ होगा जन परिकछत वी कला काफ़ी विकसित हो 
चुकी होगी। 

सुमेरियों ने ६० बी अपनी सरयाक-पद्धति का आधार बनाया । इसका वारण 
कदाचित्‌ यह रहा हो कि सस्या ६० के माजक बहुत-से हैं--- 

२, हे; हैं, ५ ६ १० १२९ १५, २०, ३० 

इस आधार वो चुनने का अकेडा यही वारण नही रहा होगा। सभव है और 
पारण भी रहे हो जो आज इतिहास वे गर्म में लुप्त हो गये है। ६० वी पद्धतिं अद्यन 
पर्यन्‍्त ससार में किसी-न-क्सी रूप में चढी आ रही है। घटा आज भी ६० मांगों में 
बॉटा जाता है, जिल्‍्हें मिनट कहते हैं। आज मी प्रत्येता मिनट वे ६० सण्ड जरिये जाते 
है, जिन्हे सेविण्ड कहते है। आज भी वृत्त के ३६० अझ किये जाने है। प्रत्वैर अश के 
६० मिनट होते है और प्रत्येक मिनट वे ६० सेकिण्ड । 

यध्छिन के गणित का इतिहास छगमंग ३१०० ई० पू० से आरम होता है! इस 
प्रदेश का पहला उल्लेसनीय शासक सार्गव था, जिसका राज्यताल २७५० ई० [० 
के आस-पास वा बताया जाता है। इसवा राज्य अकवाद जिले से आरम हुआ था 
जो गुमेर के उत्तर में है। सुमेर और वब्लिन एवं दूसरे ये बहुत समीप थे। बदाचितू 
यही कारण हुआ कि वस्ठिन के निवासियों ने सुमेरियों बी सख्याव-पद्धति अपना छी 
भर उनसे गणित ज्यौतिष और तिथिपत्र बनाने की विधि भी सीस ली । 

२४०० ई० पू० वे लगमग की कुछ पटियाँ मिलती है जितसे बिन के राजाओं 
में से उर के तृतीय परिवार वा पत्ता चलता है। उबते पद़ियों से स्पष्ट हो जाता है 
कि बब्छिन वे! उस समय के निवासी परिवछत बला में बहुत दक्ष थे। उन लोगों में 
भूमि के ताप वी पद्धति बना छी थी। तौल के छिए बटसरों का निर्माण कर लिया था 
और वे छोग व्याज का हिसाय भी छगा लिया करते थे । उत छोगों में ब्याज वी दर 
२०% से ३३३% तवा थी। उन छोगा में द्रवा और ठोसा वे नाप वी भी एव 
पद्धति थी, जिसरा मात (एंग्रा।) का! था। यहाँ तय कि ये छोग मिन्नो ४ हे 
आदि वा प्रयोग भी जानते थे। 

सार्गेन के! अतिरिक्त वम्लिय का एक और राजा उल्लेसनीय है, जिसका नाम हम्पू- 
रबी था। इसता राज्ययाऊू १९५० पूर्वेसा के आस-पास का बताया जाता है! इस 
राजा के समय के भग्लावशेपो में एक सेंडहर है जो ससार का सवसी प्राचीन स्वूछ गृह 
बहलाता है। इस खेंडहर में बहुत-सी पटियाँ पायी गयी हैं, जिम पर छात्र अपने पाठ 
लिखा करते थें। बब्लिन के अकगणित के विषय में हमें बहुत-सी बातें इन्ही पढियों 
द्वारा ज्ञात हुई हँ। यहाँ दो पटियाँ विधेष रूपेण वर्णनीय हैं, जो १८५४ में सवरा में 


अंकगणित ४९. 


पायी गयी थीं, जिसका प्राचीन नाम छरसा था। इन पटियों में १ से ६० तक की 
संस्थाओं के वर्ग और १ से ३९ तक की संख्याओं के धन दिये गये है। इन पटियों के 
तिथि निश्चित रूप से नहीं बतायी जा सकती, तथापि अनुमान है कि ये भी हम्मू- 
रबी के समय की हैं। इन पटियों के प्राप्त करने का श्रेय अंग्रेज मौमिकीन ( (५०००९) 
लॉफ्टस ([,07005) को है । 
संकरा की पटियों में भी ६० को ही आधार माना गया है। उनमें वर्ग-सारणी की 

संख्याएँ तो दशमिक पद्धति में ही दी गयी हैं जैसे १६, २५, ३६, ४९ ॥ विन्तु ६७ के 
स्थान पर १७ लिखा गया है। इससे स्पप्ट है कि इस रंख्यांक-पद्धति का आधार १० 
नहीं, बल्कि ६० है। पटियों से यह तो पता चलता है कि ये छोग स्थितिमान का 

थे कुछ-कुछ समझने लगे थे। किन्तु उसका प्रयोग नियमित रूप से नहीं करते थे, 
क्योंकि वे लोग ९४ को १ ३४ लिखते थे। इस चिह्न से उनका तात्पर्य होता था 
१२८६०--३३९ १०+-४॥। इसका अर्थ यह हुआ कि वह पहले स्थान को इकाई, दूसरे 
स्थान को दहाई, किन्तु तीसरे स्थान को ६० का अपवत्य मानते थे। उनकी पद्धति 
और हमारी आधुनिक पद्धति में कई बातें सामान्य हँ--- 

(१) उन लोगों के अंक भी १ से ९ तक चलते थे जैसे हमारे आधुनिक अंक । 
(२) स्थितिमान का प्रयोग उन्होंने भी किया है । किन्तु वह उतना नियमित 
नहीं है, जितना हमारी आधुनिक पद्धति में । 
(३) लिखने में ऊंचा मात्रक पहले लिखा जाता था और तत्पदचात्‌ नीचा मात्रक । 

वही पद्धति आजकल भी चालू है। हम पहले सैकड़ा लिखते हैं, फिर दहाई और तब 

इकाई। 


(४) वे छोग भी संख्याओं को बायीं से दाहिनी ओर लिखा करते थे; जैसे हम 
लिखते हैं । 

किन्तु बोल-चाल में कहीं छोटी इकाई पहले वोली जाती है, कहीं बड़ी । हिन्दी 
में चौबीस में पहले चार बोलते हैं, पीछे वीस । इसी प्रकार छियासी का अथ्थ है ६-८० । 
अंग्रेज़ी में 8[2ए८० से ५9९८८८७ तक की संख्याओं में छोटी इकाई पहले बोलती 
है, किन्तु शोप संख्याओं में ऊँची इकाई पहले बोलती है। 007:9-लंष्टीए४ में छ07:ए 
पहले आता है, ४९8॥९ पीछे । 

बब्लिन में भी ६० को ही संख्यांक-पद्धति का आधार माना गया था। अनमान 
है कि उन्हें इस तथ्य का पता था कि यदि किसी वृत्त में एक सम पड्भुज (२८एपाँथए 
छर०-४०7१) खींचा जाय तो उसकी भुजा वृत्त की त्रिज्या के चरावर होगी । कदाचित 


इस बात से उनके मन में यह विचार आया कि वृत्त के ३६० बरावर भाग किये जायेँ। 
् 
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६० वा आधार मान या यही गारण था या जीर कार, मह करता बटूत वब्नि है। 
सार वे बृछ प्रदेशा म १५, २० और ४० का सरयाानचादी का आपार माता गया 
है। ४० के परिषय में ता €म यह कह सत्र है ति इसरे बटु-से भाजर है-- 
2 है श्द <्‌ १०, र्‌० 
मदाचित पसलिए इस सग्या को चुता गया हो । २० का भुन का वारण यह हो 
शपता है कि मनुत्य व हाथा और पैरा में बुछ मिशावर २० उँगियाँ होती है। पिल्तु 
१५ को सरयायशद्धति रा आधार विसतिए बनाया गया, इगात कारण समझ में 
नही आया । इसर भाजर ता बेवर ३ और ५ है ! इंगता आधा भी नहीं हो रायता 
और दरीर के जया से भी इसया वाई प्रत्यक्ष रावन्ध दिलाई नहीं पहता। 
बॉलिन बी सरग-लेसन पद्धति बैसी ही है जैसी हम सुमेर ये विषय में यता चते 
है अघातू इनकी सख्याओं में अक वा सान ६० हे धाता में घटा-बदा करता था। 
विन्तु इनबी पद्धति में मी वही गड़बड़ थी जा सुमर वी पझति में । सन्दर्म से ही पता 
चलाना पश्ता था वि किस सस्प्रा बे अक ६० ये कौन से घात से आरम होते है । 
इतना ही नहीं, इनबी सस्याओ में मिक्ना के अथ्य दो अब ने भी हा सबते थे और एश 
अब के भी, जैस 
१ २३ ५२ ६७ रे 
था अर्थ हांगा-- 
यह ठीक चैसी ही पद्धति नहीं है जेसो हमारी आधुनिक स्थितिमान पद्धति । 
आधुनिक पद्धति के आधार मे विसी भी घात का गुणाक दो अबो की कोई सस्या हों 
ही नही सकती । उसमे तो प्रत्येक अक वा अलग-अलग स्थितिमान हांता है। 
क्मी-कभ्ोी दा सस्याआ के बीच में अधिक स्थान छांडा जाता था, जैसे 
हैरे हे ७ ११ 
इस अधिक अवकाश वा अर्थ है कि ६० का, बीच का, एक घात लुप्त है अर्थति 
उसवा गुणाव शून्य है। उपरिलिखित सख्या इस प्रवार लिखी जायगी-- 
हर. हे ट ७ श्र 
इस प्रकार इस सस्या का स्पष्ट रूप से यह अर्थ निकल आयेगा 


रे ० ७ ११ 
जैसे 8० उन के हुए उतर जरुर 
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उपरिलिखित चिह्न के प्रयोग से यह पता चछता है कि बब्लिन के गणितज्ञ इस वात 
की आवश्यकता समझने लगे थे कि शून्य के लिए भी एक विद्येप चिह्न बनाया जाय, 
किन्तु ऐसा नहीं समझना चाहिए कि वे लोग संख्या शून्य का अर्थ भली-माँति समझ 
गये थे। आज तो शून्य को समस्त संख्याओं का आरंभ माना जाता है और उसे भी 
एक संख्या का गौरव प्राप्त है। हमारे विचार में शून्य के संबन्ध में ये सब वातें वब्लिन 
के गणितज्ञों के मस्तिष्क में नहीं आयी थीं। वे लोग तो केवल इतना ही समझते थे कि 
इस बात को दर्शाने के लिए कि किसी विशिष्ट संख्या में ६० को कोई घात लुप्त है, 
एक विशेष चिह्न होना चाहिए। अतः शून्य का चिह्न केवल इस वात का निर्देश करता 
था कि उक्त संख्या में ६० के अमुक घात का अस्तित्व नहीं है। शून्य का संख्या के रूप 
में सबसे पहले किसने प्रयोग किया यह कहना कठिन है। किन्तु इतना पता है कि ई० 
पू० की द्वितीय शताब्दी में यूतान के ज्योतिषी शून्य के लिए ० का प्रयोग करने लगे थे 
जो यूनानी अक्षर ओमीकरॉन है । किन्तु वे लोग भी उसी अर्थ में इसका प्रयोग करते 
थे जिस अर्थ में बब्लिन वाले । 
लगभग २०० ई० पू० की एक पटिया पायी गयी है, जिसका उल्लेख सबसे पहले 
लुटज ने १९२० में किया था । उससे यह पता चला है कि बब्लिन के गणितज्ञ भिन्नों 
को इस प्रकार लिखा करते थे कि उनका हर ६० या ३६० ही हो। जैसे वे लोग 
अद् को ७ भी लिखते थे। किन्तु उसे ८ नहीं लिखते थे। ६6८ को वह लोग हैई- 
लिखते थे। किन्तु इस नियम के दो अपवाद थे--- 
१. यदि किसी भिन्न का अंश १ हो तो उसे वह सरलूतम रूप में लिख देते थे; 
जेसे इद्ोत की वे लोग छू लिखते थे । 
२. यदि किसी भिन्न का अंश हर से एक कम हो तो मी उसे वह सरलतम रूप में 
लिखते थे; जैसे इ-& को वे लोग ह६: भी लिखते थे और उ भी । 


मिस्र 


मिस्र के गणित के विपय में हमारे ज्ञान का आधार मुख्यतः दो-तीन पुस्तकें हे । 
मित्र में एक प्रकार का नरकुल होता था, जिससे काग्रज़ बनाया जाता था। उसे 
'वैपिरस' कहते थे। उक्त कारज़ पर जो पुस्तकें लिखी जाती थीं, उनका नाम भी 
पैपिरस पड़ जाता था। हमें दो पैपिरस तो पूर्णे रूप में प्राप्त हुए हैं, रिहंड पैपिरस और 
मॉस्को पैपिरस। इनके अतिरिक्त अल्लाहून पैपिरस के भी कुछ अंग प्राप्त हुए हैं। 
इन पुस्तकों ने मिस्र के गणित-जान पर चहुत प्रकाश डाला है। मॉस्को पैप्रिस में २५ 
प्रश्न दिये गये हैं। रिहंड पैपिरस कदाचित्‌ १५५० ई० पू० के आस-पास लिखा 


प्र गणित का इतिहास 


शया था। उन दिनो मिल्र में एक छेखक आहमेसु नाम का हुआ है जिसे आधुनिक 
छखक अहमिस कहते है। उसने मित्र के ही एक प्राचीन ग्रत्थ का अनुवाद क्या था। 
उक्त अनुवाद की पाण्डुलिपि १९वीं शताब्दी ई०मे एक अग्रेज्न हँनरी र्हिंड ने खरीद 
छी। पाण्डुलिपि का मौलिक नाम अहमिस पैपिरस था, कितु उक्त विक्रय के परचात्‌ 
उसवा नाम रिहुड पैपिरस पड गया। तब से यह पुस्तक उसी नाम से प्रसिद्ध है। 
इस ग्रथ मे ८५ प्रश्न ह। य प्रश्व अधिकतर व्यावहारिक गणित पर है। ईछ 
प्रइन पशुओं क मोजन पर कुछ अनाज पर कुछ शराब पर और कुछ रोटी पर है । 
हम यहाँ मित्र की अकंगणित-पद्धति का दिग्दशन कराते है। हमें इस शान का अधिकार 
उक्त पैपिरस स ही प्राप्त हुआ है। पैपिरस अब ब्ितानी सग्रहालूय में सुरक्षित है! 





0७88७] पु दवा लाएनाफक हरीलिए. जल पथ 

+ १६४ थे ऐपल » ५ ६ ०ड्रों ६४ थे 
४ ही का आ | 

१4. ५, ४ नजर नशा * | 

ह हा ली 

5 दा कह है | 
कु हे के रू ब्टॉर 

पलतचचछज बला भ पाप ञ् 

५2 02. 57 | 

| 2045 4-7 ५ २/६ * /*॥ 

मै ,7 ० 7 /& मी 2६४१ ५» **» थ| 

पा हर ह 4७० है 

का 27 मे आम, 

(० . | 
न गा 

६... "०८-०० -' ४ 

चित्र १३---अहमिस पेपिरस । 
[ जिन एण्ड कम्पनी की अनुमति से डेविड यूचीत रिमथ इत हिस्टी भाफ में येमटिक्स 
से अत्युत्पादित] ] 


मिश्न को सकेतलिपि दशाशिक थो। ह के लिए वे छोग एक खडी रेखा बनाते 
थे, २के लिए दो खडी रेखाएँ इसी प्रकार नो तक। १० के लिए उनका चिंतन 


अंकगणित प्र 


था। २० के लिए ऐस-ऐसे दो चिह्न बनाये जाते थे। ३० के लिए तीन, इमी माति ९० 
तक | तत्पण्चात्‌ १०० के लिए एक्र पृथक चिह्न था, १२००० के लिए अलग आर इस 
प्रकार १०००००० तक १० के प्रत्येक धात के लिए एक भिन्न चिह्न था। इन लोगा 
की संकेतलिपि यौगिक थी, जैसी आधुनिक रोमन संकेतलिपि है। उदाहरणाथ, रमन 
संकेतलिपि में १७५५ को इस प्रकार लिखेंगे-- 
/7 0 (, | 

इन चिह्नों का अर्थ है-- 

१०००--५००--१००--१००--५०-- (१०--१) 

इस संकेतलिपि में स्थितिमान का अभाव हैं। इसके अतिरिक्‍त यह संकेतलिपि 
इतनी भद्दी है कि इसमें बड़ी संख्याएँ लिखने के लिए दर्जनों चिह्न वनाने पड़ते हें । 
उदाहरण के लिए ६७५६ लिखने के लिए उक्त पद्धति में १८ चिह्न वनाने पड़ेंगे । 

मिस्री गणितज्ञ भिन्नों के प्रयोग में बड़े दक्ष थे । ये लोग अधिकतर इकाई 
मभिन्नों से काम लेते थे, अर्थात्‌ ऐसे भिन्नों से जिनका अंश १ हो। अतः इस अंश का 
इतना महत्त्व था कि उसके लिए विद्येप चिह्न निर्धारित किये गये थे। प्राचीन मिल्री 
संकेतलिपि में तो इसके लिए हर के ऊपर एक विन्दी रूगायी जाती थी । अत्त: उक्त 
संकेतलिपि में 3. को इस प्रकार लिखेंगे ४ | चित्नीय संकेतलिपि में इसके लिए यह 
चिह्नू ०» बनाया जाता था। गृणन में इन लोगों का व्यवहार २ तक ही सीमित 
था। अत्त: यदि इन लोगों को किसी संख्या को ९ से गुणन करना हो तो ये लोग पहले 
संख्या को दुगुना करेंगे, फिर गुणनफल को दुगुना करेंगे और इस अन्तिम गुणनफल 
को दुवारा दुगूना करेंगे। फिर इस अन्तिम फल में मौलिक संख्या जोड़ देंगे। 


एक उदाहरण और छीजिए। मान लीजिए कि १२ को ११ से गृणा करना है, 
तो विधा इस प्रकार की होगी--- 


२ ४ ९ 
श्र %ऋ २ 
श्र »% ४ 
श्श »ऋ ८ 


अब पहली, दूसरी और चौथी पंक्तियों के फलों को जोड़ देंगे । 
यत्त: ये छोग इकाई भिन्नों का ही प्रयोग करते थे, अतः अहमिस में पहला प्रश्न 
यही है कि किसी भिन्न को इकाई भिन्नों के रूप में किस प्रकार प्रदर्शित किया जाय । 


इस प्रदत का अहमिस में कोई साविक हल नहीं दिया गया है, वरन्‌ विशिप्ट उदाहरण 
ही दिये गये हें; जैसे-- 


पड गणित का इतिहास 
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मिन्ना में इकाड मिन्न ही काम में आती थी और गृुणक सदैव २ ही रहता था । 
अत कवर ऐस ही मित्रा कु इकाई मित्रा म टुबडे करने को आवश्यकता पड़ती थी 
जिनका जगा २ हा। जतएवं उपरिखिखित प्रकार के समीकरणो की सारणियाँ तैयार 
कर टी गयी थी। केवल एक ही मिन ऐसा था जिसका अश १ से सित्र था और 
जिसका य लागय प्रयाग म छाते थे और वह मिन्न था है ! मिस्र के निवासिया की 
दृष्ति से इस मिन्न का महत्त्व 3 से मो अधिक था क्याकि ये लोग इस प्रकार सोचते 
थ कि किसी सख्या का दो तिदाई लेने से यह सल्या आती है और फ़िर उसका आधा 
क्रम स भिन्न है प्राप्त हाता है। उक्त भिन्न का महत्त्व इतना अधिक था कि चित्रोंय 
सक्‍तलिपि में उसके लिए विश्वेष चिह्ृ|____ निर्धारित किया गया था। 

२ के अतिरिक्त मित्री यशितज्ञ १० से मो युथा क्या करते ये । १० से गुणा 
करने में इन्हे काई परिश्रम नही करना पड़ता था क्याकि उसके लिए तो केवल इकाई 
क चिह्न को दहाई के स्थान पर रस देना या या दहाई के चिह्न को संकडे के स्थान पर 
इ्यादि। ये छोग टुकडे-्टुकडे करके माग दे ल्पा करत थे। माल छीलिएं कि 
१७ का ३ से मांग देता है ता ये लोग ३ वा दुयुना बरे ६ प्राप्त बरेंगे। ६ का 
दुगना करने स इड्े १२ प्राप्त हागे। अब १२ में फिर ३ जोडने से १५ भति 
हु और २ शेप बच जाते हे। इस प्रत्ार १७ में ५ बार ३ गये, २ शेप वचे । जा 
भमजनफठ हुआ पढे । 

मिसिया का व्यापार-गणित बहुत बड़ा चढ़ा था। लगभग १५०० ई० प्‌ मै 
रानी हवा'ु ने एक मन्दिर बतवाया था जिसका आपुनित्र नाम दस्छ बाहरी है। 
उक्त भदिर की दीशरा पर सै डे, हार दस हडार, छासर, दस लाख तब को ण्निती 
का उच्ट्य मिलता है। इससे पता चलता है हि ये छाग सम्याआ ने प्रयोग में बड़े 
प्रबोध हा घुर ध। यह मन्दिर थीवोड़ के पास है और इसवा पता १९०४ ई० में 

एगा था। इसक अतिरिक्त पीदीड में एक कब मी मिलो है। इस कब के टिराहेटशा 
से पता चलवा है वि मिस की ब्र-पदति सी जाफो विशमित्र हो चतती घी। उक्त 
लिछानाम में १००० से अधिक की दिसो सस्या और ह॥ मे मतिरिका तिसों सिंप्र वा 
प्रयाग नी जिया रूपा है 

उपारिडिगित पुस्तशा दे अविरिका एर अय पुस्वय हैरिय पैदिस्स भी प्िलो है । 





अंकगणित ण्ए्‌ 


इसम 


इसमें भी व्यावहारिक हिसाव-किताव दिये गये हें और इससे मित्र की संख्यांक-पठ्धति 
पर भी प्रकाश पड़ता है। 


यूनान ((7८९८८6) 

यूनान १९ वीं शताव्दी के पूर्वाद्ध में तुर्की से स्वतन्त्र हुआ और १८३० ० में 
एक स्वतन्त्र राज्य घोषित हुआ । सर्वेप्रथम यूतान का विस्तार वहुत छोटा था । 
इसमें केवल त्तीन भाग समाविप्ट थें-- 

(१) पैलोपोनीसस (?८090०7८४7५) का जरूू 
यूनान का सवसे निचला भाग है। 

(२) यूनान जलडमरूमध्य का थोड़ा-सा भाग । 

(३) ईजियन सागर (2 ८छांथ) 5८०) के थोड़े-से टापू। , 

यूचान के क्षेत्र का विस्तार कई टुकड़ों में हुआ है । सन्‌ १८६४ में आयोनियन 
(0790 ) दापू इसमें आकर मिले। सन्‌ १८७८ में सिसिली का मैदान भी 
इस राज्य में समाविष्ट हो गया। अन्त में आधुनिक यूनाव का ऊपरी भाग, क्रीट 
( (7८८६) और वहुत-से टापू भी उक्त राज्य में आ मिले । 

यूनान की संस्कृति मुख्यतः समुद्री है, क्योंकि इस क्षेत्र में टापुओं का ही प्राधान्य 
है। इन टापुओं में से भी एक द्वीप समूह ने यूनान की संस्कृति पर बड़ी गहरी छाप 
डाली है। इस द्वीप-समूह का नाम साइक्लेड्स ((:एटो०त०७) है और यह यूनाव 
की मख्य भूमि और रूघु एशिया के बीच में स्थित है। इस द्वीप-समूह में दो द्वीप वहुत्त 
महत्त्वपूर्ण हें---साईरा (०५४७) और डेलोस (70८05) । यूनान के इतिहास में 
इन दोनों टापुओं का महत्त्व सर्वाधिक रहा है। ३००० से २४०० ई० पू० तक साइ- 


डमसूमध्य, जो आवुनिक 


क्लेड्स एक बड़ा व्यापार केन्द्र था और साईरा उसकी वाणिज्य राजधानी थी। साईरा 
और अन्य टापुओं में जीवन की आवश्यक बस्तुओं की कमी थी। अतः इन ठापुओं से 
वाह्य संसार का समुद्री व्यापार स्थापित हो गया । 

लघु एशिया में मिलेट्स (/7८८ए5) नाम का एक प्राचीन नगर था। यह 
नगर मियेंग्डर (7//८४००८४) नदी के मुहाने के समीप स्थित है। यूनानियों ने 
इस पर आक्रमण किया और इसे नप्ट-अ्प्ट कर दिया। तत्पदचात्‌ इन लोगों ने नदी 
के किनारे पर एक नया नगर वसाया। इस नगर का व्यापार मियेण्डर नदी के ऊपरी 
भाग तक होने लूगा । इस नगर का व्यापार इतना बढ़ा कि इसी व्यापार के सहारे 
सातवीं झताव्दी ई० पू० तक साठ से भी अधिक नये नगर बस गये | ५०० ई० पू० 
तदा मिलेटस यूनान का सबसे बढ़ा नगर बन गया था। मिलेट्स में साहित्य 


पद गणित का इतिहास 


सर्जन भी घडाघड होने छगा । थेल्म (7/४68), ऐनक्सिमेंपडर (20207 
0८7), एँनक्सिमिनिस ( #ैगरम्ण्यप्राष०८5 ) और हाइपेंनियस ६ 7599%४ 0४ ) 
सब इसी नगर के निवासी थे । मिलेटस मे ही यूनानी गणित का आरम हुआ औः 
इसी नगर में यूनान के व्यापारिक अक्गणित का विकास हुआ । मिलेट्स से थो्ड 
हो दूर पूर्व में लीडिया ([.709) नगर है। पश्चिमी ससार में सर्व प्रथम सिव्ते 
ढालने का गौरव इसी नगर को प्राप्त है। लीडिया में उवी शताब्दी ई० पु० में सिवरे 
ढछने छग्रे थे। सिक्‍ते ढलने से पहले व्यापारिक हिसाब किताब बड़ी बठिताई से 
होता हागा। सिक्के तो केवछ कौडियो और भूयो के रूप में होते थे और घातु बा लैस: 
देन सदैव तौल कर क्या जाता था। अत स्पष्ट है कि सिक्‍को के ढलने से व्यापारिक 
लेन देन म वडी सुविधा हो गयी होगी। मिलेटस ने इस बात का मर्म समझा 
आर टकण ((०॥४/४८) पद्धति को तुरन्त अपना लिया, किन्‍्छु ऐँयेंस (80॥075) 
नगर का उस अपनाने में पचास वर्ष छगे। 
यूनान से बही पहले बब्लिन में व्यापारिक अक्गेणित का प्रयोग हो चुका दे 
ग्रह अवगणिन वस्लिन से भीट के ठापू, मिस्र और रूघु एशिया मे पहुँचा। इन प्रदेशों 
में अक्गणित बा विस्तार हो रहा था, किन्तु उस समय तक यूनान जगला से भरा 
हुआ था और उसमे कुछ खानावदोश क़्वीले रहते थे। १००० ई० पू० तक यूताव के 
निदासी बिलकुल अभिक्षित और अविकसित प्रकार का जीवत व्यत्तीत करते थे। प्रत्येक 
निवासी अपनी तापकालिक आवश्यकताओं की पूर्ति भर के लिए खेती कर लिया 
करता था। भविष्य के लिए सचय करने का उसे ध्यान भी नहीं आंता था। ऐसी' 
स्थिति में उक्त प्रदेश में अक्रमणित का क्‍या विकास हो सकता था ? थाडी-सी गिनती 
और थोडा सा वितिमय--ब्रस इतने ही अक्गणित को उन्हें आवश्यकता थी। कई 
झतिया तक यूनान की यही दशा रही । हम निश्चित रूप से वह सकते है. कि मूगाव 
में व्यापारिक अकगणित का आरम सातवी द्ाती ई० पू० में हुआ । 
उस समय तब अक्गणित का अर्थ केवल परिगणन कला ही था। तब तक 
मख्या-सिद्धास्त का प्रारम की नहीं हुआ था। यो सख्याआ के बुछ रोचक गुणों से वे 
छोग परिचित होने छगे थे । किन्तु दैनिक जीवन में उनके प्रयाग में परिगणन-कला ही 
आती थी । पाँचवी झताब्दी ई० पृ० मे यूनान में कुछ स्कूल अवश्य खुल बुते थे, किच्धु 
उस प्रदेश के किसी सामान्य निवासी को अक्गणित के नाम पर गिनती के अतिर्थिकित 
धर कुछ नहीं आता था। जोडना, घटाना, ग्रुघन करना आदि ब्रियाएँ उत्हाने अभी 
तक नहीं सोखी थी। उस समय के जोडने और घटाने के झुछ प्रदन हमे प्राप्त हुए है ४ 
इसके अतिरितत कही-बही गिततारे भी पाये गये हैं । हिन्‍्तु थे सब वस्तुएं उस समय 


अंकगणित ५७ 


से कई शर्ती पश्चात्‌ की प्रतीत होती हैं। सन्‌ ईसवी के पास की एक गुणन-सारणी मी 
मिली हैं जो मोम पर लिखी हुई है। उक्त सारणी अभी तक अंग्रेज़ी संग्रहालय में 
विद्यमान है। हम यहाँ उक्त समय के कुछ यूनानी गणितज्नों का वृत्तान्त देते हैं । 


पिथेंगोरस (?एपे०8छु०7४5) 


पिथेंगोरस का जीवन काल ५३२ ई० पू० के लगमंग था। इसमें सन्देह नहीं क्कि 
पिथेंगोरस ने मिस्र और भूमध्यसागर के आस-पास के कई देशों की यात्रा की थी । 
५२९ ई० पू० के लगभग पिथेंगोरस दक्षिण इटली (:09) के ऋ्रोटन ((:700079) 
प्रदेश में गया। क्रोटन में उसनें एक धामिक संस्था की स्थापना की, जिसका उद्देश्य 
था समाज-सुधार । कुछ समय तक यह संस्था खूब चली और इसका प्रमुत्व देश-विदेश 
में फैल गया, किन्तु अन्त में देश की राजनीति से उलक जाने के कारण संस्था को तोड़ 
देना पड़ा। ५१० ई० पू० में करोटन की साइवेरिस पर जीत हुईं। उसी समय के आस- 
पास पिथेंगोरस को मेठेपॉण्टियम (४८६७)०००४७7)) जाना पड़ा और वहीं छठी 
शताव्दी ई० पू० के अन्तिम दिवों में उसकी मृत्यु हो गयी। 
पिर्थंगोरस के अनुयायियों को जो आज्ञा-पत्र दिया गया था उसका प्रभाव पाँचवीं 
शताब्दी ईसा पूर्व के मध्य तक रहा। पिथेंगोरियों पर भसाँति-माँति के अत्याचार हुए 
उनके समा-भवनों में आग रूगा दी गयी। एक बार उनके एक समा-मवन में, जिसका 
नाम मिलो था, ५०-६० पिथेंगोरियों की हत्या कर दी गयी । चौथी शती के मव्य तक 
उक्त संस्था के सदस्यों का नाम-निशान भी मिट गया । 
पिथेंगोरस दाशेनिक भी था, गणितज्ञ भी । उसके दार्शनिक सिद्धान्त कई बातों 
में हिन्दू-सिद्धान्तों से मिलते-जुलते हैं । वह यह मानता था कि मनुप्यों और पश्चओं 
में एक-सी आत्मा का निवास है। इसीलिए उसने मांस-मक्षण का निपेव किया था। 
पिथेंगोरस आवागमन के हिन्दू-सिद्धान्त को भी मान्यता देता था। उन दिनों कागज 
. का आविष्कार नहीं हुआ था और यूनान में शिलालेखों और पटियों का भी प्रचलन 
नहीं था। अतः पिथेंगोरस ने अपने सिद्धास्तों का प्रतिपादन मौखिक रूप से ही किया। 
इसलिए यह संभव है कि उसके सिद्धान्त भिन्न-भिन्न पीढ़ियों और समुदायों में विक्ृत 
रूप में पहुँचे हों। तिसपर भी इतना निश्चित प्रतीत होता है कि पिथेंगोरस ने गणित 
और दशेन को मिलाकर एक कर दिया था। उसका यह विश्वास था कि द्वव्य के गुणों 
का आधार संख्या' है। इसीलिए बह अंकगणित को बहुत उच्च स्थान देता था । 
वह चार विद्याओं को सर्वोच्च समझता था--अंकगणित्त, ज्यामिति, ज्यौत्तिप और 
संगीत । वह कदाचित्‌ यह मानता था कि सारी सृष्टि की रचना गणित पर आवृत 


पट गणित का इतिहास 


है | पृथ्वी सम पहफ्लय (२८हुण॑थ शशाएशैटॉट्एा०४) से बनी है, अग्नि स्तूप 
(5 पगगाते) से, वायू अप्टफ्लव ((८भोल्पेएण7) से, महाव्याम द्वाइशफ्ला 
(7034०८०९१:०॥१) स और पानी विज्ञतिषठक ([[005श८6०5) से । 
यह निश्चित है कि पिथगारम वा सम्पर्क पूर्वी विद्यनों से हुआ था, क्याति उसे 
बहुत स॑ सिद्धान्त पूव विद्वासा और क्विदन्तिया से मेल खाते हूँ । पिेंगोरस का सवसे 
प्रसिद्र शिष्य फाइलालास (फशग0शफ) था। फाइलोलॉस वी यह उक्त भी 
कि सरया ५ रग की द्यातव है ६ 2इक की, ७ स्वास्थ्य वी, ८ प्रेम वी । इस विश्वास 
की तुलना चीनिया वी इस क्विदन्ती से हा सत्रती है कि सम्या २ पृथ्वी का निस्पथ 
करती है और सरया ५ पवन का । दस सबस्ध में यूनान की एवं प्रथा उल्ठेसनीय है। 
पूर्णिमा की रात मे जिसी दर्पण पर रक्त से बुछ अक्षर बनाये जाते थे और शीशे में 
चन्द्रमा क प्रतिविव में उन्हे पड जाता था। यह प्रथा पूर्वी रीति-रिवाजों से बहुत कुछ 
मिलती-जुठती है । 
पिथगोरस का विद्वास भा कि प्रकृति का आरम सब्या से ही हुआ है। सस्या दो 
प्रकार की होती है--सम (8एथा) और विषम (090) । सख्याआं को आरम 
सरया १ से होता है | विषम सख्याएँसीमा की थोतव' है और सम सल्याएँ 
असीम कौ। सीमा और असीम वी कल्पना से ही देश, कारू और गति बे माता 
का आविर्भाव हाता है। आकाह्य (592८८) में सख्या १ बिन्दु की द्योतक है, संध्या 
३ रेसा वी सस्या हे लछ की और सख्या ४ ठोस की ससार से १० आधारमत 
विपरीतियाँ (097०श्४०॥$) है-- 
एक और अनक, दाहिना और वायाँ, पुरुष और स्त्री, विराम और गति, ऋजु 
और वक्र उजाला और अधेरा, भला और व्‌रा, वर्ग और आयताकार, सम और विधम, 
सीमा और अमीम । 
इन विपरीतियों के मेल का ही नाम विश्व है। पिथेंगोरस विधम सरयाओ का 
नर सख्याएँ (४०0८ 'पिध्या८०४) और सम सख्याओं को मादा सयाएँ (स्लिए्गेट 
परप्प्रए८७) कहता था। उसके विचार में सस्या १ इडा ((0व४८७ रण 
7२८॥४०गए१) वी प्रतीक है क्याक्ि अपरिवर्देनीय है। सख्या २ सम्मिति (9]ए706- 
४५) की द्यातक है सस्या ४ न्याय वी क्‍्याकि यह दो बरावर की संख्याआ 
का गुणनफ्क है। सख्या ५ विवाह की परिचायक है, क्याकि यदि १ को सख्या ने 
साना जाय तो सख्या ५ ही प्रथम नर सगया और प्रथम मादा सख्या वा जोड (३२) 
है। सख्या ७ एक्न्‍नत की निरदर्चक है, क्याकि पहली दस सख्याआ में मं इसका कोई 
गुणनखड है न अपवत्य । 


फ्रमणित ५१ 


पि्रमोस्स में विनडीग संगगाों (क्‍विशाह्ोका धिशाशोए्या७«) का ज्ाययन 
किया था। से संरयारे एस प्रातः 


ते क्लाता ८०5 


पहली विनुजीय संस्या १ £॥ दूसरी क्‍्रिनजोच 


प्रभजीव सेरया £ ४» क्षर्थात्‌ ३ है। 
सीसरी भिमजीय संग्या १-- २ - 


३ अर्थात्‌ ६। चोथी संरया १. २० ३-४ अर्थात्‌ 
१० है। इस प्रकार हमें त्रिमुजीस संरयाओं का सह अननश्रम (5८तुपएणा०८) 
प्राप्त होना है 

9 


(५. 0३९ 


३, ६, १०, १०, २६ 
इस बात से यह भी पता चलता है कि प्राकृतिक संस्याभों की किसी भी धेणी के 

जोड़, जिसका आरंभ १ से होता है, सदेव एक लिगुजीय संग्या होता है। 

हम जानते हे कि यदि हम £ से लेकर विपम संग्याएँ जोडतसे चले तो कितनी भी 


संख्याएँ छे, उन सब वग जोड़ सर्देव एक बर्ग संस्या होती है; जैसे-- 


यदि इन संख्याओं को विन्दुओं से 
की वनेगी-- 


] 
+ 


यहाँ एक बात यह उल्लेखनीय है कि यदि किसी भी पग पर जो संख्या जोड़ी जाय 
चह स्वयं एक वर्ग हो तो 


एक ऐसी वर्ग संख्या प्राप्त हो जाती है जो दो वर्गों का 
जोड़ हो, जैसे--. 


१--३+फन-छत्स 


० गणित वा इतिहारा 


इसम अगी वियम सम्या ९ जोडने से, जो स्वय एए ये है, हमें २५ प्राण होता 
है जा ५ या वर्ग है। दस प्रयार यह सिएर्य निया है-- 
३ ४०५ 
इसो प्रवार 
१६३- ५५७०१ -११-१३>१५-१७०१६+ श+ रेट रेडटल्ॉर 
अगदी विपम सख्या २५ है जो स्वय एक यर्ग है। इसे जोहने से (४४०२५ 
अर्थात्‌ १६९ ध्राप्त होता है। इस प्रतार हमें यह पल मिख्ता है-- 
१२-५४ १३९ 
ऐसे अतगिनत जोड़े बनाये जा सरते हैं। पियंगोरस से इनके बनाते के हि 
एप साविक सूत्र दिया है-- 
स+दि(स-१))" न्‍ह (६(स"-१))' हि 
इसमें 'स' को कोई मी विपम सस्या मान सकते हैं। स*३, ५ लेने से हमे 
क्रमश उपसिलिखित दोनों उदाहरण प्राप्त होते हैँ । दो अन्य उदाहरण ये हैं-” 
सनू७, ७'+र४नन्र५ 
सच९, ९-+४०स-४१ 
स्पष्ट है कि इस प्रकार की सस्याओं वा सबन्ध उस प्रभेय से है जो पिवेंगोरस ने 
नाम से प्रसिद्ध है। पिवेंगोरस कहाँ तक इस प्रमेय वा आविप्वारक कहा जा सकता हद 
इसकी चर्चा हम अन्यश बरेंगे। यहां तो हम केवल इस प्रकार की सस्माओंवा ही 
विवेचन करेंगे। उपरिलिखित उदाहरणों से स्पप्ट है कि यदि हम एक समकोण विमुज 
बनाएं जिसको भुजाएँ ३ और ४ हो तो कणे को छूवाई ५ होगी। इसी प्रकार पद 
मुजाएँ ७ और २४ हो तो कर्ण २५ होगा । ऊपर दिये हुए सूत्र से जितने समका्ी 
ब्रिमुज प्राप्त हागे सवकी भुजाओ को रूम्बाइयो के अनुपात परिमेय (रधधणाभे) 
हांगे। किन्तु बहुत-से समकोण त्रिमुज ऐसे होते हैं जिनकी मुजाओं की छम्बाइदी के 
अनुपात अपरिमेय (धउध०४०]) हाते है। यदि किसी समकोण ब्रिमुज के कोण रै०* 
और ६०१ के हो तो उसकी भुजाआ की छूम्बाइयो का अनुपात १ ४३ ३ होगा । 
इसी प्रकार किसी समद्विवाहु समकोण त्रिमुन (58$0८टॉ८5 वपराह्माए-गा्ाचपै 
ध्ाथ्ा्टॉ८) की मुजाओ वी लम्बाइया का अनुपत १ १ ४३ होता है। 
इस प्रकार टमे अपरिसय सस्या &/३ श्राप्त होती है। पिथेंगोरस ने इस सश्या रु 
निकट मान निकालने के लिए एक सूत्र दिया है। मान लीजिए कि य, र दो पूर्णकि 
सख्याएँ (]॥ट87थे [पणमाॉ८टा७) है, जो समीकरणो 
२ यौ-- रस्त+ १ 


अंकगणित ६९ 


2 कि न 
में से किसी एक को सन्‍्तुप्ट करती हूँ। ता व अपरिमेय संख्या $/२ का 


एक निकट मान होगा। हम यहाँ कुछ मानों की सूची देते हे-- 
यक्‍ऊ ०, रु क्र है, रेय-+र चल ४२ 


॥ 


१0 


यन्‍न ९, रच ३१, र्य-रच्लनीर; आर नह 
य न्‍्ू२, र तन में, २ेय>रतत-१; ४३ रन 
ये + ५, र न ७, र्य-र>ज्5+१; ७४२ चन्‍देईं 
ये 55१२, र ८5८१७, २य-रक्‍त--१; ४३ ऋनईट 


इस प्रकार हम ५/२ के निकट और निकट्तर मान प्राप्त कर सकते हैं 
यह उल्लेखनीय है कि पिथेंगोर॒स ने पाइचात्य संगीत का भी सुचारु रूप से अध्ययन 
किया था और उसमें गवेपणा भी की थी । उसका सबसे महत्त्वपूर्ण आविप्कार यह था 
कि किसी तन्तु वाद्य में तार॒की लम्बाई के | पर रुकने से अप्टक (004०८) का आव्वाँ 
स्वर प्राप्त होता है, $ पर पाँचवाँ स्वर और डे पर चौथा । यहाँ यह वात ध्यान देने 
योग्य है कि पूर्वी संगीत में सात स्वरों की इकाई मानी जाती है, जिसे 'सप्तक', कहते हें 
उपरिलिखित स्थानों पर रुकने से हिन्दुस्तानी संगीत पद्धति में क्रशः तार सप्तक का 
स॑ और मध्य सप्तक के प और म प्राप्त होंगे । 
हम जानते हैं कि-- 
९: इेल१--: बनाओ । 
प्‌ और सं की इसी संस्व॒रता (ल्शा7707ए) के कारण हारमोनियम (लिश्वात0- 
शांपा०) वाजे का नाम पड़ा । हिन्दुस्तानी संगीत पद्धति में भी किसी सप्तक में प्‌ 
और स को ही स्थायी स्वर माना गया है । हरात्मक श्रेढ़ी ([790770770 770287८5आ०00) 
का नाम भी इसी गुण के कारण पड़ा । हम जानते हैं कि तीन राशियाँ क, ख, ग, हरात्मक 
श्रेढ्ढी में होंगी, यदि 
क क--ख 
ग क्-ग 
इसी समीकरण में क-१, ख-> ह, ग्रह लेने से उपरिलिखित सम्बन्ध प्राप्त हो 
जायगा। पिथेंगोरस ने संगीत का इतने सूक्ष्म रूप से विवेचन किया है कि पश्चिमी 
लोग उसे संगीत का आविप्कारक कहते हें । उसने संगीत के क्षीत्र में बहुत-से 
जआाविप्कार किये, किन्तु उसकी पद्धति का विस्तृत रूप आज इतिहास के गर्म में छिप गया 


है। कदाचित्‌ संगीत-संवन्धी कुछ ज्ञान तो उसने अपनी यात्रा में मित्र देश से प्राप्त 
किया था। 


श्र गणित का इतिहास 


अपने जीवन वाल में तो पिथगोरस को घबे खाने पडे, किन्तु उसकी मृत्मु के 
उपरान्त डेल्फी की देवी (0:0० ० 02 9॥7) ने, जिसे यूनानी बहुत मानते 
थे, यह कहा कि 'पिथगारस यूनाव का सबसे बुद्धिमान्‌ और वीर पुत्र था। अर्त 
उसकी मृत्यु के लगभग दो सौ वर्ष पर्यन्‍्त, ३४३ ई० यू० में रोम में उसकी मूर्ति स्थापित 
थी गयो और उसक नाम की पूजा होने छूगी 


प्लेटो (22०) 


प्लेटो यूनान का एक दार्शनिक था, जिसका जन्म ४२८ ई० पू० में और मृत 
३४८ ई० प्रू० भ हुई थी। प्टेटो की आकाक्षा राजनीतिज्ञ बनने की थी, कित्तु मे 
समय के प्रतिक्रियावादिया की करतूतो से उसे महान्‌ बलेश होता था। इसलिए वह 
राजनीतिक क्षेत्र से अछग ही रहा और जब ३९९ ई० पू० में सुकरात ( $०८०६०) 
नी हत्या हो गयी तब ता प्लेटो ने राजनीतिक क्षेत्र को तिलाजलि ही दे दी। बत्परवार्द 
यह कई वर्ष तब यूनान, मिल्र, इटछो और सिसिली ($:८79) में घूमता रहा। 
३८७ ई० पू० के लगभग प्लेटो ने एक परिषद्‌ की स्थापना की जो आज तेक उसके 
साम से प्रमिद्ध है। परिषद्‌ का ध्येय थी दार्शनिक और वैज्ञानिक गवेषणा । 'हेटो 
जीवन भर उक्त परिषद्‌ का अध्यक्ष रहा । परियद्‌ में गवेषणा छात्र अपनी समस्याएं 
प्रस्तुत किया करते थे और प्लेटो उनका समाधान किया करता था। 
चौथी शती ई० पू० का प्राय समस्त गणितीय कार्य प्लेटो, उसके मित्रों और 
'शिप्यो हारा ही सम्पन्न हुआ था। इस प्रकार हम वह सकते है कि परिपद्‌ के द्वार ही 
गाँचवी शर्ती के पिथगोरिया और बाद के गणितज्ञों में सवन्ध स्थापित हुआ 
प्छेटा ने भी सस्याआ का अध्ययन क्या था। बिन्तु वह सल्याओ को केवल 
परिगणन कला का माध्यम नही समझता था, वरन्‌ उसके विचार में अकगणित एव 
जीता-जागता व्यावहारिक विज्ञान था । प्ठेटो की सबसे प्रसिद्ध पुस्तक गरणतत्तर 
(२८क्ए०४८) है। उक्त पुस्तक के आठवे भाग में वह एक रहस्यमय सह्या वी 
अल्छेख करता है। यह निश्चित रूप से नही कहा जा सकता कि उक्त सक्या कौतन्सी 
थी। हुछ छोया का विचार है हि दद सख्या ६०' अर्थात्‌ १९९६०००० मभी। ईसे 
सस्या का उल्लेख भारत और वब्डिन के गणितज्ञों ने भी किया है! यह समव हैं हि 
पिथगोरस ने यह सल्या अपनी यात्राओ में पूर्व से प्राप्त को हो और तत्पइचात्‌ वैंह उत्तें 
प्िष्यो द्वारा प्लेटो तक पहुँच गयी हो । 
स्टेटो वे सख्या सिद्धान्त का आधार दाइनिक था। उक्त सिद्धान्त पिेंगोरियी 
थे सिद्धान्त से बहुत मेल खाता था, किन्तु इनमें दो बातो वा अन्तर था-- 


अंकगणित द्द्े 


(१) पिथेंगोरियों का यह मत था कि संख्याओं में ही सीमा और असीम की 
कल्पना निहित है। प्लेटो का विचार था कि संख्याओं में 'एक' और बड़े, छोटे के भाव 
निहित हैं । 

(२) पिथेंगोरियों के विचार में वस्तुओं और संख्याओं में एकात्म्य (0०7059) 
है। प्लेटो का मत है कि बाहरी वस्तुओं और संख्याओं के मध्यस्थ 'गणितीयकों' 
(2/५प८४००४८०५) का भी एक वर्ग निहित है। 

प्लेटो के शिष्यों ने प्लेटो के कार्य को आगे बढ़ाया । उनमें से कई एक गणितन्न 
हुए हैँ। किन्तु उनमें से अधिकांश की रुचि ज्यामिति और ज्यौतिप में थी। तीन 
शिप्यों के नाम उल्लेखनीय हे-स्पुसियस (590८७५), जनोक्रेंटीज (>९८४०८:०४४६८५) 
और अरस्तू (8४5८०) ८) । इन गणितज्ञों ने अंकगणित पर भी पुस्तकें लिखी हूँ । 
अरस्तू का नाम तो दाझ्निकों में प्रसिद्ध है। उसकी रुचि विशेषकर प्रयोजित गणित 

(89०१ १५/०३धाणशा०४८७) में थी । उसका विचार था कि गणित का स्थान 
भौतिकी (7॥एकं८४) और भतिमानस्य (४८४४७॥एअं८४) के मध्य में है । 
उसकी इच्छा थी कि अंकगणित और ज्यामिति के क्षेत्र अठग-अछग निर्वारित कर 
दिये जायें। उसने दो पुस्तकें लिखी हैं, एक, अविभाज्य रेखाओं (॥7तएंत्न० 
/76४) पर और दूसरी यान्त्रिक प्रश्नों पर। अरस्तू को विज्ञान के इतिहास में मी 
बहुत रुचि थी । कदाचित्‌ इसी कारण उसके कई शिप्यों ने गणित के इतिहास में भी 
रुचि दिखायी है । 

५२९ ई० में सम्राट्‌ जस्टीनियस ([पर5ंगाप5) ने अपने 
में एथन्स (009९८॥५) के समस्त स्कूलों ओर इौक्षणिक संस्थाओं 
दिया और इस प्रकार प्लेटो की परिषद्‌ का अन्त हो गया। 


कट्टर ईसाईपने 
को बन्द करवा 


(२) ३०० ड्ू्‌० पु० से १००० दूं तक 


ऐंडेजेंग्ड्री सम्प्रदाय (4०८क्षातसंत्रा 5०7०० )--एलैसजेंग्डरिया मित्र का 
मुख्य पत्तन है और छूगमग १००० वर्ष से उक्त देश की राजधानी है। नगर अति 
प्राचीन है, करिस्तु आधुनिक ऐलेग्जेंण्ड्रिया एक नया नगर है जो प्राचीन नगरी के ठीक 
ऊपर बसा हुआ है। इसी कारण प्राचीन नगर की खुदाई कराने में सदैव कठिनाई 
पड़ती है। अत: खुदाई के द्वारा प्राचीन एँक्ैस्जेंण्डिया का वहुत कम इतिहास जाना 
जा सका है। इतना निश्चित है कि इस नगर की स्थापना इे३३ ई० पू० में सम्राट 
सिकन्दर (8(८५४०व८४) ने की थी और उसका विचार था कि यह नगर भैसेडोनिया 
(7४३८९०१०४४०) और नील नदी की घाटो को मिककानें का काम करे। खुदाई 


द्ट्ड गणित का इतिहास 


करने पर बुछ पुराने मन्दिरों और कद्नो के भग्तावझेप मिले है। यह मी अनुमान है 
कि किसी समय इस नगर में एक रोमन किला था और कई वडे-बडे मवन ये। इतनी 
मी पता चलता है कि किसी ज़माने में इन मवनो के नीचे अथाह घन मरा पडा थीं। 

ऐकजेंग्डर (सिकन्दर) ने इस नगर को इसलिए बसाया था कि उसकी प्रतिप्टा 
को अक्षुण्ण वनाये रखे । ३२३ ई० पू० में उसका देहान्त हो गया। दुछ दिलों तक तो 
उसके सेनापतियो ने उसके राज्य को सेमाला, विन्तु अल्प काल परचातू राज्य के तीन 
टकडे हो गये। मिल्र में उसके मित्र टॉलेमी ([200८009) का राज्य हुआ। मेंस: 
डोनिया में एंप्टीगोनस (#7/प80०0०७७) का झासन चलने छगा और उसने एशिया 
के शीय भागो पर भी अपना अधिकार जमाया। उसी समय से एँलेग्डेण्ड्रिया की खतरे 
का इतिहास आरम होता है। यह नगर ससार के वाणिज्य का वेर्द्र तो बता ही, साथ 
ही इसकी गिनती ससार के गिने-चुने वैज्ञानिक और साहित्यिक के द्वो में भी होते छगी। 
ससार के सबसे प्राचीन पुस्तकालयों में से एक इसी नगर में बना और ससार के सर्वपथम 
अन्तर्राष्ट्रीय विश्वविद्यालय की स्थापना मी इसी नगर में हुई। उन्हीं दिनो इस वंगर 
में वडे-बडे गणितज्ञ उत्पन्न हुए जैसे यूरिलड, आरक्मेडीज ओर हरेंटॉस्थवैनीश | हे 
शणितज्ञो का जीवन-चरित यथास्थान दिया जायगा। 


इरेंटॉस्थनीज (छश०४०१०७) 


इरेंटॉस्थैनीज़ भुख्यत एक भूगोलज्ञ था। उसका जीवव काछ २७६-९९४ ई० 
पू० के लगभग था। उस का जन्म साइरीन (597८7८) में हुआ, किन्तु उ्तोी 
शिक्षा एलेजेण्ड्रिया और एथेन्‍्स में प्राप्त की। मध्यकों (४८०४5) पर उसने 
चुस्तकों का भ्रणयन किया जो अब अलूभ्य है। उसने अमाज्य सस्याओं (777 
पक्र/ण४) को निकाछने की एक विधि का आविष्कार किया। यही विर्षि 
अकगणित को उसकी सबसे बडी देन थी। उक्त विधि को इरटॉस्वेंनीज की छलदी 
(870४८ ०६ 8६४0०४8८४९४) कहते हे। विधि इस प्रकार है कि पहले समस्त 
“विपम सल्याएँ लिख डाली-- 

३, ५, ७, ९, ११, १३, १५, १७, १९, २१, २३, २५, २७, २९, ३१ डर 

अब इनमें से प्रत्येक के अपवर्त्यों को काटते चे ग्रये  उपरिलिखित सस्याओं में 
३ के इतने अपदर्प्य ई--- 

९, १५, २१, २७ ! 

अत इन चारो सस्याओ को काट दिया। शोष सख्याओं में से ५ के अपवर्त्यों को 

चाटा । उनत सस्याओ में ५ का अपवर्त्य बेवछ २५ है। उसको काटने थे पहचाते, 
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जो संख्याएं बची उनमें स्‌ ७ के अपवर्त्यों को काटा और उसी प्रकार आगे बढ़ते चले 
गये। अन्त में केवल अभाज्य संगस्याएँ ही णेप रह जायेगी । 

इर्टॉस्थैनीज को गणितीय भूगोल का जन्मदाता कह सकते हैँ। उसने पृथ्वी के 
व्यास और परिधि का नाप दिया । यह नाप उस समय के उपकरणों को देखते हुए 
चहुत कुछ दीक कहा जायगा। पृथ्वी के व्यास का नाप उसने ७८५० मील दिया है। 
यह लाप छ्रुवी व्यास से केवल ५० मीछ न्यून है। इसंटॉस्थैनीज के लिए इतना 
सूक्ष्म मान दे देना श्रेयस्कर था । उसकी सूमनवूत्ष के कारण उसके भक्त उसको 
द्वितीय प्लेटो के नाम से अभिहित करने लगे थे। कुछ लोगों ने उसका नाम बीटा 
रखा था जो यूनानी वर्णमाला का द्वितीय अक्षर है। उन लोगों का तात्पयं यह था कि 
यूनानी बुद्धिमानों में उसका नम्बर २ था। किन्तु अन्य लोगों का यह मत है कि यह्‌ 
नाम उसे केवल इस कारण दिया गया था कि वह विश्वविद्यालय के छात्रालूय के कमरा 
नं० २ में रहता था। 


आकिमेडीज़ (#०गांप्रटत८४) 


आकिमेंडीज का जीवन काल २८६-२१२ ई० पू० के आस पास था। उसके पिता 
एक गणित ज्यौतिपी थे। उसने एलेंग्जेंग्ड्रिया में शिक्षा पायी। तदुपरान्त वह 
सिसिली में अपने जन्मस्थान साइरेस्यूज (5979८८५४०) में लौट आया और उसने 
अपना जीवन गणितीय गवेपणा में गा दिया । उसने बहुत से मौलिक यंत्रों का 
आविप्कार किया । जब रोमनों ने साइरेस्यूज़ पर घेरा डाला तो इन्हीं पात्रों की 
सहायता से आकिमेडीज उक्त नगर को तीन वर्ष तक वचाये रहा। जनश्रुति है कि 
जब रोमन जहाज नगर के समीप आ गये तो आकिमेडीज़ ने एक दर्पण का निर्माण 
किया। उसकी यह विशेपता थी कि उसकी सहायता से आकिमेंडीज़ ने सूर्य रश्मियाँ 
उन जलपोतों पर डालकर उनका अग्निदाह कर दिया। 

उन दिनों साइरेंस्यूज का अधिपति हँरॉन (92700) था। आककिमेंडीज का 
इससे घनिप्ठ संवन्ध था| एक लोक प्रवाद है कि हँरॉन ने अपने लिए एक स्वर्ण मुकुट 
चनवाया | उसे यह संदेह हुआ कि सुनार ने मुकुट में चाँदी की मिलावट कर दी है। 
तथ्यान्वेषण के लिए आ्किमेडीज को यह कार्य सौंपा गया। आकिमेंडीज़ कई दिन 
तक सोचता रहा। नॉद में स्नान करते समय उसे एक दिन सूझा कि जल से भरपूर 
नाँद में समान मार के सोने और चाँदी के डले डालूकर यह देखा जाये कि दोनों द्ाओं 
में कितना कितना जल नाँद के वाहर गिरता है । इन दोनों मात्राओं का अन्तर लिखकर, 


अन्तत: मुकुट को नाँद में डालकर देखा जाये कि उसके कारण नाँद का कितना पानी 
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बाहर गिरता है। उससे मुबुद्ध में मिश्रित चाँदी की मात्रा गए अनुमान हो जाथगा। 
इस विचार से हर्पोत्पुल्ल हो बह नर शरीर ही स्मानागार से ' मिल गया, मिल गया” 
दिल्टाता हुआ गली में दोड गया । 
आविरडीश गहा परता था वि कोई मो बटुत बडा भार थोडे से बल से सिसवाया 
जा सकता है। हँरॉन ने एक दिन उससे वहा हि अपने बथन नी रात्यता प्रमाणित 
करे। आविर्मेडीज् ने एक जहाझ सामान से इतता भरवाया सि अनक मजदूरा री 
राहायता वे! बिना उसका गोदी में से निवलना अतति दुष्8वर धा। तत्पश्चात्‌ ड्से 
याभ्रिया सं भरवर उसपर एक घिरनी लगा दी। घिरनी बे ऊपर एप रग्गी छपेटवर 
आविमेडीज़ उसका एक सिरा अपने हाथ में प्डकर जलयान से दूर जा बैठा। 
इस प्रवार उसने जहाज को ऐसी सरलता से सीच छिया माना जहाज अपनी शक्ति से 
समुद्र में चछ रहा हो। इसी सम्बन्ध में आकिमिंडीज़ वहा वरता था मि ' मुझे खडे 
होने का उपयुक्त स्थान दे दो तो मे सारी पृथ्वी को नचा दूँ।” गणित के विद्यार्थी 
जानते है कि उक्त कथन म उत्तोलक (7,४८४) का सिद्धान्त निहित है। 
आविर्मंडीज़ वा मुस्य कार्य ज्यामिति के क्षेत्र में है। जहाँ तंवर अवगणित का 
सबन्ध है उसवी मुख्य देन रेतगणक' (5णाते उर८८आा८्य) है। उसने पूर्णाका 
को राख्या १० के आठव घातो वे हिसाब से विस्पस्त किया। इस प्रवार उसने १० 
तक के पूर्णार) को गिवते की पद्धति निराली । उक्त पद्धति में बीजगणित का निम्न 
लिखित घाताक नियम छिपा हुआ है -- 
ककाौ->का+) 
एक बार जब भार्सेलस (?४»८८१७५) न साइरेस्यूज पर चढारईई की थी तब 
आकिमेंडीज़ ने ही अपने मानसिक बल से उसे बचाया था। उसन जत्तोलकी द्वारा 
पत्थर फेक्कर जहाज के बेडे डुवा दिये थे। जिन्‍्तु अगली वार मार्मलस ने साइरेंस्यूज 
पर पीछे से आक्रमण क्या। नगर में उस समय कोई धामिब उत्सव हो रहा था। 
नगर निवासी युद्ध के' लिए तैयार न ये। अत बही हुआ जो होना था। नगर वालों 
की हार हुई । 
आकिमेडीज के अन्त की वहाती भी बडी रोचक है। उसके विपय में यह अति 
है कि वह गणितीय भ्रइन करते समय इतना त्मय हो जाता था दि खाना-दीता तब 
भूछ जाया करता था । जब वह आग के पास बैंठता था तो चूल्हे म से राख निकालकर 
उसमे उंगली से आकृतियाँ बनाने छगता था | जब वह तैल मककर नहाता था तो 
अपने तैल युक्त शरीर पर नाखूनों से ज्यामितीय चित्र बनाया करता था! अत 
उसकी मुत्यु की कहानी पर भी छोगी को कोई आइचये नहीं होता। उसे पता चला 


अंकगणित द््सि 


फि नगर को शवों मे बेर लिया है। उस समय बह छुछ बक्ाकृनिर्या दना इदा था, 
उन्हीं में संलग्न स्व ॥ इसने में एम रोमन सिपाएी की छाग्रा उसके बूर्तों पर पड़ी । 
जानो 
ताकि भेरे बसों पर तुम्हारी छाया न पड़े ।) सिपाही को बोध आ गया और उसने 
अपनी तलबार उसके शरीर में घसेड़ दी। इस प्रकार ७५ वष यंगे 
प्राणान्त हो गया । 


पक गेंको ज्यों का स्यों र्यात यह ज्र्तता 
बह सिल्लाया मेरे दन्तों को ज्यों का स्यों इहने दो ( अवनसि यहां से हट 
पड ध्अ 


उनम्न मे उसका 


ऐपोलोनियस (#7णी०एंप5) 
जैपोलोनियस का जन्म २६२ ६० पु० के लूगमंग हुआ था। उसका मुरख कार्य 
ज्यामिति में था जिसका विवरण यथास्थान दिया जायगा। उसबग जन्म रूघु एशिया 
के पॉस्फीलिया (?077/॥०ी०) प्रदेश के पर्गा (2४९०9) नगर में हुआ था 
ओर शिक्षा दीक्षा ऐल्स्जेंप्टिया में । 
पपस (?99|॥05) एलग्जेंण्ट्रिया का एक ज्यामितिन हुआ है गिसका जीवन 
काल तुतीय णत्ती ६० था। उसने आठ भागों में एक संग्रह छापा है। उकत संग्रह 


उसने अपन पूर्वंगाभियों के गवेषणा फलों को कऋ्रमवद्ध कर 


द्ध कर दिया हैं और उनपर अपनी 
टिप्पणियां एवं व्याय्याएँ भी दी हैं । संग्रह में एपोलोनियस के कार्य का भी विवरण 


है। उक्त संग्रह से ही हमें एपोलोनियस के कार्ये का आधिकारिक बविवृत्त प्राप्त होता है। 
संग्रह के दूसरे भाग में पेंपस ने छिखा है कि एपोछोनियस ने संस्यान (7ंप्रातटावपे0॥)' 
की एक प्रणाली निकाछी थी। उबत प्रणाली वास्तव में आकिमेडीज की प्रणाली का 
ही संगोवित रूप था। इस प्रणाली में १०* को संख्याओं का आधार माना गया था। 
यही संख्या बहुत समय पहले से पूर्व में संरयान का आधार थी और यरोप की संख्यान 
प्रणाली का भी कई शतियों तक यही संख्या आधार रही। बड़ी संख्याओं के अभि- 
व्यंजन हेतु यह प्रणाठी आकिमेडीज़ के रेत-गणक से अधिक सुविधाजनक थी और उक्त 
प्रणाली से वड़ी संख्याओं का गुणन भी सुगम हो गया । इसके अतिरिक्त एपोलोनियस 
ने यूक्छिड (8प्०0) की असुमेय संख्याओं के सिद्धान्त का भी विस्तार किया था । 
निकोमेकस (]7८०ए३८०घ५) 


निकोमेकस का जन्म कदाचित्‌ जिरास नगर में हुआ था जो जरूसरूम से ५६ 
मील उत्तर पूर्व में है। उसका स्थिति काछू १०० ई० के आस-पास है। निकोमेकस 
की दो क्ृतियाँ प्राप्य हैँ ॥ उनमें से एक तो अंकगणित पर है । उक्त पुस्तक में पिथेंगोरी 
प्रणाली की छाप स्पष्ट दृष्टिगत होती है। अतः छोगों का अनुमान है कि कदाचित 
वह विद्याव्ययन के लिए एलग्जेण्डरिया गया हो । निकोमेकस के अंकयणित की टीका 


इ्ट गणित का इतिहास 


बहुत से टीकाकारों ने की है। इसोलिए निकोमेकस लेसक वे रूप में बहुत प्रमि्ध 
हो गया यद्यपि उसका अक्गणित सबन्धी ज्ञान कोई ऊंचे स्तर का नहीं था। प्रस्तुत 
ग्रन्थ में उसने सख्याओ के गुणो का विवेचन जिया है। इसके अतिरिक्त उसने प्राकृतिक 
सस्याओं के घनो (0७८४) के जोड वा भी एक नियम दिया है। उक्त तियम की 
सहायता से १ से लेकर ह्सी मी प्राकृतिक सख्या पर्यन्त की सख्याओं के घनो वा योग 
निकाला जा सकता है। 

निकोमेवस की दूसरी पुस्तक सगीत-सिद्धान्त पर थी। इन दोनो पुस्तकों के अति- 
रिक्त उसने एक अन्य पुस्तक सस्याओ के गुणों पर छिखी है, जिसके एक माग के 
थोडे-से अश्ञ प्राप्य हैँ। 


चीन और जापान 


जहाँ तक अवगरणित का सम्बन्ध है, निकोमेऊस के पश्चात्‌ यूरोप में कोई बड़े 
गणितज्ञ नही हुए। गणित की अन्य शाखाओ के विद्वानो वा विवरण यथास्थान श्व्या 
जायगा। चीन में २१३ ई० पू० के छगमग एक महत्त्वपूं घटना यह घटी कि समाद 
थी द्वागती की आज्ञा से समस्त पुस्तके जला दी गयी। उक्त आज्ञा बे अनसार यदि कीई 
व्यक्तित पुस्तकें नहीं जलाता था तो उसे लोहे से दाग दिया जाता था | उस समय हे 
बितने चीनी प्रत्य अग्नि दाह से बच रहे, आज यह बताना कठित है । सन्‌ ईस्वी मे 
आरम्म के आस पास ही चीन की प्रसिद्ध पुस्तक 'बुत्साओ स्वान किंग प्रणीत हुई, जिसमे 
अधिकाशव' क्षेत्रपको का विवेघन किया गया था! पौचवो शती ईस्‍वी में चीन और 
एशिया वे अन्य देशो में सम्पर्क स्थापित हो चुका था। ३९९ ई० में एक चीतो बौड 
फाहियान भारतवर्ष आया और १५ वर्ष इस देश में रहकर चीन छौटा। उसने अपनों 
साश दोप जीवन हिन्दू द्ृतियों के अनुवाद करने में विताया। 
जिस समय का हम उल्लेस कर रहे है, उस समय जापान ने भी अवरणिते मे कोई 

विश्येप प्रगति नहीं की। इतना पता है कि उप्त देश में उन दिनो तक नाप की कोई 
पद्धति प्रचलित हो चुके थी॥ इसके अतिरिक्त विद्वानों बा अनुमान है कि ६६० इई० 

पू० के आस पास जापान में एक सख्यातअद्धति चालू थी, जिसके द्वारा बहुत बी 
सरयाएँ भी छिसो जा सकती थी। बौद धमम के प्रसार से जापानी साहित्य पर चीन पा 

प्रभाव पहने लगा। सन्‌ ५५४ ई० में दो विद्वान कोरिया से जापान आये । ये विबिपत 

((शेलाएँग) के विशेषज्ञ थे । इसके बुछ वर्ष अनन्वर बोरिया से एक चुरोदित 
आया, जिसने जापान की रानी को ज्योतिष और विथिपत्र पर गई पुस्तक मेंट ही । 

हमो से जापान पर भोनी साजित्य शा प्रभाव दष्टिमोचर होते लगा । 
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भारत 
३२७ ई० पू० में सिकन्दर ने भारत पर आक्रमण किया। उक्त घटना ने भारत 
के साविक साहित्य और गणित को कुछ-न-कुछ अवच्य ही प्रभावित किया । विब्तु 
कितना प्रभाव पड़ा यह कहना कठिन है। उस समय तक भारत में अंकगणित विद्या के 
रूप में विकसित नहीं हो पाया था। पर हिन्दू-संख्यान-पद्धति उस समय के आस पास 
की ही उपज है। ५०० और १००० ई० के बीच में भारत में कई बड़े गणितज्ञ हुए हैं । 
उनमें से चार के नाम विशेषरूपेण उल्लेखनीय हँ--आर्येमट्ट, वराहुमिहिर, जो एक 
ज्यौतिपी था, ब्रह्मगुप्त और महावीर। इन सवकी कृतियों का वर्णन यथास्थान किया 
जायगा। 
आयं॑भट्ट 
आयेभटू का जन्म पटना के पास कुसुमपुर में ४७६ ई० में हुआ था। आयेभटट 
के तीन ग्रन्थों का पता चलता है,--द््गीतिका, आर्यमटीयं और तन्त्र । इनमें से आर्ये- 
भटीयं ही उसकी सबसे प्रसिद्ध पुस्तक है। पहली दोनों पुस्तकों की पाण्डुलिपियों का 
पता सर्वप्रथम भाऊ दाजी ने १८६४ में चलाया था।' तीसरे ग्रस्थ का नाम के 
अतिरिक्त कुछ पता नहीं चल पाया है। आर्यभटीयं इलोकों में लिखी गयी है । पुस्तक 
में पाँच अध्याय हें जिनमें से केवल एक गणित पर है, शेष ज्यौतिष पर। उक्त एक 
अध्याय में आर्यभट्ट ने अंकगणित, वीजगणित, ज्यामिति और त्रिकोणमिति के ३३ 
सूत्र दिये हैं। 
लूगमग ५० वर्ष हुए आयेभट्ट के विषय में एक विवाद उठ खड़ा हुआ था। इति- 
हासन्न अलवेख्नी ने सन्‌ १०३० ई० में लिखा था कि भारत में आयेभट्ट नाम के दो 
ज्यौतिपी हुए हें। अलवेरूती के इस कथन से अनुचित लाभ उठाकर के' (०ए८) 
ने यह सिद्ध करने का प्रयत्त किया है कि भारतीयों का गणित का ज्ञान वस्तुतः 
यूनानी गणितज्ञों की रचनाओं से प्रभावित था। आययंभटीयं के दूसरे भाग के पहले 
अध्याय का श्ीीर्पक गणित' है। के ने यह प्रमाणित करने का प्रयास किया है कि 


7... कीश्िप ॥)शू) ; 00 पाल १8७ ब्याते बपतीवापंलंपए ० धार जणा:5 


ण #ैएकीकाब, पशशेतापत 9, फिपवग742ुएएॉ-३--]ं०पामनी, 
छ०जगीे सैअंब्रांट 8$0८ां2८ए ( 7865 ). 

अजिसिएपड व्रक३, छाएीओ परशाड, फिजए $बटाशआ ए०५. ]& 7 
॥,ण7्रतैणत ( 7970 ) 


3-. ह4ए6 : +एशण१३--रं- कैजंब्तंट 500. छाए (7908) 9. 777. 
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“गणित” अध्याय आयेम्ट्टीय के शेप अद्य वे छेखव द्वारा नहीं लिखा गया है, वलत्‌ 
एव दूसरे आयंभट्ट वी रचना है। इस प्रकार के ने श्राचीन हिन्दू गणित के निम्नछिखित 
भर्मज्ा के मत को दुकरा दिया है--- हे 
भाऊदाजी, बने (720), बबर (ज्/#०४), रोडे (7२०४०), धर 
(%क/90/), शकर बालउ॒प्ण दीक्षित तथा सुधावर डिवेदी। ही 
के उन छोगो मे से था जा यदा वदा प्राचीन हिस्दू सस्क्ृति पर वीचड उछालने मे 
ही अपना गौरव जनुमव करते थे। हम यहाँ उक्त विवाद में प्रवृत्त नहीं होना चाहते! 
जिन पाठकों को इस विपय में रुचि हो वे निम्नोक्त लेसो और ग्रन्थों का अवछोकन कर 
सकते है -- 
(7 ) हए९.. फतमा 2शक्रशा20०--0॥०0४ ( 7975 ) 
(2) 7 0९ $लाहपफुक ३ कउफीयध$ 480 ५०णो-नकिणी.. (व 
7/व४ा $06 22 [ 393० ) 97. 7745-20, 
(३) 9 9 06६ ३ 7० #फएकीयछ ० 4ा कशपरारनतव 77 
(7926 ) 59-74 
(4 )--+ फएमीग्व्थ, पल ब्रपरधीणए ण पी० एगयहवनशिदे 7 89257: 
इसमें संदेह नहीं कि अलवेसनी को इस विपय मे क्ज्चित्‌ भ्रम हुआ था। जिन 
पुस्तक का उसने उल्छेख किया था वह एक ही आयेमट्ट की इृतियाँ थी और उसी मे 
भारतीय गणितेज्ञ वै' रूप में भ्याति खाम जिया है। 5 
“आय सिद्धास्त' नामक ग्रन्थ के रचयिता एक अन्य आर्यमट्ट मी मारत मे हुए 
है। उक्त पुस्तक आर्येमदीय से वडी हैं और १८ अध्यायों मे विभवत्र है। इसीलिए 
धुछ लोग उसे “महा आर्य सिद्धान्त! के नाम से अभिहित करते है और उसवी तुलना 
में 'आयंमदीय' को 'छूघ आयेमटीय! की सज्ञा प्रदान की जाती है। आयेमट् के जीवन 
बाछ के विपय में विद्यातो मे महान्‌ मतमेद है। फिर मी इतना निरिचत है कि यह लेखक 
पहले आर्यमट्ट से कई शताब्दियो पश्चात्‌ हुआ था। सम्मवत वह अलबेझूनी के समर्म 
के भी वाद मे हुआ हो। जत अलबेल्नी वा तात्पय इस दूसरे आम से कवापि सही 
हो सकता था। अतएव आर्यमट्ट से हमारा अमिप्राय उसी पहले आर्यमट्ट से होगा 
और हम उसी की इतिया पर विचार करेगे। 
आयंमटीय के प्रथम भाग का नाम दक्षग्रीविका है, जिसमे ज्यौतिषीय सारणियाँ 
दी गयी हे । दुसरे माग को आययंध्तशत कहते है । इसमें तीन अध्याय हँ--गणित, की डे 
जिया और गो5 । गणित के प्रारम में कतिषय ज्यासितीय परिमाषाएँ दी गयी हैं। 
ज़त्पश्वात्‌ वर्गेमूठ निकालने वा सूत्र आता है। गणित का चौथा इलोक इस गाए हैं 
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भागं हरेद्वर्गाचित्यं द्विगुणेन वर्गभूलेन , 
वर्गाहगें शुद्धे लब्ध॑ स्थानाच्तरे मूलम्‌ | ४ ॥ 
अर्थ--इकाई के स्थान से आरंभ करके प्रत्येक दूसरे अंक के ऊपर एक बिन्दु 
रखो। जितनी विन्दियाँ लगेंगी उतने ही अंक वर्गमूल में होंगे । मान छीजिए कि हमें 
२०४४९ का वर्गमूल निकालना है, तो इस प्रकार विन्दियाँ छगाओ-- 
र्‌ ० ४ ४ ९ 
तीन बिन्दियाँ लगीं। अत: वर्गमूल में तीन अंक होंगे। सबसे बायीं ओर की 
संख्या पर विचार करो कि उसमें से कौन-सी वड़ी-से-बड़ी संख्या का वर्ग घटा सकते 
हो | उपरिलिखित संख्या में वायीं ओर का अंक २ है, जिसमें से केवल १ का वर्ग 
घटा सकते हैं। अत: वर्गमुल का पहला अंक १ हुआ। अब वर्गममूलन क्रिया को भाग 
का रूप देकर मजनफल के स्थान पर १ रखो : 
२ ०४ ड ९ (१४३ 
१ 
. २४८० १०४ 





संख्या १ के वर्ग को निर्दिष्ट संख्या में से घटाओं और उसके अगले दो अंक 
नीचे उतार लो । इस संख्या १ के दुगने को भाजक के स्थान पर रखो । अब हमारा 
भाजक २ और भाज्य १०४ हो गया। १७०४ में से दाहिने अंक को छोड़ दो। शेप 


अंक १० है। २ से १० में भाग देने से ५ मिलता है, किन्तु ५ रखने से आगे की क्रिया 
असम्भव हो जायगी । अत: भजनफल ४ मानों और भाजक और भजनफल दोतों में 
४ रख दो। अब भाजक २४ और भजनफल का दूसरा अंक ४ हो गया । इस प्रकार 
5६६ गृुणनफंल आया । १०४ में से घटाने पर ८ मिला । शेप दोनों अंक ४० भी 
उतार छो और फिर वही क्रिया दृहराओ । इस प्रकार वर्ममरू १४३ प्राप्त हो जायगा | 
यह वर्भममूल क्रिया ठीक वैसी ही है जैसी हम लोग आधुनिक गणित में सीखते हें 
इसमें कई वार जाँच भजनफल (7रपंभे (२प०पं८१८) छेता पड़ता है। अधिकतर 
जो जाँच भाजक दृष्टिगोचर हो उससे एक अंक 


कम ही लेना चाहिए, अन्यथा आगे 
चलकर क्रिया विफल हो जाती है। 
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गणित के अगछे इोव में पन मूल (00० [२.००४) निवालने वी विधि दी गगीहै- 
अभनाद मजेंद्‌ द्वितीयातू त्रिगुणेन घनस्य मूल्यर्गेण । 
वर्गस्त्रिपूे गुणित शाध्य प्रथमादधनइच घनातूृ॥ ५ ॥ 
इलोव वा अथे एवं उदाहरण स स्पष्ट हो जायगा। मान छीजिए रि हमे १९६८३ 
वा घनमूछ निशालना है । तो पहले इस सख्या पर दाहिने से आरम्भ भले और 
दो-दा अब छोडकर विन्दियाँ छगा छी-- 


१९६ ८ रे 
रावसे वायी और हम सख्या १९ मिदवी | वह कौन-सी बडी-गे-बडी सस्या है जिसका 
घन १९ म से घट सकता है? सस्या २। अत २ यो मजनफल में रखा और उसो' 
घन को १९ में से घटा दिया-- 


१९६८३ (२ 
८ 
११६८रे 
शेप तीनो अब उतारने से अगला भाज्य ११६८३ भ्राप्त हुआ। और मूलाश रे 
हमें प्राप्त हो चुवा है। इसके वर्ग के तिगुने अर्थात्‌ १३ को जाँच भाजक (शगे 
79700०7) सानो। भाज्य ११६८३ के दाहिने दो अक छोड़ते से जाँच माज्य ११६ 
प्राप्त हुआ। ११६ में १२ से माग देने पर ९ जाँच मजनफल होता है। किन्तु $ अथवा 
< लेने से आगे की क्रिया असमव हो जाती है। अत ७ को जाँच मंजनफण माता । 
जअव मूलाश २ के तिगुने को वायी ओर और जाँच मजनफल ७ को दाहिनी ओर 
रसो । इस भरकार सल्या ६७ प्राप्त हुईं। इस सख्या को फिर जाँच मजनफ्ल ७ मे 
शुणा करो तो हमे सल्या ४६९ प्राप्त हुई। अब इस सख्या को जाँच माजेक (२ के 
नीचे, उससे दो अक दाहिनी ओर इस प्रक।र रखो और दावों को 
श्र 
श्र 
रद 
जोड दो। इस भप्रदार उपलब्ध सख्या १६६९ को सत्य भाजक (प्र7०८ फ्ाश्ण) 
कहते है । इससे उपरिलिसित 
१६६९)१ १६८३ (२७ 
११६८३ 
क्र 
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आज्य को भाग देने से हम देखते हूँ कि समजनफल का दूसरा अंक ७ ठोक उतरता 
अत्तः घनमूल हुआ २७ । 
हम एक अन्य उदाहरण लेकर इस रीति को और स्पप्ट करते हैं। मान ली 
कि हमें ३५६११२८५ का घनमूल निकालना है | तो-फक्रिया इस प्रकार होगी -- 
३५६११२८९( ३४२९ 


र्छ 
; ८६११ 
३ ०८३८७ २७ 
९२०२७ १८४ | 
२८८४ । ५७६५८ 





२८४३२८१९ 
३२१७३५०३०७२ 
९६९०९-- ८७२१ 
३१५९२१ (२८४३२८६५९ 
>< 
अभीष्ट घनमूल--३२९ 
यदि इस संख्या का घनमूल आघुनिक विधि से निकालें तो क्रिया इस प्रकार होर 


३५६११२८९ (३२९ 





२७ 
है ८६१९१ 
३ ३०० स्न_्२७०० * 
दे €(र२े० 2€ २ न्‍5 १८० 
रचना ४। ५७६८ 
२८८४ 
रथड३२८९ 
रे२२५८३००  ज॑दरे०७२०० 
हेर ३०२८९ 5 ८६४० 
 अ ८१ 
३े१०९२१ २८४३२८०९ 


>< 
दोनों विधियाँ मूलतः एक ही हैं, केवल भिन्न-भिन्न प्रकार की भाषा में छिः 
गयी हैं। 

घन मूल क्रिया के बाद आर्यमट्ट ने ज्यामिति और बीजगणित के कुछ सूत्र र*ि 
है । यतः सारा विपय पद्म में दिया हुआ है, अतः भाषा बहुत ही संक्षिप्त हो गयी है अं 


जड़ गणित का इतिहास 


उसका अर्थ निकालना भी कठिव है। च्रैराशिक ([२प्ौ८ ० प॥7८०) आयंमट्ट ने 
इन दाब्दों मे दिया है-- 
अऔैराशिक फठ रशि तमथेच्छाराशिना हव इत्वा। 
लब्घ प्रमाण मजित तस्मादिच्छा फलमिद स्थात्‌॥२६॥ 
पहली राशि को प्रमाण राष्षि', दुसरी को 'फल-राश्षि', तीसरी को इच्छान्राध 
नहते है । फ्ल राशि को इच्छा राशि से गुणा करने प्रमाण राशि से भाग देने पर 
उत्तर प्राप्त होता है! 
उदाहरण--यदि ७५ सुपारियों में १० नारगरयाँ आती है तो ३० सुपारियां में 
कितनी नारगरियाँ आयेगी ? 
बप्रमाण-राशि ब* ७५ 
फल-राशि व १० 
इच्छा-राशि | ३० 
०३३ 
उत्तर ह-। तप 5 «5 ४ नारगिया। 
'गणित” म इसके आगे व्युत्कमण नियम (उ२एं७ ० पएलटआ०॥), मिशे 
का गुणन आदि दिये गये है । यहाँ हम उक्त अध्याय का केवल एक इलोक देते है“: 
गुलिकान्तरेण विभजेद्‌ इयो प्रुस्धयोस्तु रुपक विशेषम्‌ । 
लब्ध गुलिका मूल्य यद्यर्थ कृत भवति सुल्यम्‌ ॥ २०! 
गौ आदि ढोरो को “गुलिका' कहते है और सोने चाँदी के सिवका आदि को 'हपकी 
कहते है । यदि दो व्यक्तिया के गुलिका घन और रूपक घन के जोड तुल्य हो वो यह 
नियम लागू होगा-- 
रूपक द्रव्या में से जो अधिक हो, उसमे से दूसरे द्रव्य को घटाओ । इसी वार 
गुलिका द्वव्यो मे से जो अधिक हो उसमे से दूसरे को घठाओ। पहले शेप वो दूर 
डोप से माग दो । मजनफऊ ही एक गौ कय मूल्य हागा। हे 
उदाहरण--मोटन के पास ६ गराये और १२५ रुपये है और सोहन के पास ४ गाएं 
और २७५ रपये हे । यदि दाना के सर्वधन वरावर हा तो एक गाय का मूल्य बताओ। 
क्रिया ६ गाय-४ं गांय-२ गाय, 
२७५ र०--१२५ रु० +5 १५० रु० 


रे 


हु 





अ्त्पेक गाय वा मूल्य 5८ अर्थात्‌ ७५ रू० हुआ) 


अंवागणित जण 


मु ५ 
शा या फेल ए 5.८ ६८.१ आल 
इस प्रकार पहठे वा सवबंधन ६४७५७ ५5२७५ 
>>, श् प्रा 
0० 58 + 8 
नस द्स्रे रेधा सर्यधन -« ५७७४ था 
आओद दूसरे दा संंधन्‌ ८5४५. 3५; ५७५ 
हर 8 हक अर 
मु 
ब्रद्यगृप्त 


ब्रह्मग॒ुप्त का जीवन काल ५०८-६६० ६० माना जाता है। कदाचित्‌ उतत्त शती 
का सबसे बड़ा हिन्दू गणितम बही बा। इसका कार्यक्षेत्र उज्जैन था। इसने 
तीस वर्ष की अवस्था में ही अपने प्रस्प ब्राद्मास्फुट सिद्धान्त की रचना की थी । उबत 
भून्य में इबशीस अव्याय है, जिनमें से दो अध्याय गणित पर है भीर णेप ज्यीत्तिष पर । 
इन दोनों अध्यायों में अंकगणित, वीजगणित और ज्यामिति के अनेक सूत्र दिये हुए 
है। इन अध्यायों का अंग्रेजी अनुवाद कोलबुक से किया है। देसिए--- 
पे. ॥. टणलआण०ण:९: 9०797 एांपी कैगंपिालांद गाते री लाउप्रयतता 
दि०॥ "० $ शर्त 0 उघ्ीतरावएुएए्ञा॥ बाते फीजनद्धाव-ोंणातैणा 8 77. 
उक्त अध्यायों के अंकमणितीय भाग में ब्रह्मगुप्त ने वहुत से प्रकरण दिये हैं, जैसे 
घन मूल, गुणन की चार विधियां, वर्ग, घन, मिन्न, अनुपात, त्रराशिक, विपम- 
संस्या राशिक, व्याज, व्युत्कमण, शून्य, अनन्त, अनिर्णोत रूप (एावरत८छापरंए- 
९ऐ ए0प05) । 
इस विपय सूची से पता चलता है कि उस समय के हिसाव से हिन्दू गणित ब्रह्मगुप्त 
के कार्य काल में अपनी पराकाप्ठा को पहुँच गया था । इसी कारण ब्रह्मगुप्त का केवल 
भारतीय गणित में ही नहीं, वरन्‌ विष्व-गणित के इतिहास में एक विद्येप स्थान है । 
यहाँ हम ब्राह्म स्फुट सिद्धान्त, सुधाकर द्विवेदी, बनारस (१९०२) में से कुछ 
ब्लोक देते हैं। गणिताध्याय के पु० १७८ पर यह इक आता है जिसमें त्रैराशिक का 
नियम दिया हुआ है--- 
त्रेराशिके प्रमाणं फलमिच्छाय्न्तयो: सदृशराणी । 
इच्छा फलेन गुणिता प्रमाणभकता फर्ल॑ भवति॥ १०॥ 
अर्थ--इच्छा को फल से गुणा करके प्रमाण से भाग देने पर उत्तर प्राप्त होता है । 
उदाहरण--यदि ३ सेर दूब २३ रु० में आता है तो ८३ सेर दूध कितने में 
आयेगा ? 


प्रमाण जी 
फल र्‌ ्ड ठ 


इच्छा पतन ८ 


॥| 


७६ गणित वा इतिहास 


उन दिना इन राक्षिया का इस प्रयार सारणी के रुप में रसा जाता था-- 


३३ | २ | ८ 
[३ डा 
बे ४ 


सूक्ष्म भिना के रूप में ये राशियाँ इस प्रशार लिखी जायेंगी--- 


| 


28.। १६ ३७० 
पा 


[0 | 





दूसरे और तोसरे मिन्ना का गुणा करक पहल स भाग देने पर हमें आप्त होता है- 


११.७१ 
| 0 । 
ब्प 
ड्लै 


भिश्नो को गुणा करने का वहीं नियम था, जो आजबलू है। 'गुणकों कैह! 
को भाजक में ले जाओ और भाजव' क हर को गुणको में छे जाओ ॥/ इस प्रकार 
- १११७० ३_ ५१ ६० 
१श्ऋ्कर ८ 
ज+६ ३७५ रु० 
मिथ समानुपात (0०ग्राफु॒णण्रठ ज्ञा्कुणाप्रण)) को हिन्दुआ ने विशेष गः 
दिये हुए थे! प्रश्नों में जितने पदा का प्रयाग हाता था उसी हिसाब से नाम दिय थी 
थ, जैंस पचराशिक, सप्तराशिक, नवराशिक, कभी कमी इन सब तियमा की ए 
साविक नियम विपमराशिक ([२ए८ ०६०00 स्थ्या0$) के अन्तर्गत दिया जाती था 
पैराशिक क पहचात ब्रम्हगुप्त ने व्यस्त श्रैराशिक और तदुपरात्त विषम शरक्षि 
दिया है। 
व्यस्त तैराशिक फलमिच्छामकत प्रमाण फ्डघात | 
चैराशिकादिपु. फल वियमष्वकाइश्ास्तपु ॥ हैश्वा 
फुल सक्मणमुमयतो बहुयशिवघा:ल्पवघहतो ज्ञेयम्‌ ) 
सक्लेप्वव मिजेपूमयनश्च्छद सक्ररणम ॥ श्रवा 
ब्यस्त वैराशिक--प्रमाण को फल से गुणा करके इच्छा स भाग दा। 


उत्तर 


अंकगणित 


७९ 
उदाहरण--यदि १५ मालाएँ हों जिनमें से प्रत्येक में १९ मोती हों तो अट्ठारह 
अट्ठारह मोतियों की कितनी मालाएँ वन सकती हे? 
प्रमाण जः १५ 
फंल लत श्र 
इच्छा. न्‍्ू १८ 


सारणी में ये राशियाँ इस प्रकार व्यक्त की जायँंगी--- 
| 
| १५ १९ ३८ 
6 अप की. 5: कल 3 कम! पक करट बह 


७ | ्‌ 
बेर अकस इज 


१० मालाएँ । 
१्८ 


विपमराशिक--फलों का हेर-फेर करो । जिस ओर के पद अधिक हों, उस जो 
के पदों के गुणनफल को दूसरी ओर के पदों के गुणनफल से भाग दो । समस्त भिकह्न 
के हरों का हेर-फेर कर दो। 

इस नियम में अज्ञात राशि के स्थान पर ० रखा जाता था। 

उदाहरण--यदि १०० रु० का १ महीने का सूद ३ रु० हो तो २४ रु० का 
चर्प में कितना सूद होगा ? यदि सूद और मूलघन दिया हो तो समय कैसे निकालोगे 
यदि समय और सूद दिया हो तो मूलघन कैसे निकालोगे ? 

यत: ३ वर्ष--३६ महीने, अत: प्रमाण पक्ष यह हुआ--- 

१०० ०, १ महीना, ३ रु० (फूल) 

और इच्छा पक्ष इस प्रकार हुआ-- 

र४ रु०, २६ महीने, ० रु० 


सारणी के रूप में हम इन पदों को इस प्रकार व्यक्त करेंगे--- 


१०० श्४ 
* रे द्नेद 
डे ० 


फलों का हेर-फेर करने से इस सारणी का यह रूप हो जायगा--- 


२०० 
५२ 


0 


न्प्ए शा 


न्पण थी ८ 


छ्८ गधित का इतिहास 


आप यदि ० गो गिता ने जाय सो दाहिने आर ने वर अधिक है । इसरो गुणारर 
३५९२ है। बापी और शा यृघव 7५5 १०० है । इससे २५९३ का भाग देने पर उत्तर 
न्प्र २ 
१०० 
हमने उत्तर आपुतिर पद में दिया है। श्राघीन पति में उा उत्तर इस 
प्ररार टिया जायगो>+- 


अत २५९२ ?० हुआ। 


शत 


न 
जे 


प्‌ 





समय निशासना +- 
प्रमाध पक्ष १०० २० १ महीता ३ २७ 
ट २३ 
इच्छा पक्ष २४ २० ० गद्ता रषर्‌रर 


पद्ठी या सारणी रूप-- 





१०० र४ 
डर पु] 

३ ६४८ 
२५ 


फ्लो के हेर-फेर से सारणी का यह रूप ही जायेगा-- 





१०० श्ध 

१ ० 

६्डट ३ 
& 


बायी ओर तीन पद हैं और दाहिनी आर दा । अत वायी ओर वे ५३ के गुणन- 
फल को दाहिनी ओर वे गुणनफ्ल से भाग देना है। हर २५ ने स्थानास्त रण से पद 
फा यह रूप हा जायगा। 


श्‌ू०० श्ड 
रे ० 
ह्ड्८ट ३ 


डर 


७९ 


है ८ 95६४८ दर 
है 990५४ 0 पट >> 2 दर महीने 
२४४ ३०७ २५ 





ञागया। 


मूलधन निफालना -- 


प्रमाण पक्ष--१०० र०, १ महीना, ३ रू० 
बज 5५44८ 
इच्छा पदक्ष--+ ०४०, ईेई महान, “7; (7 ह० 


पदों का सारणी रूप 


२०० 0 
१ २६ 
है. दर ४८ 
२५ 
फलों के हेर-फेर के पश्चात्‌ सारणी का रूप यह होगा--- 
१०० ० 
५ ३६ 
६४८ डे 
बज 
हरों के हेर-फेर के पश्चात्‌ सारणी का रूप यह हो जायेगा--- 
५१०० ० 
५ ड्र्द्‌ 
६४८ ३ 


र५ 
पदों की संख्या वायीं ओर ही अधिक मानी जायगी, क्योंकि दाहिनी ओर एक 
है जिसका अर्थ पद का अभाव माना जाता है। 
न १००२८१>६४८ _ 
आंत इक 


चैराशिक भी. विपमराशिक का ही एक विशिष्ट रूप है। यह वात स्पष्ट रूप से 
ब्रह्मगुप्त ने कही थी । 


शून्य 


<० गणित का इतिहात्त 


महावीर 
उस समय के भारत के गणिताचार्यों में महावीर का नाम भी उल्देसनीय है। 
इसके जीवन बाल की ठीक-ठोक अवधि नहीं दी जा सकती। अनुमान है ति यह 
राष्ट्रटूट बच्च के एक राजा के राजसमासदये में से या । मदावीर के उक्त बआाथबदाता 
बा नाम अमीधवर्ष था और वह मैसूर में राज्य करता था । उसव्रा राज्यवाल सती 
धाताब्दी पूर्वार्ध मे आरम हुआ घा। अत हमारे विवल्पानुसार महावीर का स्थितिकाल 
९ वी इताव्दी का पूर्वार्ध ही था। इस प्रकार महावीर वा कार्य काल ब्ह्मगुप्त से दो 
शताब्दी पश्चात्‌ का ठहरता है। 
यह निश्चिन्राय है कि महावीर अपने पूर्वज गणितज्ञ ब्रह्मगुप्त के कार्य से अमिने 
था। इसने ब्रह्मगुप्त के प्राय समी फ्लो का स्पष्टीकरण किया है। इसके अतिरिवा 
इसने बहुत से नये नियम भी गणितीय जगत को दिये हेँ। दक्षिण भारत में इसके 
कार्ये की बडी रुयाति है। इसका सर्वप्रसिद्ध ग्रन्थ गणित सार सम्रह'है। इस पत्य 
का एक संस्करण मद्गास से रगाचार्य ने १९१२ में निशाछा था । 
गणित सार सप्रह में ९ अध्याय हैँ। पहले अध्याय में नाप तौल के पैमाने, आधार 
मूत क्रियाओं के नाम आदि सुलभ है । तत्पश्चात्‌ महावीर ने गुणन की चार विधियाँ 
दी है । इनके अतिरिक्त एक पाचवी विधि का भी उल्लेख किया है, जिसका नामक 
“क्रपाट सन्धि' कम गया है। किन्तु उक्त क्रिया का स्पष्टीकरण सही किया गया 
है। इसके पश्चात्‌ महावीर ने इन क्रियाओ का विवरण दिया है--+ 
तिर्यग्गुणन, लम्बा भाग, वर्गेण, घतन, वर्गेमूल, भिन्न जिनको इसने ६ जातियों में 
विभाजित किया है, इकाई भिन्न, बैराशिक, व्यापार गणित, विविध प्रग्त और घूस 
सबन्धी ज़ियाएँ। 
इन प्रकरणों में एक प्रकरण इकाई भिन्न” आया है। यह ऐसे मिन की बहते हैं 
जिसका अश १ हो। उक्त भिन्न का प्राचीन नाम 'स्पाझक राशि है। महावीर ने 
कई नियम दिये हे जिनके द्वारा क्सी रूपाणक मिन्न को कई रूपाशक मिन्ना में विभति 
किया जा सके । 
(१) १ को स सख्या के रूपाशक मित्र में विभकत करता ++ 
रूपाशकराशीना रूपाद्यस्त्रियुणिता हरा क्ष्मग । 
डिद्विश्यज्ञाम्यस्ता वादिमचरमो फले रूपे ॥ छ५॥ ५ 
नियम--१ से आरम करके ह से गुणा करते जाओ और इस अकार से सस्श५+ 
लिख डालो -- 


अंकगणित 


८९ 
१ १ ! अल 
१, डा गे य््रि । दर ४ न है! 
अब पहले हर को २ से और अन्तिम हर को $ से गणा करके समस्त भिन्नों को 
ठ्दी। 
१. १ १, १२ १ २ 
0 6 अं कल 5 आय 4 


(२) १ क्रो एक विपम संस्या के झपांशक भिन्नों में विभकत करना--- 
एकांगकराश्ीनां हाा झुपोत्तरा मवन्ति हरा: । 
स्वासन्पराम्यस्तास्सर्वे.ं दलिता फले रूपे ॥७७॥ 

नियस--२ से आरंभ करके १ बढ़ाते जाओ और इन राशियों को रुपांशक भिन्नों 
 हरों के रूप में रखते जाओ। यतः भिन्नों की संख्या विपम रखनी है, अतः अन्तिम 
र श्स होगा-- 


० कि शिशल मी 
इ१छक9पचघा *' * उस-९ + श्स 


प्रत्येक हर को अगले हर से गुणा करके आघा कर दो । अन्तिम हर के आगे कोई 
प्रीर हर नहीं है, अतः उसे गुणा नहीं करना होगा, केवल आधा करना होगा--- 
र्‌ 
05002 ९ हा 


हाय ताक कट सका 
२.१.४ ३.४. 


“पक्ष-रारू३ | ऋूई 
श्स--१) रस.६. रस. | 

(३) एक रूपांशक भिन्न को कई रूपांशक भिन्नों में विभक्त करना--- 
लब्धघहरः: प्रथमस्यच्छेद: 


सस्वांशको5यमपरस्य । 
प्राकृस्वपेरण. हतोब्न्‍्त्य: 


स्वांशनैकांशके योगे॥ ७८ ।॥। 
यहाँ हम इस नियम की एक विश्विप्ट दशा देते हँ--- 

प्रत्येक हर दो पूर्णाकों का गुणनफलछ होगा । पहला हर दिये हुए योग के हर 
और उसके अगले पूर्णाक का गुणंनफल, दूसरा हर इस अगले पूर्णाक और उसके अगले 
पूर्णाक का गृुणनफल होगा । अन्तिम हर में एक ही पूर्णाक होगा । 

उदाहरण--मान लो कि हझ; के ७ टुकड़े करने हैं । तो एकात्म्य निम्नलिखित होगा-- 

पक पड कर अ  क मी  औ 7 मी 

हब 584 कप 78326 मठ हू >32 48 हि 

महावीर ने इसी प्रकार के और भी कई नियम दिये हें ।॥ महावीर के अतिरिक्त 
और किसी भी भारतीय गणितज्ञ ने इस विपय को स्पर्श भी नहीं किया है । 





हज 


<२ गणित फा इतिहास 


महावीर ने मित्रो पर अनेक प्रइन बनाये हे जिन्हें बहुत ही रोचक मापा मे प्र्ुत 
किया है। यहाँ हम कुछ नमूने देते हे। 
फलमारनअ्रकम्न झालिक्षेत्रे शुकास्समुपविष्टा' ॥ 
सहसोत्यिता मनुष्ये सर्वे सन्व्रासितास्सत्त ॥ १२॥ 
तेषामर्घ प्राचीमास्नेयी प्रति जगाम पडुमाग 
पूर्वाग्नेयीशेष स्वदछोन स्वार्धवजितो यामीम्‌ ॥ १३॥ 
याम्याग्नेयीशेप' स॒नैकऋैति स्वद्धिपम्वमागोन । 
यामीनैऋत्यशक्परिशषो वास्णीमाशाम्‌ ॥ १४॥॥ 
नैऋत्यपरविशेषों वायब्या क्षस्वकत्िसप्ताश' ! 
वायव्यपरविशेषो. युतस्वसप्साप्टमः. सौमीमु॥ १५॥ 
वायब्युत्तरयोर्युतिरेशानी स्वत्रिमागयुगहीना । 
दक्षगुणिताप्टाविशनिरवश्षिप्टा व्याम्नि कति कोरा ॥ १६॥ 
भावार्थ--एक धान के खेत में, जिसका दाना पक चुका था और बालें बोझ से 
झुकी जा रही थी, तोतो का एक झुण्ड उतरा। रखवालो ने उन्हें डराकर उडा दिया। 
उनमें से आधे पूर्व दिशा को चले गये ओर ह दक्षिण पूर्वे की ओर । इन दोनो के अन्तर 
में से अपना आघा धटा कर जो बच रहे उसमें से फिर उसी का आघा घटावे पर 
यच रहे, वे दक्षिण दिशा में गये । जो दक्षिण गये और जो पूर्व दक्षिण-पूर्व गये 
अन्तर में से उसी का दुे घटाने से जितने वच रहे, वे दक्षिण-पश्चिम गये। 
दक्षिण गये और जितने दक्षिण-पश्चिम गये जितना इन दोनो का अन्तर हो, 
पदिचिम गये | जितने दक्षिण-पर्चिम गये और जितने परिचिम गये उनके अन्तर 3 
उसी का ३ जोडने से जो आये, उतने उत्तर-पश्चिम गये ॥ जितने उत्तर-पर्चिम गए 
और जितने पश्चिम गये उनके अन्तर में उसी का £ मिलाने से जो फल अधि उन 
उत्तर गये। जो उत्तर-पश्चिम गये और जो उत्तर गये, उनके जोड में से उसी वा इ 
घटाने से जो प्राप्त हो उतने ही उत्तर-पूर्वे गये। और २८० तोते आकाश में 
रह गयें। तो कुल मिल्यकर झुण्ड में कितने तोते थे २ 
(२) आतनीतदत्या अ्रफलानि पुसि श्रागेक्मादाय पुनस्तदर्धभ्‌ 
गतैअ्पपुत्रें च तथा जघन्यस्तत्रावशेपार्धेभथों तमन्‍्या ॥३३ १३ 
आवार्थ---एक व्यक्ति घर पर कुछ आम लाया। आते ही उसके ज्येप्ठ पुत्र 5 
एक आम खा लिया और फ्रि जितने आम बचे, उनके आधे खा लिये / जितने आम बच 


३ गणित सार सप्रह, प०४ट १ 
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नके साथ छोटे लड़के ने भी वैसा ही व्यवहार किया। जितने आम बच रहे 
भी आधे वही लड़का खा गया और शेप वड़ा लड़का खा गया। बताओ पिता 
( आम लाया था ?* 
यह प्रइन अनिर्णीत है। 
(३) सप्तहते को राशिस्त्रिगुणो वर्गीक्तः शर्रे्युक्तः । 
त्रिगुणितपञण्चांशहतस्त्वधघितमूले च पज्चरूपाणि ॥२८७॥। 

वह कौन-सी राशि है जिसको पहले ७ से भाग दें, फिर ३ से गुणा करें, तव उसका 
' करें, तव उस फल में ५ जोड़ें, फिर द५ से भाग दें, तव उसका आधा करें और 

में उसका वर्गमूल निकालें तो संख्या ५ प्राप्त हो ? 

(४) शून्य के विपय में महावीर कहते हें कि--- 

ताडितः खेन राशि: ख॑ सो5इविकारी हतो युतः ॥ 
हीनो5पि खबधादि: ख॑ योगे ख॑ योज्यरूपकम्‌ ॥ ४ ९ ॥। 

“यदि किसी संख्या को शून्य से गुणा करें तो फल शून्य होता है। किसी भी 
ए को शून्य से भाग दें अथवा उसमें शून्य जोड़ें या उसमें से शून्य घटायें तो संख्या 
की-त्यों बनी रहती है। गुणा और अन्य क्रियाओं से शून्य का शून्य वना रहता 
केन्तु यदि शृन्य में कोई संख्या जोड़ें तो फल वही संख्या हो जाता है ।”* 

महावीर के उक्त कथन में से यह वात ग़छूत है कि किसी संख्या को शून्य से भाग 
पर भजनफलछ शून्य होता है। 

. अन्य देश 
हम ऊपर भारतीय गणितज्ञों की अंकगणितीय कृतियों का दिग्दर्शन करा चुके 
अन्य देझ्षों में उस समय लोग ज्यामिति और ज्यौतिष पर अधिक ध्यान देते थे। 
दिनों बरदाद भी विद्याध्ययत्त का एक केन्द्र था। वरदाद के वादशाह अलमंसूर 
!१९-७७५) के राज्यकाल में एक भारतीय विद्वान्‌ जिसका नाम कदाचित्‌ कन्कः 
' बरदाद गया। वह अपने साथ एक गणितीय ग्रन्थ ले गया था जिसका नाम वहाँ के 
भलेखों में 'सिन्द हिन्द' दिया हुआ है। यह संभव है कि उक्त ग्रन्थ क्रम्हगुप्त का 
हा सिद्धान्त! रहा हो और 'सिद्धान्त' का ही विक्ृत रूप 'सिन्द हिन्द! वन गया हो । 
१. गणित सार संग्रह, पृ० ८२४ 


२. तन्नेव, पु० १०२ ॥ 
३. लत्नंच, पु० ६१ 
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चित्र (४--बोगिदस अक्गणित को पांडुकिपि । 
[जिन दण्ड कम्पनी यो अनुरत से डेडिड यूजीन स्मिथ शत 'दिरी शौक मेंपटितत' सै प्रत्युव 
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यरोप में उन दिनों व्यापार विनिमय तेज़ी पर था । अतः वहाँ व्यापारिक अंक 
गंणित को ही विकास हो रहा था । उन दिनों का रोम का एव गणितज्ञ, जिसका नाम 
चोथियस (002८0७) था, उल्लेखनीय हैं। उसने अंकगणित, ज्यामिति और संग्रीत 
पर परतकें लिखी हें । उसका अंकगणित निकोमेकस की कृतियों पर और ज्यामिति 
यूबिलड के एलीमेण्ड्स' (ट]लााला७) पर आधृत है । एक अन्य गणितज्ञ 
अल्कुइन (#८एा॥) हुआ है । उसका जीवन काल (७३५-८०४) था । उसने 
इटली में शिक्षा पायी और यॉक (०7) में अध्यापन कार्य किया । उसकी 
कृतियाँ अंकगणित, ज्यामिति और ज्यौतिप पर हें। उसकी विशेष प्रसिद्धि इस वात 
से हुईं कि उसने पहेलियों का एक संग्रह तैयार किया। लीडेंन ([.29०ं०)) में एक 
पाण्डुलिपि मिली है, जिसमें उक्त पहेलियाँ दी गयी हें। यह सन्दिग्ध हैं कि उक्त 
पाण्डुलिपि अल्कुइन की ही है। यदि हो भी तो छोगों का अनुमान हैं कि उसने ये 
पहेलिंयाँ किसी प्राचीन ग्रन्थ से नक़ल की हैं। 

रोम के पतन के साथ-साथ ऐंलेग्जेण्ड्रिया के पाण्डित्य का भी सूर्यास्त हो गया। 
इसके अतिरिवत सन्‌ ६४२ में भयंकर आग लगी, जिससे एँलजेंण्डिया का पुस्तकालय 
जलकर भस्म हो गया और इस प्रकार ऐंलेग्जेंप्डरी विद्या प्रणाली का अन्त हो गया। 


( डे ) २००० से १४५०० र्ड ० तंक 

जिस समय का हम उल्लेख कर रहे हें उसके पूर्वार्घ में यूरोप में मौलिक कार्य तो 
चहुत कम हुआ, किन्तु अनुवाद बहुत हुए। यूरोप महाद्वीप में बहुत-से अनुवादक 
उत्पन्न हो गये। उन्होंने पूर्व के वैज्ञानिक ग्रन्थों का अनुबाद किया । यूनान और 
अरब के बहुत से ग्रन्थों का अनुवाद हुआ । ठालेमी के अल्माजस्त (0)7722८६६) 
का अनुवाद विज्ञेप उल्लेखनीय है | इटली के घेराडों (5706०) ने तो टोलेडो 
(70०१०) तक की यात्रा केवल अल्माजस्त के अध्ययन के कारण ही की थी। 
उसने अल्माजस्त और यूक्लिड की ज्यामिति का इटेंलियन भापा में अनुवाद किया । 
इंग्लेण्ड के ऐडीलार्ड (830८५70) ने यूनान, लूघु एशिया और मिस्र की यात्रा की 
और इन देझ्षों से बहुत से गणितीय ग्रन्थ अपने साथ लाया । उसने यूक्लिड का लॉटिन 

(.00॥) में अनुवाद किया और अलूख्वारिज्मी के अंकगणित पर टीका लिखी । 
यों तो स्पेन (597) में भी उन दिनों कुछ गणितज् हुए, किन्तु उनमें से 
थोड़े सों के ही नाम उल्लेखनीय हें । उक्त देद में कई यहूदी गणितज्न-भी हुए हैं। 
वासिलोना (39:८८०४७) के सवासोर्दा ( ५३७7०४४००५) का जीवनकाल कदा- 
चित्‌ १०७० से ११३६ ई० तक था। उसकी सबसे प्रसिद्ध पुस्तक एक विश्वकोप 
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(एल ४०फ०त।2) है. जिसमें ज्यामिति, अशगणित और गणितीय भूगोल ही 
समावेश है। श्वी बेन ऐशरा ([स्थंत्र छला पथ) एक बहुत प्रसिद्ध विद्वात्‌ हुआ 
है जिसने समस्याओं, तिथिपत्र, ज्यौतिष और माया वर्गों (0/४.४८ 547४०) परवई 
अन्य लिखे है। उसका सबसे प्रसिद्ध ग्रन्थ राफर ह मिस्पार' है! उक्त ग्रन्थ ह्दि 
अबगणित पर आधृत है। 

तेरहवी शती ई० में उत्तरी अफ्रीका में भी एक गणितज्ञ अछमर्राकुशी नाम का 
हुआ है। उसके सबसे प्रसिद्ध ग्रन्थ वा नाम 'ताल्चीस' है जो उसने अक्गणित १९ 
लिखा है। स्पेन के उस समय के गणितज्ञो में अलवछ सादी का नाम उल्लेस्य है। 


उसकी कृतियाँ अक्गणित पर और सस्या सिद्धान्त पर है । 

तेरहदी शताब्दी में यूरोप ने करवट छी और घताब्दियो वी नींद से जागा। 
श्थान-थान पर आधुनिक ढंग के विश्वविद्यालय बननें लगे । पेरिस, ऑक्सफोई 
(0:4070) और केम्ब्रिज (टथाफप्रते8०) ने! विश्वविद्यालयों की स्थापी 
इसी शताब्दी में हुई। विद्यार्थी अक्ृणणित वोधियस (900॥९05) वी प्रधाली से 
सोसता था, ज्यामिति यूक्लिड नी प्रणाली से, ज्यौतिप टोलेमी की प्रणाली से और 
संगीत पिथंगोरस की प्रणाली से । 


पिसा का ल्योनार्डो ([.०्णाण१० ० ९४०) 


ल्पोनार्डो फिवोनाकी ( ॥,००गाते० क्90ाग्ट्ल ) १३ चीं शताब्दी का 
एक बडा गणितज्ञ था। उसका जन्म पिसा नगर में ११७० ई० के रूगभग हुआ और 
मृत्यु १२५० के आस पास हुई। उसका पिता उत्तरी अफ्रीबा के तटवर्ती नगर बुगियां 
का तिवासी और एक प्रतिष्ठित नागरिक था। स्योना्डों में आधमिक गिक्षा 
दुणिया मे ही पायी। तत्पस्चात्‌ उसने यूरोप के बहुत से देशों वा भ्रमण जिया और से 
१२०२ ई० में वह पिसा छौट आया और छौटते ही अपने प्रसिद्ध ग्रन्थ लिवर अबाकी' 
की रचना की, जिसमे उसने प्रारभिक अच्गणित और बीजयणित का विवेचन गिया हैं । 
उबत ग्रस्थ यूरोप वालो ने वडे चाव से पढा और उक्त महाद्वीप के बहुत से विद्वानों ने 
उसके आधार पर बई अन्य ग्रन्थ लिखे । उक्त पुस्तक में १५ अध्याय है--- 
हिन्दू सख्या लेखन और पठन-पद्धति । ५ पूर्णाकों का भाग। 
पूर्णाको का गुणन । ६ पूर्णाशे का भिन्नो द्वारा गुणता 
पूर्णाकोी का जोड ७ भिन्नो का व्यवहार। 
पूर्णाफोी का घटाना। < बस्तुओ के मूल्य ! 


नए #० जे 
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“९, अदला-वदली (प्राचीन भारतीय १२. भाषायुक्‍त प्रश्नों के हल । 
पद--भाण्ड प्रति भाण्ड अर्थात्‌ १३. मिथ्या स्थिति नियम । 


बर्तन के बदले बर्तन) १४, वर्ग और घन मूल । 
१०. साज्ञा। १५. मापिकी ([/(आपध5्प्रा४0०॥) 
११. मिश्रण (#842809) । और वीजगणित । 


ल्योनार्डो बहुधा अपने नाम के आगे विगोलो' लिखा करता था। टस्कनी 
(7फट्शाए) में विगोलो का अर्थ है पर्यटक । ल्योनार्डो यात्रा बहुत किया करता 
था। संभव है उसने इसी कारण अपने नाम के आगे यह उपाधि लगायी हो । किन्तु 
कुछ लोग इसका दूसरा ही कारण वताते हैँ । 'बिगोलो' का एक अर्थ मूर्ख भी है। 
अतः वह जिन विद्वानों का छात्र नहीं रहा था, वह उसे जलन के मारे विगोलो' कहा 
करते थे। और वह भी यह दिखाने के लिए अपने आप को बिगोलो लिखने लगा 
कि दिखो, एक मूर्ख क्या-क्या कर सकता है।” सन्‌ १२२५ में उसे सम्राट्‌ फ्रेडरिक 
(9:०त८पंट:) द्वितीय के दरबार में उपस्थित किया गया । उक्त अवसर पर दरबार 
में एक गणितीय दंगल भी किया गया । जिसमें पेलमों (9८८००) काजॉन (]०77) 
कठिन प्रश्त करता था और ल्योनार्डो उनका हल करता जाता था। वाँकम्पनी ने 


ल्पोनार्डो की कृतियों का दो भागों में सम्पादन किया है जो रोम से सन्‌ १८५७ और 
१८६२ में प्रकाशित हुई। 


यूरोप ( 72०४०७० ) 


इग्लें्ड में एक गणितज्ञ सेकरोबॉस्को (53८:0905८०) नाम का हुआ है 
जिसका प्रवेश १२३० में पेरिस विश्वविद्यालय में हुआ। उसने गोले पर एक ग्रन्थ 
लिखा है जो अपने समय- में बहुत लोकप्रिय सिद्ध हुआ । इसके अतिरिक्त उसी के द्वारा 
यूरोप के वहुत-से विद्वानों को हिन्दू अंकों का ज्ञान हुआ। 
फ्रांस में १३ वीं शताव्दी में कोई बड़ा गणितज्ञ नहीं हुआ । केवल एक 'विलेद्यू 
(ए्ाव्तैद्वापण) के ( #5शाता८ ) डेएज्ेद् का नाम उल्लेखनोय है। यह 
पेरिस में अध्यापक था। इसने लॉटिन पद्म में एक रूघु पुस्तिका अंकगणित पर 
लिखी है जिसके द्वारा हिन्दू अंकों की ख्याति दूर-दूर तक फैल गयी। १२७५ के 
लगभग फ्रांस की पाटीगणित की पहली पुस्तक-प्रकाशित हुई । 
१४ वीं शताब्दी में कुस्तुन्चुनिया ((ए४थआपं7०9०) में एक यूनानी भिल्षु 
हुआ है जिसका मौलिक नाम मेनुऐल प्लेन्यूडइस (]/०सप्ों 29]99प665) था। 
भिक्षु होने पर उसने अपना नाम मेंव्सिमस प्लेन्यूडस (/9०9णप5 ए9904०७) में 
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परिणत बर छिया। वह अपने समय का लटिन का बडा भारी विद्वान्‌ समझा जाता 
था। उन्त दिना वेनिस (४८॥02) ने पीरे (007८) के जीवोआ विवास पर अधिमण 
किया था। उसवा प्रतिवाद करने के लिए मक्सिमस की राजदूत वनाकर वेनिस मेतरा 
गया। प्हॉन्यूइस ने साहित्यिक और घामिक विपयो पर अनेक ग्रन्थ दिखें है। उसे 
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दित्र १५-पंत्रोवॉस्पो पर एक हस्तक्तिपि से ३ इसमें संस्याक स्पष्ट दिाई पद रहे हैं । 
[ जिन ९८ कम्पनी बी अनुमति से टेविड यूजीन रिमथ शत 'हिस्दी झाफ मेपेर व्टिस 
सै प्रयुस्पादित $] 
अब गलित पर मी एवं प्रस्थ लिणा है जो हिन्दू थत्री पर आपूत है उसने उक्त प्रत्य 
मे ए्वोडाए रिया है हि उसने नो अरों कौर शून्य के चिह्ठ हिंदू रणित से लिये हैं 


इस्लेंणड में १४ वीं गताददी में 
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चित्र १६--फ्रांस के प्राचोन्तम 'पाटीगणित' का प्रथम पृष्ठ 
[ जिन एण्ट कम्पनी की अनुमति से टेविड यूजीन स्मिथ कृत 'हिस्ट्री आफ मेंथमेंटिक्स 
से प्रत्युत्पादित | ] 
-१२९०-१३४५ ई० माना जाता है । इसकी शिक्षा दीक्षा ऑक्सफोर्ड के मेटंन 
(१/८:८०८७) कॉलिज में हुई और अन्ततः यह उसी विश्वविद्यालय का कुलगुरु 


र्‌० गणित का इतिहास 


(ए८।॥॥८टं67 हो गया । धामिव क्षेत्र में इसने बहुत से पद्दो को सुशोमित किया 
और अन्त मे केंण्टरवरी ((>शाध्टघाए) का महस्त (#पथाआ०ए) हा गया। 
सब १३४६ में छेंम्बैथ ([.2770८थ४) नगर में महामारी से इसका दैहान्त हो गया। 
ब्रड्वर्डाइन ने गणित पर चार पुस्तवे छिखी है। अपने अक्गणित म इसने बोवियन 
मी पद्धति का अपनाया है। उक्त ग्रत्थ में सख्या सिद्धान्त का ही विवेचन किया गया है। 
इसकी शेप पुस्तकें ज्याधिति और अनुपात पर हे । ; 
१५वी शताब्दी भ मुद्रण का आविष्कार हुआ। इस महत्त्वपूर्ण घटना वा प्रमावे 
सामान्य और गणितीय आहित्य पर पडता ही था। अवबतव अधिकाश विद्या का 
वितरण मौलिक रूप से हुआ करता था। खुछ पाण्डुलिपिया की अनेक प्रतियाँ तैयार 
बराकर बांटी जाती थी और क्मी-क्भी इनका विक्रय भी हुआ करता था। क्ितु 
बहुत सी पुस्तक बिना प्रकाशित हुए ही रह जाती थी। इटली के फ्लॉरटेन्स (घाव 
नगर में बैनीडेंटा (छ8०7०0८४०) नाम का एक गणितज्ञ हुआ है। उसने सई 
१४६० के लगभग एक अकगणित लिसा। उबत पुस्तक वे अधिकाश में अ्यापा 
गणित दिया गया है। यह पुस्तक १५वी शताब्दी की वहुत महत्त्वपूर्ण पुस्तकों में गिरी 
जाती है, बिन्‍तु यह अमी तक छप नही पायी । 
सन्‌ १४६५ मे एक मिक्षु जुअन तुरेंक्रेमाठा (]४0 परणलौ.एथ०॥०४) द्वारा 
इृटरी में मुद्रण कछा का आविर्भाव हुआ और पहली मुद्रित प्रुस्तव प्रकाशित हुई। 
सन्‌ १४७८ में पहला मुद्रित अक्यणित प्रकाशित हुआ। बैनिस से थोडी है? ६ 
नविजों ("४ए7५0) नाम का एक नगर है, जहाँ यह पुस्तक छपी | पुस्तक पर 
छेलक का नाम नही दिया हुआ है। आजतक उक्त अक्गणित वी कुल आर्ठ 
ही उपलब्ध हुई है, जिनमे से कई तो पढने योग्य भी नही रह गयी है। 
इटठी का एक भिक्षु जिसका नाम टूसा पसियाती (प८छ एबढणीा) थी। 
बहुत प्रसिद्ध हो गया है। यह टस्कनी का निवासी था और इसका जीवन काल १४४५० 
१५०९ समझा जाता है। इसने सन्‌ १४७० के आस पास थीजगणित पर एव पुस्तक 
ल्खि जो कमी प्रकाशित नद्दी हुई । १४८१ म इसने एक अन्य पुस्तक लिखी, विन्‍्ठु वह 
भी न छप पायी। इसकी सर्वविस्यात पुस्तक सूमा ($पाग0) है, जो इसने (४८४ 
मे लिखी और जो १४९८ म छपी । उक्त पुस्तक से इसने एक प्रकार से समर्सी दे 
छेसका के कार्य का सकक्‍लन किया है। पुस्तक में व्यापार गणित, धीजगणित, यूविलई 
का साराश, त्रिकोणमिति और पुस्तकन्‍्यालन (छ0०प्नट००एणछ) जैसे विषय हैं। 
इस समय तक हिन्दू अका का प्रचलन हो चुका था । इसीलिए उक्त पुस्तक वी सवेत- 
लिपि हमारी आधुनिक सकेत किपि से बहुत कुछ मिलती जुलती है। उक्त ग्रत्य में 


अंकगणित ९१ 


पेंसियोली ने आठ प्रकार के गृुणन का वर्णन किया है, जिनमें से कई एक तो हिन्दू विधियाँ 
ही हैं। 

सन्‌ १४९७ में पेंसियोली ने एक और पुस्तक लिखी जिसका नाम 'दैवी अनुपात” 
रखा । उक्त पुस्तक में उसने सम ठोसों ([२८९४पॉ० $0705) की आइतियाँ दी 
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चित्र १७--पेंसियोलो की पुस्तक से । 
[ जिन एण्ट कम्पनी की अनुमति से छेविड यूजीन स्मिथ 
इत "हिस्दी ऑफ मेंथमेंट्क्स” से पत्युत्पादित |] 
। समय को देखते हुए कहना चाहिए कि जआाक्षतियाँ वहुत सुन्दर हैँ। सन्‌ १५० 
उसने यूक्लिड का भी एक संस्करण निकाला जो बहुत बढ़िया नहीं रहा । 


पर /2॥7 


न्कच 


गणित का इतिहाप़ 


सन्‌ १४६० के लगनय वाहीमिया ($0]ल्याछ ) के एक नगर में डॉल विदूमेंत 


([करए एाकराशा) का उन्‍्म 


टुजा। उसने अक्रगणित और दीजगदित पह 


पुस्तकें लिखों है । वाणिज्य यत्ित पर जर्मन काया में उसी की पुस्तक का 


ञ्ड 
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स्‍ज-एर शिलजतप्कब्टलार 
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चित्र १८-- - ओऔर-चिह्नों 
का प्रयस प्रयोग ॥ 
[जिन शत कम्पनी डी तुमने से 
डेविड यूजीन स्मिथ कुछ 'दिस्टी ऋःर 
मेंपेमें टिक्स! से प्रउत्पादिक। ] 


(परण७०ए७) नाम से प्रसिद्ध हुई 
प्रभाव पडा है। 


सद्स महत्त्वपूर्ण माना गया है। सदन परे 
उसी नें मुद्वित पुस्तक में -- और- चिहो की 
प्रयोग क्या है। किन्तु उसने इस 86 02 
प्रयाग जोड़ने और घटी के अर्य में नहीं रिया 
था, वरन्‌ यह चिह्त वह व्यापारिक ब्डलों पर 
डाला करता या, यह दिखाने के लिए कि वाट 
अधिक हे या कम । 


फ्रास में एक सशितज्ञ निकोलस च 
(सालाणऊ एफप्रवुण्थ्ो (४४प-१५०० रा 
हुआ है। दसका जन्म पेरिस में हुआ था। इसे 
ओऔपधि-विजान की शिक्षा लियोन्‍्स (7.)०8) 
में पायी। सन्‌ १४८४ में इसने अक्गणित पर 
एक पुस्तक छिखी जो हस्तलिवित रूप में हीं 
दितरित हुईं। उसका मुद्रथ प्रथम दार १८८० 
में हुजा। पुस्तक में तीन भाग है । पहले ० 
में सुमेय सख्याओ कय विवेचन है, दूसरे भार 
अमुमेय सख्याआ और वर्गमूलठ वा और तीन 
भाग में समीकरणा का । उक्त पुस्तक विंपानी 

है और कई अन्य केखक्ो वी कृतिया पर इसी 





भारत 
श्लीघर 


रे गणितत् हू 
जिस समय का हम उल्लेच कर रहे है, उस समय मारत में दो बड़े यणितत्र हैं 


है--भ्रीयर और भास्कर । श्रीघर का जन्म 


प्रमिद्ध ग्रन्थ गिचितमार' है 
के नाम से विश्ृत हैं 


सम्मवतः ९९१ में हुआ था। उतती 


६ इसमें ३०० इल्लोक हैं । इसो कारण यह प्रस्थ 'विश्ञविताँ 
3 उक्त ग्रन्थ में निम्नाकत प्रकरणों का समावेश है-- 


अंकगणित 6३ 


प्राकृतिक संस्याओं की मालाएँ, गुणन, भाग, घन्य, वर्ग, घन, वर्ग मूल, घन मूछ, 
मनिन्त, चैराणिक, ब्याज, मिश्रण, साझा, मापिकी और छाया सापन (9॥2000 
7 ८८:गांएए) 
क्षीघर ने भी गुणन की चार विधियाँ दी हें---(१) कपाठ-सन्त्रि (२) तस्थ 
(३) रूप-विभाग (४) स्थान-विभाग। कवाट-सन्वि विधि का श्रीधर ने इन गब्दों 
में वर्णन किया है--- 
“गुण्य को गुणक के नीचे रखकर एक एक करके गुणा करो, चाहे अनुकम में 
उत्क्रम में, और प्रत्येक बार, गुणक को खिसकाते जाओ | 
उदाहरण---२५४ को १६ से गुणा करो। 
पहले गुणक और गुण्य को इस प्रकार सखो-- 
१६ 
र५ु४ 
गुण्य के पहले अंक ४ को गुणक के अंकों से वारी-बारी ते गुणा करो | ४9६ ६० 
२४; ४ को ६ के नीचे रख दो और २ को कहीं अछूग लिख दो। यह २ 
हमारे हाथ छगे' अर्थात्‌ हमारे पास विद्यमान हैँ । इन्हें उपयुक्त अवसर पर काम 
में छाेंगे । 
अब ४ को १ से गुणा किया तो ४ आये। इस ४ में हाथ छगे' २ जोड़ने से ६ 
+ गय। अब गुण्य वाछे ४ को मिटाकर उसके स्थान पर ६४ लिख दो--- 


१६ 
र५६४ 
अब गुणक को एक स्थान वायीं ओर खिसकाओ । 
१६ 
२५६४ 


अब गुण्य के अगले अंक ५ को १६ से गुणा करो । ५%८६७-३०, इस गुणनफछू 
में से ० को ६ में जोड़ दो । तो ६ के ६ ही रह जायेँगे | हाथ रंगे ३। अब ५३८ १५- 
५; इस ५ में ३ जोड़ने से ८ हो गये । ५ को मिटाकर उसके स्थान पर ८ लिख दो | 
फिर गृणक को एक स्थान वायीं ओर और खिसकाओ । 
श्द 
२८६४ 
अब २ को १६ से गुणा करना रह गया । २ »< ६--१२ | इसमें से दाहिने अंक २ 
को पिछले अंक ८ में जोड़ने से १० मिला । ८ को मिटाकर उसके स्थान पर ० रख 


९ गणित का इतिहास 


दो। हाथ छगा १। इसे अतिरिक्त १२ मे से भी १ हाथ लगा था | अत डु मिय- 
चर २ हाथ छगे। अब २१६ १०-२. इसमें २ जोडमे से अन्तिम अक ४ हो गया। 


१६ 
डेण्ट्ड 


हा मोसदोपलव्‌ ॥९७कलकको। (२ लंवनिणनेदय भकसाश्धरुत क्‍"४ 44 रुएी ।हर्मतंगण 
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अभिनिर्तति 2( ५७" 7 श्र ।॥४घ थय] हति ॥837क फरो एसे (0७ एथरूएसत 
पा 5७! ि 0 ेशफमो टला कक कव्ेट पीस ० ९*इत्ड टि4 
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चित्र १९--श्रोधर की त्रिशतिका के दो पुष्ठ 4 हे 
[जिन एण्ड कम्पनी की अनुमति से डेविड यूजीन स्मिथ कृत “हिस्टी ऑफ में मैमेंटिवस' 
से प्रशुत्पादित | ] 
अब गुणत क्रिया समाप्त हो गयी और ग्रुणनफल ४०६४ आ गया । 


उत्तम विपिं 
यह तो रही वपाट-सन्धि की अनुक्रम विधि । कपाट-सन्धि वी एक उत्तम विधि 
भी है। अब हम उसका विवरण देते है। 


पहले सरयाओ को इस प्रकार रख लिया--- 
१६ 
श्प४ड 


पहले गुष्प के अन्तिम अक से गुणा किया जाथगा। २१८६-४१२। | 2! 
पल के इकाई के अक को गुष्य के अक २ वे' स्थान पर रखकर १ को हाथ में 


अंकगणित श्प्‌ 


यतः यहां ये दोनों अंक २ ही हैं, अतः गुण्य का अंक ज्यों का त्यों रहेगा । अब २४ १ 
*२, इसमें हाथ वाला १ जोड़ने से ३ हो गये । अब गुणन को दाहिनी ओर खिसकाया 
१६ 
रे२५४ 
अब ५५६ ६--३०. अतः गुण्य में ५ के स्थान पर ० रख देंगे और ३ हमारे हाथ 
लगेंगे। और ५३८ १--५. इसमें ३ जोड़ने से ८ होते हैं। अतएव गुण्य के २ के स्थान 
पर २--८ अर्थात्‌ १० रख देंगे। इस प्रकार गुण्य में २ को मिटाकर ० लिखना होगा 
और १ हाथ लगेगा। इस १ को गुण्य के अन्तिम अंक ३ में जोड़ने से ४ प्राप्त होंगे । 
गुणक को एक स्थान और दाहिनी ओर खिसकाने से यह्‌ स्थिति प्राप्त होगी--- 
श्द्द 
४००४ 
अब ४)८ ६६-२४ और ४३८ १--४. अतः अन्त में गुणनफल ४०६४ प्राप्त हो 
जायगा। ेल्‍ 
प्राचीन भारत में ये क्रियाएँ पाटी पर की जाती थीं। अब भी बहुत-सी पाठया- 
लाओं में पाटी का प्रचलन है। हाथ लगे” अंक पाटी पर कहीं कोने में लिख लिये 
जाते हूँ। अंकगणित का एक प्राचीन नाम 'पाटीगणित' भी है। उपरिलिखित 
विधि में वार-वार एक अंक को मिटाकर उसके स्थान पर दूसरा अंक लिखा जाता है। 
इसलिए गृणन को कुछ पुरानी पुस्तकों में 'हनन' अथवा 'वध' की संज्ञा दी गयी है। 
उपर्युक्त विधि में वार-वार गुणक को खिसकाकर इस प्रकार रखना पड़ता है कि जिस 
अंक से गुणक को गुणा करना है, वह गुणक के इकाई के अंक के ठीक नीचे रहे 
इसीलिए इस क्रिया का नाम कपाट-सन्वि' पड़ा । 
£#74८०४०/॥ का प्राचीन नाम 'भिन्न' है जो आज तक प्रचलित है। इसका अर्थ 
है टूटा हुआ । भिन्नों के लिखने का प्राचीन ढंग यह था कि अंश और हर को आजकल 
की माँति ऊपर-तीचे लिखते थे। किन्तु उनके बीच में क्षितिज रेखा नहीं खींचते थे । 
श्रीवर और महावीर दोनों ने ६ प्रकार के भिन्नों का वर्णन किया है। 
(१) भाग--ये भिन्न इस प्रकार के होते हें--- 


(क्ू 3 05282, ) 
खीन- घन-छ 

/ उन दिनों ऋण चिह्न के स्थान पर अंक के ऊपर विन्दी लगायी जाती थी । अतः 
उपरिलिखित भिन्न इस प्रकार भी लिखें जाते थें--- 


१. त्रिशतिका, पृष्ठ १०; गणित सार संग्रह, पु० ३३। 


२६ गणित का इतिहास 
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१. शिश्वतिका, पृ० १०; गणित सार सपह, पूृ० ३९ । 
रे क. # हैंड हू झट 
है के ह# रण: अर रू ड३१ 
डे # हरा ् झू रैप 


अंडगणित श्छ 


उन दिनों कदाचित्‌ मास के लिए कोई रबतंच चिह्न नहीं था । 
(६) भागमात्र--स्स श्रेणी में ऐसे समस्त भिश्नों का समावेश होता था जिनमें 
उपरिलिगश्धि दो या अधिक निद्नों दाग संयोग होता था । 


श्रीधर ने भिन्नों को छघुतम रूप में छाने और उनके जोइने, घटाने आदि के कई 


नियम दिये हैं। विस्तार के भय से हम उन्हें यहां उद्धत नहीं कर सकते । यहाँ हम 
क्षीधर के बून्य-संवन्धी प्रकरण से घोद्ा सा अंश देकर इस विपय को समाप्त करते 
है। प्रिथ्तिका के पृष्ठ ४ पर श्रीवर ने शून्य के गुणों का इस प्रवार वर्णन किया है--- 

“बदि किसी संख्या में ० जोड़ें तो संस्या ज्यों-की-त्यों बनी रहेगी। किसी संख्या 
में से ० घटाने से री संख्या में कोई परिवर्तन नहीं होता । किसी संख्या से ० को गुणा 
करें तो फल ० होता है। किसी संख्या को घन्‍्य से गुणा करें तो मी फल ० ही होता है । 
डसी प्रकार यदि ० पर अन्य क्रियाएँ की जायें तो भी फल ० ही होता है ।” 

इस विवेचन से दो बातें स्पप्ट हैँं--- 

(क) प्राचीन हिन्दू गणितज् इन दो क्रियाओं 

क»&० और ०४क 

में मेद मानते थे यद्यपि फल दोनों का ० ही होता था । 

(ख) अन्य क्रियाओं से तात्पय है---० को किसी संख्या से भाग देना, ० का वर्गण, 


९ का वर्ग मूलन, ० का घनन अथवा घन मूलन इत्यादि । उक्त प्रकरण में “शून्य 
द्वारा भाग' का कहीं संकेत नहीं है। 


भास्कर 


भास्कर को उसकी विद्वत्ता के कारण अधिकतर लोग भास्कराचार्य के नाम से 
अभिहित करते हैं। इस मनीपी का जन्म सन्‌ १११४ में हआ था। मृत्य के समय का 
तो निश्चित रूप से पता नहीं है, किन्तु अनुमान है कि ११८५ के लगभग हुई होगी । 
भास्कर भारत का सबसे बड़ा गणितज्ञ माना जाता है। यह दकन के विदर (कदाचित्‌ 
आधुनिक बीदर) का निवासी माना जाता है। भास्कर उज्जैन की वेधशाला 
((0095८ए०४०:७) का निदेशक (॥)0९८८०7) था । 

भास्कर का सर्वे प्रसिद्ध ग्रन्थ 'लीलावती' माना जाता है जिसमें उसने अंकगणित, 
चीजगणित और ज्यामिति के सिद्धान्तों को प्रतिपादित किया है। भास्कर अपने 
पूर्वजों की कृतियों से परिचित था और उसने यदा-कदा अपने ग्रन्थों में उनका 


१. त्रिशतिका, पृष्ठ १२-॥ 
छ 


९८ गणित का इतिहास 


आभार ग्रदर्शाग भी जिया है। लोछावती या आदि अग्रेंजी अनुवाद सतू १८६३ 
टेलर (49907) ने किया था। पार्सी में उसका पहला अनुवाद फौजी मे सा 
१५८७ में जिया था। यह विद्वान मुगल सझादू अवबर वे” मत्त्री आवुल फरर्स वा 





चित्र २०--छोल़ावतो को भोजपत्रीय हस्तलिपिं। 
( जिन एण्ट कम्पनी थी अनुमति रू डेविड यूजीन रिसिय 

कृत हिस्द्री आफ मेंथेमेंटिक्स से प्रत्युत्ादित ]) 
भाई था। यह अनुवाद सत १८२७ म कलफतते में छपा थां। उस समय के हिलाद 
से छोछावती इतनी उच्च कोटि का प्रस्थ माना गया कि उसकी ख्याति यूरोप 4५4 

फैठ गमी । 

फैज्ञी ने लिया है कि छीछावती भास्कर की लडकी का नाम था। ज्यौतिषियी 
ने भविष्यवाणी वी थी कि छीछावती का वैवाहिक जीवन सुखी मही रहेगा। * 
उसका विवाह करना ही नही चाहिए। किन्तु भास्कर मे उसके विवाह के लिए कं 
शुभ सुहृत निकाल छिया। उसने एक कटोरी बनायी जिसके पदे में एक छेद कर किया 
बह छेद इतना छोटा थां कि कटोयी का पानी में रतन से कटोरी ठीक एक घट 5 दा 
जाती। धुभ मुह्त से ठीक एक घंटे पहले मास्कर ने कटोरी को पाती के एक बतिद 
डाल दिया। उसने सोचा था कि ज्यों ही कटोरी पानी मं उबगी टीक उसी समय 
चह छीलावती का विवाह कर देगा । किन्तु विधि का विधान अटछ है! शुर् मुहृते 
से कुछ देर पहले छीछाबती कटोरी के जल का निरीक्षण करने लगी। यह कहर 
स्वाभाविक ही था । अनजाने में उसके गहन का एक सोती गिरकर कटो री में जा या 


अंकगणित 

और उसने कटोरी का छिद्र ढेंक दिया । शुभ मुह बीत गया और छीलावती अविव 
ही रह गयी । पिता ने पुत्री से कहा कि “में तुज्ते वैवाहिक जीवन का सुख तो न दे २ 
+ मई 
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चित्र २१--लीलावती' के फेज्ञी के अनुवाद से । 
जिन एण्ड कम्पनी की अनुमति से डेविट यूजीन स्मिथ 
इन हिरी मॉफ मेंथे मेंट्किस' से प्रत्युत्पादित |] 
किन्तु अब से तेरे नाम पर एक ऐसी पुस्तक लिखूँगा, जिससे तेरा नाम अमर हो जाय 
इस प्रकार उक्त पुस्तक का नाम छीलावती पड़ा जो वास्तव में आजतक अमर है | 
लीलावती में निम्नलिखित प्रकरणों का समावेश है--- 
पूर्णाक और भिन्न, त्रैराशिक, व्याज, व्यापार गणित, मिश्रण, श्रेणियाँ 
श्रेढ़ियाँ, क्रमचय (?८८४प८४४०४७) , मापिकी और थोड़ा-सा वीजगणित। 






श्‌०्० ग्रणित का इतिहास 


भास्कर ने दा अन्य पुस्तकें भी लिखी हे--(१) वीजगणित--जिसकी उतल्हेत 
यथास्थान किया जायगा। (२) सिद्धान्त शिरामणि--जिसके दिपय ज्योतिष 
और गणित है । बीजगणित वाले भाग का अनुवाद कोलपुक ((रगका००४०) 
ने किया है। इस अनुवाद का उत्लेख पहले हो चुका है । ज्यौतिष वाले मांग की 
अनुवाद विल्किसन (फशीाऊ०्य) ने किया जा कलकतते से १८४२ मे आवाति 
हुआ। हु 

यहाँ हम छीलावती के 'त्रकच व्यवहार” नामक अध्याय का उद्धरण दे है। 
महू अश सामान्यत अन्य अकर्गाणतों में उपलब्ध नहीं है । 

पिण्डयोगदलमग्रमूलयो-- 
देंध्यंसगृणितमडगूलात्मक्म्‌ ॥११२९॥ 
दाएदा रणप्थ समाहव 
पद्स्वरेपु (५७६) विह्ृृत करात्मक्म्‌ । 

श्रक्च वा अर्थ है 'ठकडी चौरना'। यदि छकडी की मोटाई ऊपर नीचे एकलो 
हो तव तो उसका हिसाव छगाना सरछ होता है । किन्तु यदि मोटाई एक सी ने हे 
सो मुख और तक की मोटाई नापकर उनका मध्यक ()#व्शा) ले छेते हैं। हे 
मअध्यक को ही मोटाई मान ठेते हे ! इस मध्यक मोटाई को छम्बाई से गुणा करते है। 
जितने स्थाना पर रकडी को चीरना हो उनवी सरया से उक्त गुणनफ्ल को 
करते है। इस गुणनफठ को ५७६ से भाग देते पर जो सल्या आती है वह विराईगी 
“हस्तात्मक फल' बहलावी है। 

उदाहरण--एक छकडी की रूम्बाई १०० अगुठ है। छकडी सिरे पर १६ 
अगुल मोदी है और तरू पर २० अगुल । उसको चार स्थाता पर चीरना है तो हाल 
चिराई क्या होगी ? 


अल? १७०07५उ्ाहकापारभा ; 
८ पादप डर च पकक लक (0 
(2धयाायदमाम्पसिललट पक (सक। 
व्स्स्स््््ः 


[७ 


चित्र २२--मभिन्‍न मोटाई वाली रूकडो की आहृति। 


अंकगणित 
मुख की मोटाई < १६ अंगर 
तह की मोदाई ल्‍# ०२ 
दोनों बा योग  श६ अं 
»« मब्यक मोटा रन श!१८ क्षंगुल 
अब मध्यक मोदाई «लम्बाई १८१८ १००७०१८०० । 
चिराई की संस्या ल्‍४ ४ 


अतः अन्तिम गुणनफल 5८ ७२०० 


७२०० २५ 
, हेसतात्मक फल ४ 


छिद्यते तु यदि तिर्यगृबतव-- 
त्पिण्डविस्तृतिहते: फर्ल॑ तदा ॥११३॥ 

इप्टकाचितिदूपल्चितिखात- 
क्राकचव्यवहृती खलू 

करमेकारजनसंप्रतिपत्या 
तन्मृदुत्वकठिनत्ववशेन 


मूल्यम्‌ । 


। ॥११४॥ 

यदि लकड़ी को तिरठा चीरना हो तो मोटाई को चौड़ाई से गुणा करो। फिर इस 
गुणनफल को चिराई के स्थानों की संस्या से गुणा करो। उबत गुणनफल में ५७६ का 
भाग देने से जो प्राप्त हो बही हस्तात्मक फल होगा । 


॥ 


चित्र २२--समान मोटाई बालो रूकड़ी की आकृति । 


उदाह रण---एक छूकड़ी की चौड़ाई ३२ गंगुल है और मोटाई दोनों ओर १६- 
१६ अंगुल। उसे ९ स्थानों पर तिरछा चीरना है। हस्तात्मक फल क्या होगा ? 
मोटाई न १६ अंगुरू 

चौड़ाई ज्ू रेर अंगुल 
दोनों का गुगनफल 55 ५५१२ 


५०२ गणित का इतिहास 


चिराईकीसंस्या प८5 ९ 
” अतिम गुणनफल+ (९३८५१२)5०४६०८ 
इस गुणनफल में ५७६ का भाग देने से चिराई का हस्तात्मक फलरः८4 
एशिया के अन्य देश 
११ बी और १२ वी शतार्दियों में चीन मे कोई विशेष गणितीय कार्य नही हुआ। 
इतना अवश्य हुआ कि पूर्व और परिचम में लेन-देन के साय-साथ ज्ञान विज्ञान का आदा 
प्रदान भी होने छया । १३ वी शताब्दी में चीत ने गणितीय क्षेत्र मे डुछ प्रगति 
दिखायी । इस सम्बन्ध में चिन क्यू श्ञाव वा नाम उल्लेख्य है। यह अपने आरमिक 
जीवत में एक सिप्रही था। सन्‌ १२४४ में सरकारी सेवा में नियुक्त हो गया और 
बढते-बढते दो प्रान्तो का राज्यपाल वन गया। सन्‌ १२४७ में इसने एक पुस्तक 
लिखी जिसका नाम कदाचित्‌ सू शू किउ चाँय या। उतत ग्रन्य में इसने उच्च सल्यात्मक 
सभीकरणा के हल का विवेचन क्या है और एक प्रकार से हॉनेर (ष्पराथ) 
थी विधि की भूमिका बाँध दी है। इसका समीकरण 
यॉ->७६३२०० य3-४०६४२५६०००७०० 
का हछ विश्लेप उल्लेखनीय है। उन्हीं दिनों चीन में और भी दो एक ग्रणितर्ज 
हुए है, किन्तु उन्होने बीजगणित और ज्यामिति में ही अधिक रुचि दिखायी है। 
उस सभय के गणितज्ञो मैं वग्दाद के अछकरखी का नाम उल्लेखतीय है! उसके 
जीवन के विषय में कुछ विशेष विवरण प्राप्त नहीं है। इतना पता चलता है कि उसकी 
मृत्यु सन्‌ १०२९ के छगभग हुई । उसने अकगणित पर एक पुस्तक लिखी है; जिसकी 
नाम 'कापी किल हिसाव' है। उक्त पुस्तक सन्‌ १०१२ के आस पास लिखी ग़मी 
भी। और उसमें बहुत सी वातै हिन्दू गणित से गृहीत है । 5. 
सन्‌ १२०६ से १२२७ तक चगेज़ साँ के आक्रमण चारी और होते रहे। उसने 
और उसके पुत्र ने उत्तरी चीन, तुकिस्तान, ईरान और उत्तर परिचिम तक घावे किये! 
ऐसी स्थिति में शान्तिमय जीवन ही दूमर था, साहित्यिक सर्जन कहाँ से होता ! 
हम यहाँ ईरान के केवछ एक लेखक का उल्लेख करेगे जिसवा माम नमीरद्वीत था। 
उसका जीवन कार तेरहवी शताब्दी माना जाता है। यह एक बडा मारी विद्वाई्‌ 
था। इसने ज्यामिति, त्रिकोणमिति, पाटीगणित और ज्यौतिष पर क्ताबें लिखी हैं। 
अरबो ने विज्ञान में बहुत रुचि दिखायो। किन्तु उनमें मौलिकता की वमी थी। 
उन्होने ज्याभिति और वीजगणित में यूनानी ग्रन्था से स्फुरण प्राप्त किया और विकोण: 
मिति तथा ज्योतिष में हिन्दू प्रन्था से ज्ञानार्जन किया । उनको प्रतिमा मौटिक इृतियों 
में उतनी नहीं थी जितनी अनुवादो में । यदि अनुवादा द्वारा उन्होने बहुत से 


अंकगणित श्०३ 


ग्रन्थों को सुरक्षित न रखा होता तो उनमें से कितने ही आज तक लुप्त होकर विस्मृति 
के गर्भ में समा गये होते । 


अरव-ईरान के गणित के प्रतिनिधियों में उलग़ वेग का नाम उल्लेखनीय 

इसका मुख्य विपय ज्यौतिष था और इसने अपने संरक्षण में कुछ ज्योतिषीय सारणियाँ 
वनवायी थीं जिनकी ख्याति यूरोप तक में फैल गयी । उल्ग़ वेग का एक शिप्य था 
अलकशी । इसकी मृत्यु १४३६ के लगमग हुई थी। इसने अंकगणित और ज्यासिति 
पर एक छोटा-सा ग्रन्थ लिखा था जिसका नाम था 'रिसाहूये हिसाव । उक्त पुस्तक 
में अलकज्ी ने एक गुणन-सारणी दी है जो उस समय के लोगों के लिए बहुत रोचक थी । 
उक्त सारणी में और गुणन-संवन्धी अन्य नियमों में भारतीय गणित की छाप स्पष्ट 
दिखाई देती है। उसकी गुणन सारणी हम यहाँ देते हैं-- 
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मान लीजिए कि आपको ७ को ५ से गुणा करना है। सवसे ऊपर की पंक्ति में 
७ का स्थान ज्ञात करो और आँख को ठीक उसके नीचे की ओर दौड़ाओ । अब सबसे 
दाहिनी ओर के स्तंभ में ५ का स्थान ज्ञात करो और अपनी आँख को क्षैतिज (उ607- 
207४2) दिशा में अपने वायीं ओर ले जाओ । देखो कि पिछली ऊर्ब्वाचर (ए८:- 
धं८४) रेखा और यह क्षैत्िज रेखा किस कुटी (८८ पर मिलती हैँ। उस 
कुटी की संख्या को पढ़ी । संख्या ३५ प्राप्त होती है। यही जमीप्ट गुणनफल है। 


गृुणन सारणी के अतिरिक्त गुणन-संवन्धी कई मौलिक युक्‍कतियाँ मी खुलासतुल 
हिसाव में दी गयी हें 


(१) दो संख्याओं का गुणन जिनमें से प्रत्येक १० से कम हो --- 


उनमें से एक को १० से गुणा करो | फिर उसी संख्या को दूसरी संख्या और 
१० के अन्तर से गुणा करो] दोनों गुणनफलों का अन्तर निकाल लो । 


श्ण्डे गणित वा इतिहास 


उदाहरण --+ 
७८5७ १०--७ (१०-८) 
ज्ल्५्‌६ 

(२) दोनों सख्याओं के जोड में से १० घटाओ ) इस अन्तर को १० से गुणावरें हं 
१० का दोनो सख्याओं से अलग-अलग अन्तर निकाल लो और इन दोनो अत्तरों वो पु 
कर दो। अन्त में दोना गुणनफलो को जोड दो। 

उदाहरण “० ३९५८ (३-९--१०). १०-(१०-३) ( १०-%) 

ब्न्२्०न७ज० २७ 

(३) दो ऐसी सख्याओ का गुणा जो १० और २० वे बीच में स्थिति हो “” ५ 

एक सरया की इकाई का अक दूसरी सख्या में जोड दो और इस जोड को १९ हे 
गुणा करो। १० का दोनों सख्याओ से अलग-अलग अन्तर तिवाल लो और दोगी 
अन्तरों को गुधा कर दो । अन्त में दोनो गुणनफठों को जोड दी। 

उदाहरण--.. १३ १८७१० (१३०८)+(१३- १०) (१८०१०) 

अ्+२१३०+ २४२३४ 

(४) यदि एक सस्या १० से कम हो और दूसरी १० और २० के मध्यस्थ हो ५! 
(२) में दी गयी विधा (?70८८४5४) को अपनाओ और अन्त में दोतों गुणनक्ली 
जांड के बदले उनका अन्तर निकाल लो । 

उदाहरण --. ७१३ १० (७+१३-१०)--(१०-७) (१३-१९) 

९१ 

(५) दो सख्याओ का गुणन जा २० और १०० के बीच मे स्थित हो “८ 

दोनो सल्याओ के जोड के आधे का वर्ग निवालो । फिर दोनों सख्याओ के अत 
के आधे का वर्ग निकालो। अन्त में दीना वर्ग का अन्तर निकाछ लो) 





८४०५६) /५६-रे४८* 
छदाहरण -- ३४५६ र्त््ू झा ) ( प्र) 
कह डेप ११९ 


चल शृ९ण्४ड 
यह विधि किन्‍्ही भी दो सख्याओ पर प्रयुक्त हां सकती है। 


(६) किसी सल्या को ५, ५० अथवा ५०० से गुणा करने के लिए क्रम” एव/ ट्री 
अथवा तीन झून्‍्य बढाओ और दो से भाग दो । 

(७) दो बडी सल्याओं का गुणा-- 

उदाहरुण --- डे२५६ को ४५७ से गृणा करो-- 


अंकगणित श्न्ष 


४ से, मी. ठम्बा और ३ से० मी० चौड़ा एक आयत खींचों। आयत को १२ 
वर्गों में और प्रत्येक वर्ग को दो निभुजों में विभाजित करो, जैसा निम्नलिखित आकृति 
में दिया गया है--- 





१ है टः ७छ ५ ए्‌ २ 


चित्र २४--चारह वर्गों में विभाजित एक आयत । 


गुण्य के अंकों को आयत के ऊपर रखो, प्रत्येक स्तंभ के ऊपर एक अंक । ग्रुणक के 
अंकों को इसी प्रकार आयत के वायों ओर रखो | अब गुण्य के हज़ार के अंक को गुणक 
के अंकों से अलग-अलग गुणा करो और गुणनफलों को उनके नीचे के वर्ग में रखते 
जाओ, इकाई का अंक नीचे के त्रिभुज में और दहाई का अंक ऊपर के त्रिमुज में । इसी 
प्रकार गुण्य के अन्य अंकों को भी गृुणक के अंकों से गुणा करो | अन्त में विकर्ण रेखाओं 
की संख्याओं को जोड़ने से गुणनफल प्राप्त हो जायगा। 


४. सोलहवीं और सत्रहवीं शताब्दियाँ 
यूरोप 

सोलहवीं शताब्दी में मुद्रण का आरंभ हो चुका था। अतः उक्त शती में मुद्रित 
पुस्तकों का आविर्भाव होने छगा था। यूरोप के कई देज्ञों में अंकगणित पर मुद्वित 
पुस्तकें प्रकाशित हुई। इनमें सर्व प्रथम उल्लेखनीय पुस्तक इटली के दो गणितज्ञे 
जिरोलेगो (570०0) और ज्यानन्तोनियों तेग्लिन्यैन्ते (्शाग्रव00फ८ 
-बी०7८८) की थी जो उन्होंने सन्‌ १५०० के कगसग लिखी थी । 

उक्त पुस्तक का विपय व्यापार अंकगणित था। पुस्तक का प्रकाशन वेनिर 


(ए०पं८०) में १५१५ में हुआ था। यह पुस्तक इतनी लोकप्रसिद्ध हुई कि सोलहर्व 
इतली में ही इसके तीस संस्करण मिकल गये । 


१०६ गणित का इतिहास 
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सोलह॒दों शताब्दो का भेराशिक 
पांचवी पक्त के अन्त में जो चिह्न है वही उस समय श्रतिशतता का विरूषण वरती पा गा 
चित्र २५--इठली को १५४५ की एक हंस्तलिपि से | 
| जिन एण्ड कम्पनी की अनुमति से डेबिट यूज़ीन स्मिथ 
कृत दिस्द्ी ऑफ में थे मेंटिइस' से पत्युत्प।दित । ] 


अंकगणित १०७ 


इटली का एक गणितज्ञ लेंजीसियो (7.82८9०) था, जिसका जन्म १४९० के 
लगभग वेरोना (ए८००॥7०) में हुआ था। उसने १५१७ के आस-पास एक ग्रत्थ 
लिखा था, जिसमें अंकगगणित, बीजगणित और व्यावहारिक ज्यामिति के सिद्धान्तों 
का प्रतिपादन किया गया था। यह ग्रन्थ भी इतना लोकप्रिय हुआ कि १६ वीं शताब्दी 
में ही इसके १४ संस्करण निकल गये । इसी ग्रन्थ को दुहराकर लेंजीसियो ने एक अन्य 
पुस्तक भी प्रकाशित की । 


सोलहवीं शताब्दी में फ्रांस में अंकगणितज्ञों के एक नये सम्प्रदाय का प्रादुर्भाव 
हुआ था जिसे 'लियॉंस (!,५०॥5) का सम्प्रदाय” कह सकते हैं। यों तो उक्त सम्प्रदाय 
में बहुत से गणितज्ञ हुए हैं, किन्तु विस्तार के मय से हम उनमें से अधिकांश का 
उल्लेख नहीं कर सकते । उक्त सम्प्रदाय का कदाचित्‌ सबसे मेधावी अंकगणितज्ञ रॉश 
(7२०८४०) था जिसका जन्म लियौंस में १४८० के लगमग हुआ था । उसने अंकगणित 
पर एक बहुत सुन्दर पुस्तक लिखी जिसमें परिकलन ((:०८घा०६४०॥) और 
व्यापारिक अंकगणित के प्रकरणों का विवेचन किया गया था। रॉश जितना मेधावी 
था, उतना ही मिथ्याशील । उसने अपने अंकगणित में बहुत सी ऐसी सामग्री समाविष्ट 
कर ली थी जो उसने अपने गुरु चुके ((४पप५ए८८) की एक पाण्ड्लिपि से चुरायी थी । 
जब उक्त पाण्डुलिपि का प्रकाशन हुआ तब सारा भण्डा फोड़ हो गया अंग्रेज़ी के शब्दों 
“मिलियन (दस लाख), विलियन (दस खरब). . .' का प्रयोग कदाचित्‌ सब से पहले 
चुके ने ही आरंभ किया था | 
लियांस के ही सम्प्रदाय का एक अन्य अंकगणितज्ञ था पीडमॉन्टोइस (]2००- 
77070078 ) । यह पेरिस विश्वविद्यालय में अंकगणित का प्राध्यापक था। इसने 
संख्याओं पर बहुत सी सारणियाँ तैयार कीं । सन्‌ १५७५ में उनमें से कुछ सारणियाँ 
वेनिस में प्रकाशित हुई । किन्तु समस्त सारणियाँ १५८५ में लियांस में ही प्रकाशित 
हुई। उक्त सारणियों में उसने संख्याओं के १००३८ १००० तक के गुणनफल दिये हैं । 
अव उक्त सारणियाँ दुष्प्राप्य हैं । 
कद्वर्ट , टन्स्टॉल ((>प्रकर०८:८ 7०7४५) का जीवन कारू १४७४-१५५९ 
था। उसने ऑकक्‍्सफोर्ड, केम्त्रिज और पदुआ (?#र्तप७) में अध्ययन्त किया था। 
वह अपने जीवन में दर्जनों प्रकार के पदों पर नियुक्त हुआ । वर्षो गिरजा का पदाधि- 
कारी रहा, कई बार उसने राजनीतिक कार्य में योग दिया और एक वार बह जेल भी 
गया। सन्‌ १५५९ में लम्बैंथ की जेल में ही उसकी मृत्यु हुई । 
टल्सटॉल ने एक अंकगणित लिखा है। उक्त पुस्तक में मौलिकता तो कम है, किन्तु 
उपस्थापन वढ़िया है। वह पुस्तक में ही लिखता है कि उसे एक वार संदेह हो गया था 


श्ण्८ मधित का इतिहास 


कि नगर के सुनारों के हिसाब-विताय में डुछ ग्रडबड है। अत उसने इसी वारण 
अपगरणित का अध्ययन दुवारा आरम जिया और तत्पइ्चागु उबत पृर्तव छिसी। 
पुस्तक में उसने स्वोतार जिया है जि उसने बहुत सी सामग्री पेंसियोली तथा जय 
इटसियन ठेसकों थी कृतियों से छो है। 

सन्‌ १५३७ में इग5ण्ड वा पहला लोकप्रिय अक्गणित छपा। इसवे ठेपर' वी 
नाम अज्ञात है, किन्तु इतना पता है हि यह पुस्तत्र सेप्ट एँलवस (अवध #एचफ) 
में प्रतराश्चित हुई थी। साठ वर्ष वे अन्दर इसती ६ आवृत्तियाँ हो गयी। 

इग्लेंण्ड का १६ वी धरती वा सबसे प्रमावश्ञाली गणितज्ञ रावर्ट रैवर्ड (रणवा 
२८८००) था। उसका जीवन वाल १५१०-५८ वे छगमय था। रवई ने 
ऑक्सफोड और क्ेम्द्रिज में अध्यय्त्त किया और १५४५ में केम्ब्रिज विश्वविद्यालय 
से औषधि-विज्ञान वी उपाधि प्राप्त वी। तब वह एँड्वर्ड (£0७0) चतुर् 
और रानी मेरी (5:79) का गृहवैद्य हो गया। अन्तिम द्विनों में उसे कारागार में 
बन्द कर दिया गया । इसके कारण वा ठीक ठीक तो पता नही है, परन्तु हुछ छोगों का 
अनुमान है कि उसके ऊपर ऋण का वोझ लदा हुआ था, इसी कारण उसे जेंल हुई। 
कारागार मै ही उसकी मृत्यु हो गयी। 

रैंक ने गणित पर चार पुस्तक लिसी है। उन दिनों की परिषादी के अनुसार 
चारा (स्तके सवाद के रूप में लिखी गयी हैं । 

(१) आडड ऑफ आर्टूस (कला के मूलतत्त्व)--यहू रैवर्ड की सबसे पहली 
पुस्तक है। यह पुस्तव इतनी छोकप्रिय सिद्ध हुई कि छपने के १५० वर्षे के अन्दर 
इसके २९ सरकरण प्रकाशित हो गये। इसमे अक्गणवों और अको द्वारा परिक्लर्त 
करने बी विधियाँ और व्यापार अक्गणित के अन्य विपय दिये गये है । 

(२) केसिछ आफ नॉलिज (ज्ञान दुगें)--इस पुस्तक का विपय ज्यौतिप है। 

(३) पाथवे दु नॉलिज (ज्ञान वा भार्म)--इस पुस्तवा में यूक्लिड की 
ज्यामिति मा सक्षेपण क्या गया है ! 

(४) इहंदुरटोन ऑफ बिट (बुद्धि की क्सौटी)--पह पुस्तक बीजगणित के निरतः 
लिखित विषयो पर लिसी गयी है--वर्ग मूलन,समीवरण सिद्धान्त, करणीगत सत्याएँ। 
इसी पुस्तक में रकड़े ने सबसे पहले समीकरण चिह्ल 5८ का अयोग किया था। 
झसने उपत पुस्तक में एक स्थल पर लिखा मी है कि “में समीकरण के लिए यह चित्त 
इसलिए लगाता हूँ कि ससार में कोई दो वस्तुएँ इससे अधिक समान नही हा सकती 
जितनी ये दोनो रेखाएँ <+ है।” 


अंकगणित १०९ 


जॉन डी (]०४७ 72८०) का जीवन काल १५२७-१६०८ था। इसका जस्म 
रन्दन में हुआ और इसने केम्ब्रिज के सेण्ट जॉन्स (50. ]0505) कालेज में शिक्षा 
पायी । इसने १५४३ में वी० ए० पास किया और यह टद्विनिटी (7'पंप्रंप्ए) कालेज 
का मौलिक अधिसदस्य (078गर्श ४८०७) बना छिया गया। यह दो वर्प 
तक छूवेन ([,एए०॥) और रीम्स (२०१75) में अध्ययन करता और व्योज्यानि 
देता रहा और १५५१ में इंग्लंण्ट छौट आया । एड्वडे पप्ठम से इसे पन्‍्शन 
मिलती थी, किन्तु रानी मेरी के गद्दी पर आसीन होते ही इसे क़ैद कर लिया गया। 
इस पर यह आरोप रूगाया गया कि यह रानी को जादू से मारना चाहता था। १५५५ 
में इसे मुक्त कर दिया गया। तत्पस्चात्‌ यह रानी एलिज़ावेथ (/2289०7) का 
कृपापात्र वन गया । कई वार यह राजकार्य से इंग्लेंण्ड के बाहर भेजा गया। १५८१ 
में इसका साहचर्य एंड्वर्ड केली (84थ्ार्त ॥०|५) से हुआ जिसकी कथोक्ति 
थी कि उसने आत्माओं को बस में कर लिया था। दोनों ५-६ वर्ष तक यूरोप में घूमते 
रहे। १५८९ में डी इंग्लेंप्ट छौट आया । १५९५ में यह मैल्चेस्टर (7४७०८४८४६८:) 
कॉलिज का अभिरक्षक (५००7१८०) हो गया। यह १६०८ में बड़ी विपन्नावस्था में 
भार्टलेक ()/४४)४:८) में मर गया। 
डी बहुत ही अव्ययनशील था। उसने स्वयं ही अपनी दिनचर्या के विपय में इस 
प्रकार लिखा है---में रात को चार घंटे सोता था। खाने, पीने और आराम करने 
के लिए में दिन भर में केवल दो घंटे दिया करता था । शेप अद्ठारह घंटे में वरावर 
अव्ययन करता था ।” डी अपने समय का बड़ा विद्वान माना जाता था और उसकी 
अभिव्यंजना झव्ित बड़ी प्रवक थी। विलिग्स्ली (020००) हरून्दन का 
शोरिफ (50८7) था। उसने यूक्लिड की ज्यासिति का सबसे पहला अंग्रेजी अनुवाद 
किया था। उक्त अनुवाद की प्रस्तावना उसने डी से ही लिखवायी थी। 


५७० 
है 
में डी ने यूक्लिड की एक टीका भी प्रकाशित की थी। १५६३ में उसे एक पाण्डुलिपि 


मिली थी जो किसी मुहम्मद बस्दादिनस द्वारा छॉटिन में लिखी हुई थी। उसने उक्त 
पाण्डुलिपि कमान्डिनस ((:0777)07 0५) को दे दी जिसने उसे दोनों के नाम से 
५७० में प्रकाशित कर दिया। उसमें इस समस्या का विवेचन किया गया है कि 
किसी आकृति को दिये हुए अनुपात के दो भागों में किस प्रकार विभाजित किया जाय। 
ग्रमेटियस (ईन्‍शाआाथ्प5) का जन्म अफ़ंट में १४९६ में हुआ था । उससे 
वियना में शिक्षा पायी और वाद में वहीं शिक्षक नियुक्‍तत हो गया। उसकी सबसे 
अमिद्ध पुस्तक अंकगणित है जो उसने जमंन में ली थी । उक्त पुस्तक में उसने अंक- 


गणऊ ओर कंकों द्वारा पर्चिरन, संस्या सिद्धान्त, पुस्तदमारन (3००::८८०भड्ठ ) 
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और वीजग्रणित के कुछ प्रकरण दिये है। उससे अक्यणित पर कई अन्य पुस्तईं मो 
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चित्र २६--डंडेस रोज के अक्षणणित (१५२२) से । ध् 
इसमें वर्गेमूछ दशमलव पद्धति में दिये गये हैँ। बेवल्ल दशमलव बिन्दु वही छंगाया गधहैं। 
[ तिल एश्ड बम्पनी वी अनुमति से डे बिट यूतान स्मिष छुत (हिसी आफ 
में बै्नटिक्स' से पयुत्वादित / ] 
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ल्‍्- 


छिसी हैँ। इसके अतिरितत उसकी कर कृतिया समानुपात सिद्धांत (००३ ० 
970ए07४0०॥) ) और मापिकी पर भी हे। कदाचित्‌ बह जमनी का पहला गणितज 
था जिसने दौजगणितीय राशियों के जोड़ने और घटाने के लिए -+ बौर - चिंज्ञों 
का प्रयोग किया । 
जर्मनी के १६ वी घतादवदी के अंकगणित्रों में ऐंटेम रीज (207 रि०४०) 
का नाम भी उल्लेखनीय है। इसका जीवन काल कदाचित्‌ १४८९-१५८५९ था। 
यह पहला जन गणितजञ्ञ था जिसने अपनी पुस्तकों में माया वर्ग (१४९20 50पथ०) 
को स्थान दिया । इसने अंकगणित पर चार पुस्तकों लिसी है जिनमे से दूसरी बहुत ही 
लोकप्रिय सिद्ध हुई। इसकी पुस्तकों ने पुरानी अंकगणकों की पद्धति के स्थान पर अंकों 
द्वारा हिसाव करने की प्रणाली को प्रचलित किया। इसकी पहली पुस्तक १५१८ 
में छपी थी । दूसरी पुस्तक प्रथम बार १५२२ में छपी और १६०० तक उसके सेंतीस 
संस्करण निकल गये । 
हॉलेण्ड में एक प्रमावणाली गणितन्न हुआ है गमा फ्रीसियस रेनियर (.लागा० 
पत$ां$ रे ८छणंटा) । इसका जीवन कारू १५०८-५५ था। वत्तीस वर्ष की 
अल्पावस्था में ही इसने अंकगणित लिखा, जिसमें इसने सैद्धान्तिक और व्यापारिक 
अंकगणित का समन्वय किया था। उक्त ग्रन्थ इतना लोकप्रिय सिद्ध हुआ कि सोलहवीं 
णताब्दी के अन्दर ही उसके उन्सठ संस्करण निकल गये । इसने भूगोल 'और ज्यौतिष 
पर भी पुस्तकें लिखी हे । ज्यौतिप में इसने एक विशेष प्रकार के कैमरा (गाव 
0०9$८७:०७) का भी प्रयोग किया था। * 
साइमन स्टेविनस. (9॥907 $0८एं४प५ ) (१५४८-१६२०) भी हॉलेण्ड 
का ही एक गणितज्ञ था। इसने प्रशा, पोलेण्ड, नॉर्वे आदि देशों का भ्रमण किया था। 
इसने वर्षों सैनिक सेवा की । यह अपनी सैनिक उपज्ञाओं ([7एथ7पर075 ) के लिए 
प्रसिद्ध हो गया था। इसने एक ऐसी गाड़ी का आविष्कार किया था जो पतवार से 
चलती थी और जिसमें २६ यात्री वैठकर स्थल पर यात्रा कर सकते थे। इसकी 
अंकगणित लीडन में १५८५ में छपी और अगले वर्ष ही उसका फ्रेंच अनुवाद छप गया। 
उबत पुस्तक में इसने दशमरूव भिन्नों का प्रयोग किया है। यों तो दशमलव भिन्नों का 
प्रयोग पाँच सौ वर्ष से वर्ग मूछन आदि में होता आ रहा था, किन्तु इन भिन्नों का दैनिक, 
व्यावहारिक प्रयोग सबसे पहले स्टैविनस ने ही करके दिखाया था। इसने यह पूर्वा- 
नुमान भी किया था कि एक न एक दिन संसार को दशमलव पद्धति के बटखरों, 


पैमानों और सिक्कों का प्रयोग करना पड़ेगा । यह कब के पघातों के लिए छोटे बत्तों 
का प्रयोग किया करता था, जैसे-- 


श्र गणित बा इतिहाप 


डी 
१७३ ५५ को यह इस प्रवार छिसता था-- 


१७३ ०७४ (१) २ (२) ९ (३) 
इस सकेत लिपि वा अर्थ हुआ-- 
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(ण » (६६) +० (६६) +० (६६३) “०(६)- 

स्टेंविनस ने डायफण्ट्स (0/0]ऐ:घा05) की बतियों का अनुवाद किया । 
इसवे' अतिखित १५८६ में इसने स्वेतिशी और द्रवस्येतिकी (58 शा 
प्रए4/0: ८४८७) पर अपनी पुस्तक छापी जिममे बल त्रिभुज (77आह्टौ: ० 
(07:08) प्रमेय वा प्रतिधादन किया ) उस समय तह स्थेतिको उत्तोलक ([-6र्थ) 
सिद्धान्त पर आंधृत थी। स्टेंविनस ने ही द्रवस्थेतिकी वे इस सिद्धान्त वा आविणीर 
किया कि विसी द्रव का नीचे को और दवाव शैवछ उसकी ऊँचाई और आधार पर ही 
अवलम्वित है, बर्तन वी आइति से उसका कोई सम्बन्ध नही है। हा 

सोलहवी शतीमे पोछण्ड मे कई गणितज्ञ हुए है जिन्होंने अकगणित पर $स्तरके 
लिखी है। १५३८ में क्राउ (272८0७) नगर से टॉमस बन (77077 
955०) की पुस्तक छपी । १८८९ में इस पुस्तक की पुनरावृत्ति उसी नगर में बराबीरी 
(20प्थणाव्टा ) ने छापी । १५७७ में गॉल्स्टीना (ठ&$0॥73 ) हैं 
अकंगणित पोलिश माषा में छपा | इसमे व्यापारिक प्रकरणों या समावेश है। 


एशिया 

भास्वर के देहान्त के पदचात्‌ प्राय २०० वर्ष तक मारत में कोई वडा गणितर्श 
उत्पन्न नही हुआ। जो हुए भी उनकी मुरय झूि ज्यीतिप से थी। तथापि दीं तामे 
उल्लेखनीय है--गरणेश और सूरदास । 

गणेश के जन्म की तिथि का ठौक-ठीक तो पता नही चल पाया है तयावि ईगक 
सर्वप्रथम ग्रन्थ 'ग्रह्यघव” है जो इन्हाने सन्‌ १५२१ ई० के ूमभग आरम किया था। 
उस समय इनकी अवस्था २०-२१ वर्ष की अन्य ही रही होगी ! इससे पता खलिता: 
है कि इनका जन्म १५०० ई० के आस-पास हुआ भा । इसके विपय में कई दस्त कथाएँ 
प्रसिद्ध है। इनके पिता जी भी एक ज्यौतिपी थे जिनदा नाम कैशव था। एवं वाई 
केशव ने ग्रहण का समय निकाला । ग्रहण के समय में कुछ अत्तर पड गया। ईी पर 
तत्कालीन कसी राजा ने उनका उपहास क्या। इस पर उन्हें बा तोध आया। 
वे गण जी के एक मन्दिर में जाकर तपस्या करने छगे। महते है कि गणेशजी इससे 
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सन्न हो गये और उन्होंने केशव को स्वप्न में दशन दिया और कहा कि अब तुमसे 
यौतिप कार्ये नहीं हो सकेगा। में तुम्हारे घर में तुम्हारे ही पुत्र रूप में जन्म लूँगा और 
[म्हारे अविप्ट कार्य को पूर्ण करूँगा |” तत्पद्चात्‌ केशव को पुत्र छाम हुआ। 
प्रतः उन्होंने पुत्र का नाम गणेश ही रखा। इसीलिए बहुत से आधुनिक ज्यौतिषी 
एणेंश को अवतार स्वरूप मानते हैं। 


गणेश को वचपन से ही ज्यौतिष का शौक था। इनका जन्म स्थान कोंकड़ प्रदेश 
या। इनका स्वभाव था कि समुद्र के किनारे किसी शिल पर बैठकर घंटों आकाश 
की ओर देखा करते थे। चलते समय भी इनकी दृष्टि आकाश की ओर ही रहा करती 
थी। इसीलिए इनके विपय में यह कथा प्रचलित हो गयी कि इनके पैरों में मी आँखें 
थीं। अतः चलते समय इन्हें भूमि की ओर देखने की आवश्यकता नहीं पड़ती थी । 

गणेश ने ज्योतिष पर अनेक ग्रन्थ लिखे हैं। प्रहमणित पर तो जितने ग्रल्थ इतके 
प्रचलित हैं, उतने कदाचित्‌ ही किसी अन्य व्यक्ति के हों । इन्होंने लीलावती पर भी 


एक टीका लिखी है, जो वहुत प्रसिद्ध हो गयी है। उक्त टीका में इन्होंने गुणन की एक 
विधि इस प्रकार लिखी है --- 


“गुण्य को गुणक के नीचे लिखों | इकाई को इकाई से गुणा करो और गुणनफल 
को उसके नीचे रख दो | तत्पढचात्‌ इकाई को दहाई से और दहाई को इकाई से गुणा 
करो। इन दोनों को जोड़कर गुणनफल को पंवित में दहाई के नीचे रखो | अब इकाई 
को सैकड़े से, सैकड़े को इकाई से और दहाई को दहाई से गुणा करो । तीनों को जोड़कर 


सैकड़े के नीचे लिखो। इसी प्रकार आगे बढ़ते चलो। अच्त में गुणनफल प्राप्त हो 
जायगा ।” 


मह विधि आठवीं शताब्दी अथवा उसके पूर्वे के हिन्दू गणितज्ञों को याद थी। 
यह्‌ विधि अरव पहुँची और वहाँ से इसका यूरोप में आविर्भाव हुआ। पेसियोली के 
सूमा तामक ग्रन्थ में इसका उल्लेख मिलता है। पँसियोली का कहना है कि यह विधि 
अन्य विधियों की अपेक्षा अधिक कौतुक और चातुर्यपूर्ण है। गणेश ने भी लिखा है 
कि यह विधि बहुत कौतुकपूर्ण है और मन्दवुद्धि विद्यार्थी परंपरागत मौखिक शिक्षा 
के बिना इसे सीख नहीं सकता ॥* 


सूर्यदास का जन्म १५०९ के कगमग हुआ था। इन्होंने निम्नलिखित ग्रन्थों की 
रचना की है--- 


१. देखिए, दत्त और सिह--हिन्हू गणित का इतिहास, भाग १, पु० १३९३ 
८ 
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छीलावतो टीका, बीज दीया, श्रीपतिपद्धति गणित, ताजिक प्रस्य, वी्स 
बोधसुघावर । 
इन ग्रन्था में से अधियाद् दीकाएँ हे । पहछे दो ग्रल्य तो भास्वर ने गणित की 
टीवाएँ है। इनके अतिरिक्त सूर्यदास ने गणित पर दो स्वतन्तर ग्रन्थ भी हिखें है" 
बीजगणित और गणितमा”ती | लीछावती पर इन्हाने एवं टीका और भी रियो है 
गणितामृत बूपिका। इस का रचना वाल १५४२ है। 
मुसलमानी देझशा के उस समय के गणितज्ञों में वेबठ बहाउद्दीत का नाम उस्हेस 
नीय है। इनका जन्म कदाचित्‌ अमोल नगर में १५४७ में हुआ था और मृत्यु इसी 
में १६२२ में हुई। उन्होंने अक्गणित पर एक पुस्तव खुलासतुलल हिसाब (अर 
गणित के मलतत्त्व) लिखी थी। इसके अतिरिक्त उसी विषय पर एक बृह[ रे 
लिखना आरमभ क्या, जिसका नाम वहरुल हिसाव (अवगरणित का सागर) री 
विन्तु इस पुस्तन का एक ही सांग छप पाया । 
खुलासतुल हिसाव में बहाउद्दीन ने एक सारणी दी हैं, जो इस प्रकार हैं “7 


२ 
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अंकगणित श्श्५ु 
चीन 


सोलहवीं और सत्रहवीं शताब्दियों में चीन ने गणित में कोई मौलिकता नहीं 
दिखायी । केवल चांग तई वई का नाम उल्लेखनीय है जिसने अंकगणित पर एक 
ग्रन्थ 'स्वान फ़ा तांग सुंग' (अंकगणित पर व्यवस्थित ग्रन्थ) लिखा । उक्त ग्रन्थ में 
सर्व प्रथम चीनी ढंग के परिकलन का उल्लेख किया गया है जिसे सुअन पान! परि- 
कलन कहते हें। 


सत्रहवीं शती के प्रारंम में चीन में इटली के पादरी मेंटियो रिसी (॥(966० 
४८०) का आविर्भाव हुआ । इसका जन्म १५५२ में इटली के एक भले घराने में 
आ था । इसने पहले क़ानून का अध्ययन किया । किन्तु फिर अपना जीवन धामिक 
सेवा में अपित कर दिया। १५७७ में इसने अपना नाम पूर्व भारतीय प्रचार मण्डल 
में दे दिया । १५७८ में यह गोआ पहुँचा । चार वर्ष मारत में विताकर यह चीन गया । 
प्रचार मण्डल में कई पादरी थे। रिसी का गणितीय ज्ञान सुविस्तृत था और अन्य 
पादरियों के पास कुछ मानचित्र, घड़ियां और पुस्तकें थीं। इन वस्तुओं को देखकर 
चीनी छोग चकित हो गये और इन लोगों को कुतूहल और आदर की दृष्टि से देखने 


लगे। रिसी ने वर्षो चीन के नगरों में प्रचार किया। १६१० में पीकिग में इसका 
देहान्त हो गया । 


रिसी स्वयं कोई भारी गणितज न भी रहा हो, किन्तु इसने चीन में यूरोपीय 
विधियों का पर्याप्त प्रचार किया । इसने चीनी भापा में दर्जनों पुस्तकें लिखीं और 
चीनी रंग ढंग को अपना लिया । इसीलिए चीन में इसकी पुस्तकों का बड़ा प्रचार हुआ । 
चीन में कदाचित्‌ किसी भी अन्य यूरोपवासी का इतना नाम नहीं हुआ जितना “लि 
मात्यू” का जो रिसी का चीनी नाम था। 


यों तो रिसी के पश्चात्‌ कई और पादरी हुए जिन्होंने रिसी के काम को आगे बढ़ाया. 
किन्तु उनमें से स्मो गोलिस्की का नाम विज्ञेप उल्लेखनीय है जिसने चीन में रूघुगणकों 
का प्रचार किया। इसी के शिष्य सी फ़ाँग सू ने १६५० के रूगसमग उक्त विपय पर 
पहला चीनी ग्रन्थ लिखा। सन्नहवी झती में चीन में गणित के कई विद्वान हुए हें, 
जिन्होंने गणित पर अनेक प्रन्ध लिखे हैं, किन्तु समस्त ग्रस्व यूरोपीय गणित पर आचत 
हूँ। मेवन टिग का नाम अवश्य उल्लेखनीय है जिसने गणित पर कई प्रन्ध लिसे, जिनसे 


मे गी गणित के £तिहास की बहते जानकारी रू 
म्‌  गशगित के दातहास का बहुत जानकादां प्राप्त हक हे। इसका जीवन कान्ड 
ब३३-४जम १ था। 


नर 


११६ गणित का इतिहास 


जापान 
सोजहवी शताब्दी में जापान ने गणित में कोई विशेष प्रयति नही दियायी ; 
किन्तु एक घटना उल्लेखनीय है । जब जापान के वीर तईको में सा 
देश जीत लिया तब उसका यह्‌ धुत सवार हुई कि अपने दरबार को विद्या का एक 
केन्द्र बना दे ! इस हतु उसने देश के एक विद्वानू मारी का चीन भेजा ताकि वह चीन से 
गणित की शिक्षा प्राप्त करके आये । 
मारे ने भ्रमण किया, किन्तु यह निश्चित नहीं है कि वह चीन तक गया अप 
कोरिया में हो रह गया। इतना अवश्य गिंश्चित है कि बह चीनी अक्गणक के अयोग * 
दक्ष हो गया और उसने जापान में उक्त यन्च्र का प्रचलन किया । वह चीनी गणित 
विद्वान्‌ माना जाने लगा और कुछ छोग ती यहाँ तक कहने छगे कि भागकिया की 
ससार भर में सबसे वडा शिक्षक मारी हो है। ” इसके तीन शिप्य पसिद्ध हो गये है 
जो तीन अक्गणितज्ञों के सलाम से विख्यात थे। 
भोरी के शिष्या में कॉयू सबसे प्रसिद्ध हुआ है। इसका जीवन काल १५६७ 
१६७२ था। जापान में अक्गणित पर सबसे पहला ग्रन्थ इसी का था। उ्ते रा 
के पूरे नाम का अर्थ है 'छोटी, बडी सल्याआ का ग्रन्ध ।” सक्षेप में प्रन्य को जिंकाँरी 
कहते है । इस यन्य की देश भर में इतनी प्रसिद्धि हुई कि उक्त नाम 'अक्गणित वी 
पर्याय ही वन गया । 


अमेरिका 


सन्‌ १४९२ में कोलम्बस ने अमेरिका को खोज विकाला ! १५३७ में अमेखित 
में सबसे पहला मुद्रणालय स्थापित हो गया और १५५६ में अमेरिका में गणित की 
सर्वप्रथम पुस्तक प्रकाशित हुई। इसका लेसक जुअन डीज (एम 7०2 ) था। 
इसने कई पुस्तकें लिसी है जिनमें से एक गणित पर थी जिसका शाम “ 
बम्पेण्डियासा' (5पश्ाटा० 0०7फुलाएं।050) था। उतत पुरतक में चाँदी, 
आदि के भाव और प्रतिशाता पर सारणियाँ दी गयी हे ! इसके अतिरिकत बहुत से 
प्रइन ध्यापार गणित पर और सस्या सिद्धान्त पर भी दिये हे । सख्या सिद्धान्त पर जो 
लियम रिये गये है उनमें से बटूत से फियोनाबी और डायफ्ण्टस की इृतिया से मिख्ते 
है । उस समय के गणित मै स्तर को देसते हुए कहना पडता है कि पुस्तत बहुत सुद्दर 
है। यहाँ हम दो परिभापाएँ देना आवश्यक समझते है-- 

अनुरुषो और सम्मेपी सबयाएँ (00 छ्/007४ गत 0णहएएला। पपिपए/7) 
जअञयर्ग सस्याआ में से बुछ अनुरूपी सरबाएँ कहटाती हूँ । झुछ अस्य सस्याएँ सशेयी 


साते 


अंकगरणित ११७ 


संख्याएँ कहलाती हैं। ये ऐसी होती हैं कि यदि किसी अनुरूपी संख्या में उसकी संगत 
संशेपी संख्या जोड़ दी जाय अथवा उसमें से घटा दी जाय तो दोनों दगाओं में फल एक 
सम्पूर्ण वर्ग ही होगा। 

उदाहरण---६२५ एक सम्पूर्ण वर्ग है। यदि इसमें ३३६ जोड़ें तो ९६१ होता है 
जो ३१ का वर्ग है। और यदि उसमें से ३१६ घटाएँ तो २८९ वचता है जो १७ का वर्ग 
है। अतः ६२५ एक अनुरूपी संख्या हुई और ३३६ उसकी संगत संशेपी संख्या। 
इसी प्रकार १०० और ९६ भी क्रमशः अनुरूपी और संशेपी संख्याएँ हैं। . 

जुअन डीज़ के उक्त ग्रन्थ में अनुरुपी और संशेपी संख्याओं की भी एक सारणी 
दी गयी है। इस सारणी से उक्त पुस्तक का मूल्य और भी बढ़ गया है। 

हमने इन पृण्ठों में सत्रहवीं शताव्दी के अन्त तक का अंकगणित का इतिहास 
दिया है। इसके पश्चात्‌ गणित की अन्य शाखाओं में तो आशातीत प्रगति हुई, किन्तु 
अंकगणित ज्यों का त्यों रह गया । अंकगणित में हम आजकल के स्कूल के विद्यार्थियों 
को जो कुछ पढ़ाते हें, प्राय: इसी रूप में वह सचहवीं शताब्दी के अन्त तक आविप्कृत हो 
चुका था। उसके अध्यापन के ढंग में और उपस्थापन प्रणाली में अनेक परिवर्तन हुए 
हैं। पाठ्य पुस्तकों के लिखने की शैली भी बहुत कुछ बदल गयी है। किन्तु विपय 
सामग्री में कोई मौलिक हेर फेर नहीं हुआ है । इतना अवश्य हुआ है कि प्राचीन काल 
में संख्या सिद्धान्त भी अंकगणित का ही एक अंग माना जाता था। अब वह एक 
स्वतन्च्॒ विपय वन गया है । अतः अब अंकगणित के इतिहास के अन्तगेत संख्या सिद्धान्त 


नहीं दिया जाता, केवल प्रसंगवश कहीं कहीं उसका उल्लेख करना पड़ता है। ऐसा 
ही हमने भी किया है। 


अध्याय ४ 
बीजगणित्त 


(१) बीजगणित का नाम और ग्रकृति 
वीजगर्णित से साधारणत तात्पर्य उस विज्ञान से होता है जिसमें अको गो 
अक्षरों द्वारा निरूुषित क्रिया जाता है। इस विषय में क्रियाओं के चिह्न 
के ना ओऔऋ-+ न >> <£ 
तो वे ही रहते है जो अक्गणित में, केवल अको के स्थान पर अक्षर क, से, गे. 5 
ल, . छिसे जाते है। मान लीजिए कि हमें यह लिखना है कि किसी त्रिृग 
क्षेत्रफल उसके आधार और उच्चत्व के गुणनफल का आधा द्वोता है। तो हम # 
तथ्य को इस प्रकार व्यक्त करेंगे 
क्षल्द्र अ उ 
अब तनिक इस समीकरण पर विचार कीजिए-- 
य-७ य+१२७०- रहे 
इस समीकरण का यह्‌ अर्थ है कि 'य एक ऐसी राशि है कि यदि उसके बे में 
उसका सात गुना घटा कर १२ जोड दे तो फ्ल शून्य हो जाता है। 
बीजगणित में केवछ समीकरणा का ही समावेश नहीं होता। उस में इन सर्व 
प्रकरणा का अध्ययन क्या जाता है +- 
वहुपद, श्रेणियाँ सतत॑ मिन्न, अनन्त गुणनफल, सल्या अनुत्रम, 
श्रेणिक (४४४75) । हर 
अब वो अक्षरों द्वारा केवठ सख्याआं का ही निहूपण नहीं होता। स्व॑तिों 
(829०७) में इनहे द्वारा बल निरूपित किये जाते है और ग्रतिविज्ञान (02८ 
ग्या८3] में बेग (एले०लाए), ऊर्जा (छगणण्ट)) आदि। आधुनिक समय * 
चीजगणिव का क्षेत और उपयोग वहुत वढ गया है। अब तो यद्ध गणित वी बहुत 
सी झाखाओ में प्रयुक्त होने छगा है जैसे कछन, निकोणमिति और फर्लन विदा 
(प्रशवणा३ रत एप्रष्टपण७) ॥ विन्‍्तु अब भी बीजगणित का एर हद 
समीकरणा का साधन ही है! बीजेगणित का आधारमूत प्रमेय यह है-ः 
प्रत्येक समीकरण का एक मूल अवश्य ही होता है। 


रूप, सारभि 
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बीजगणित के आधुनिक संकेतवाद का विकास तो पिछली त्तीन चार घताब्दियों 
ऐतिहासिक का से हमारे पूर्वज इस समस्या का मौखिक रूप से अध्ययन करते आये 
है। सन्‌ २००० ई० पू० के आस-पास तो वे छोग अटकल से समीकरणों का हल 
निकालने भी छगे थे । ३०० ई६० पू० के ऊगमग हमारे पूर्वज समीकरणों को शब्दों 
में लिखने लगे थे और ज्यामितीय आक्ृतियों की सहायता से उनके हल भी निव्गल 
लेते थे। समीकरणों को संकेतों द्वारा व्यक्त करने की परिपाटी ३२०० ई० के छूगभग 





आरम्म हुई । सोलहवी शताब्दी में मुद्रण के आविप्कार से बीजगणित का क्षेत्र बहुत 
विस्तृत हो गया। वीजगणित सार्वक्षित अंकगणित का रूप लेने छगा और उसमें 
वर्णमालछा के अक्षरों का भी प्रयोग होने छूगा। सवहवी झताद्दी में बीजगणितीय 
संकेतवाद पूर्ण रूप से विकसित ही गया और पिछली तीन शतियों में उसमें थोड़ा सा ही 
संशोबन हुआ है। 


वीजगणित का नाम 


वीजगणित के जिस प्रकरण में अनिर्णात समीकरणों (]7तललगपाग्रावा० 
00४४0॥5) का अध्ययन किया जाता है, उसका पुराना नाम 'कुट्ठक' (?पस्टरयंडटा) 
है। हिन्दू गणितज्ञ ब्रम्हगुप्त ने उक्त प्रकरण के नाम पर ही इस विज्ञान का नाम 
६२८ ई० में 'कुट्टक गणित” रखा । वीजगणित का सबसे प्राचीच नाम कदाचित्‌ यही 
है। सन्‌ ८६० में पृथूदक स्वामी ने इसका नाम वीजगणित रखा । इस विद्या का नाम 
'कुट्ठक गणित” तो इसलिए रखा गया था कि 'कुट्टक' वीजगणित का एक मुख्य अंग है। 
यह नाम ऐसा ही है जैसे आजकल के बहुत से कहानी लेखक किसी कहानी संग्रह का 
नाम उसके अन्‍्तर्गत दी हुई एक कहानी के नाम पर रख देते हैं। यह प्रवृत्ति विचारों 
की अल्पता का द्योतक है। या यों कहिए कि लेखक को कोई ढंग का नाम दिखाई ही 
नही पड़ता । 'वीजगणित' नाम अधिक सार्थक है। 'बीज' का अर्थ है तत््व'। अतः 
'वीजगणित' का अर्थ हुआ वह विज्ञान जिसमें तत्त्वों द्वारा परिगणन किया जाता है।' 
अंकगणित में समस्त संकेतों का मान विदित रहता है । वीजगणित में व्यापक 
संकेतों से काम लिया जाता है जिनका मान आरम्भ में अनिद्चित रहता है। इसीलिए 
इन दोनों विज्ञानों के अन्य प्राचीन नाम व्यक्त गणित' और “अव्यक्त गणित' भी हे। 
अंग्रेज़ी में बीजगणित को एल्जब्रा' (2)9००७४५) कहते हैँ। यह नाम अरब 
जे से आया है। नवीं झताव्दी में ब्तज एक गणितज्ञ अलख्वारिज्मी” हुआ है जो 
ख्वारिज्मी' नगर का निवासी था। उसने ८२५ ई० में वगदाद में एक पुस्तक लिखी 


१२० गणित का इतिहास 


जिसवा नाम अल-्जप्-वल-्मुवावल्ता” रखा। उस समय तो उसके देझवामियों वो 
समझ में पुस्तक के नाम का अर्थ नहीं आया। आवुनिक भाषाविदों का विचार है कि 
अरबी में 'अछ-जब' और फास्सी में 'मुकावछा' समोवरण को ही कहते हैं। कत 
छेपक ते फार्सी, ज़रवी दोदा मापाओं बे 'समोकरण' वे पर्यायों से अपनी पुरता 
बा नाम बना लिया था ! अलस्वारिज्मी के ग्रन्थ वा महत्त्व इसी से जाता जाता है 
फि बाद के छपका ने उबत प्रिज्ञान के लिए उसी नाम को अपना लिया और अग्रेडी में 
बहीं नाम आजतव चला आता है। 

अन्य देशों में वीजगणित के नाम इस प्रक्वर है-- 

चीत--ति्येन युर्येन (स्वर्गीय तत्त्व) ) 

जापान-वाइगेन सी हा (अज्ञात को जानना) ! 

बगदाइ---फ्सतो--इस नाम की उत्पत्ति इस प्रवार है वि बगदाद ने एक 
गणितज्ञ अठ बर्सी ने १०२० ई० के छगमग बीजगणित पर एक पुस्तक लिखी जिमगा 
नाम अपने गुरु 'क्स्पुल्मुत्क/ के नाम पर 'फ्पी' रस दिया। 

इ्रदली--रैंगोला द छा को सा (अज्ञात राशि का नियम) ! 

प्रास---अर्म मग्ता (महान्‌ का)--सयसे पहले बार्दन ने १५४५ में इस नाम 
का प्रयाग किया था। 

जमंनी--डी कास (अज्ञात राशि) (सोडहवी झताब्दी) । 


(२) पूर्व ऐतिहासिर काल से ३०० ई० पु० तक 
अति प्राचीन काए से भारत में भिन्न-मिन्न आर तिया की यज्ञ वेदियाँ बतानी जाती 
थी। कऋेंद गा गयय ३००० ई० पू० में भी पहद़े या साना जाता है। और 
ऋग्वेद में अनेया स्थणा पर यश वेदियों का उस्हेस मिलता है। इन वैदियों पी रचए 
के लिए विशेषज्ञ बुटाये जाते थे । इनयों रचता द्वारा बहुत से यीजगणियीय समौशरा 
कटा साधन होता है। इस प्ररार कह सतते हे मि मोजगणियोय सभौरसथों रा 
शयामितीय अध्ययन भार से ३००० ई० पृ७ से मो पहने आरू्म हो दयो थी 
डिलपय ब्राद्यव मे भी यह वेदिया करे रघना गयी विधियाँ दी गयी है 4 भरे शा 
दाहाय वा समय २००० ई० यृ० के छगमग माना जाता है । 
बेदी श्यता क दिधप था होना झहहद था शि दस पर भरत मे शक रग 
गिहिय हिवार का रया था। ४३ इामाकों 'शु सूत्र” का साम दिया गग है छ* 
शिल्ती भपाय इंच का सह है कि ये सूद सेदाया के 'कस्प छत्रों बे ही अंग पे। इतर 
शुभव का ८००-४०० ई० पृ माता यदा है । दराषोग मारत में इसे बता र के हे 


बीजगणित १२१ 


ग्रन्‍्य थे"--अब उन में से केवल सात शुल्व सूत्र प्राप्य हैं जो ऋमशः इन नामों से 
विख्यात हैं -- 
वौधायन, आपस्तम्ब, कात्यायन, मानव, मैत्रायण, वाराहू, वाबूल। 
हम यहाँ शुल्व सूत्रों की कुछ ज्यामितीय रचनाएँ दे रहे हैँ जिनके द्वारा बीज- 
गृणितीय समीकरणों. के हल निकलते हें। 
(क) किसी वर्ग के वरावर एक आयत बनाना जिसकी एक भुजा दी हो । 
इस रचना के लिए आपस्तम्व में यह नियम दिया गया है --- 
“वर्ग की एक भुजा को बढ़ा कर इतनी बड़ी काट लो जितनी वड़ी आयत की 
भुजा दी हुई है। जितना वढ़ती बचे उसे उपयुक्त स्थान पर बिठा दो ।” 
ग्रौघायन ने इसी नियम को इन छाव्दों में दिया है ' 
यदि वर्ग की एक भजा पर ही आयत बनाना हो तो उस भजा में से आयत की दी 
हुई भुजा के वरावर खण्ड काट लो । जो बढ़ती बचे उसे दूसरी भुजा की ओर जोड़ दो । 
दोनों ग्रन्थों में नियम का अन्तिम भाग अस्पप्ट है। भिन्न-भिन्न टीकाकारों ने उक्त 
भाग के भिन्न-भिन्न अर्थ लगाये हैं । इन में से सुन्दरराज और द्वारकानाथ यज्वा का दिया 
हुआ अर्थ ठीक जेंचता है । उनके दिये हुए अर्थ के अनुसार हम यहाँ उक्त रचना देते हैं-- 


मान लीजिए कि का खा गा घा दिया हुआ वर्ग है और म अभीपष्ट आयत की दी 
हु मजा । 


चा भा ला 
का बा 
है| 
| 
घा- जज शा 


चित्र २७--आपस्तम्व के नियम से सम्बन्धित आकृति ॥ 


देखिए 3. 3. [2 पं: : $लेलाटरट 57 ९० 5ए92---(24८प८४७ (7932) छप 
२. आपस्तम्ब० (पर) १॥ 
हे. बोौघायन शुल्व (+) ९३ 
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गा खा और घा का को त्रमझ छा चा तक इतना वढाओ कि घा चानूगा छू 
में। आयत घा या छा चा का पूरा कर ला। मान लो कि विकर्ण गा चा रेखा वा 
खरा का पा पर काटता है! ता पा खा अमीप्ट आयत की दूसरी भुजा होगी। पा के 
मध्येन जा पा आ सीचा गा छा के समानान्तर जो घा गा, छा चा वो वमय जा, मी 
पर वाट । ता इस प्रकार हम इच्छित आयत जा गा छा झा प्राप्त हो यया। उपपर्ति 
आइवति स स्पप्ट है। 

यदि वग का मुजा का क माना जाय तो उपरिलिखित रचना स हमे बीजगणिवीय 
सरछ समीकरण 

मयचच्कद 

का हठ प्राप्त हाता है। 

(स) किसी आयत के वरावर एक वर्ग बनाना। 

बौद्धायन और कात्यायन दाता ने इसकी विधियाँ दी है। हम एक उदाहरा 
एपर बौघायन की विधि समझाते है। 

मान छा कि का खा गा घा दिया हुआ आयत है। 


का घा 

आहत. मरा 

। | | 
सदा क्राफा 


बित्र २८--बौघायन की विधि से शम्यन्पित आइति । 

हम्बाई सा वा मे स चौटाद सा या के बरायर सा चायाटकर वेग खा गाए 
कये पूरा कर छा । अब आयत चा छा घा वा त॑ मध्य में टेसा जा शा सीचबर 
समईि माजित कर ला । चा छा गया पा सर इस प्रवार बढाओं हि छा पालना 
बय छा पा टा भा और आया छा गा पा पा का पूरा कर टी । अर स्पस्द है ति 

आपदा का सा गा घा यग खा पा टा जा>-वग छा पा टा झा। 

अब अब हम एप एस वगे गो रखना करनी है. जिसाग हषत्रप” उरी 
दाता यर्गों क शतरफरा ब अत्तर में यरावर हा। 


व जा। 


ता 


> 
द्राइ्सी जज 
१७९३ ४६ 


सु द्रै कट डे रु ः कफ च्छझफ हक 
ददधुनतण अदनका अूजोरिनक ई पफणप्नयाक अर क पक यपजिनलच्ली इ कस हफिभ्डआ अऋडिजट्रशल आए अं अशुभ हुए हह 
अह0 ७ 5५ देश 8 पे कब 5 कप कै 3. 3, ४0 चढ़ के 2०३ हु तह के फिर कई है १७ के) है 


0ह 


० कू. अत, कक थे & हयटओ, एृषफी खा ४ 

ऊ 2 कं 30% जो 7 

5 5 + 4. ऊ 

प्र आय 0 22406 0:/ 76 47520 2 0 कक 7 
* 8 ब  - आर 2 


दशा उमर 5 


४्गंडम्द ( 5७3७ दाख्हशता 


४ 
न 
अल 
आई 

| 
पे 
अम्मी: 

५ 
न्‍्ड 
३2 
च्ह्ज 
लय 


+र पध्माए ६ कपिाए | ४६। 


2 


चित्र २९--दो समान्तर भुजाओं घाला समयाहु समलम्ध । 
जय प्रग्त बहू है कि फ्िस अनपान में इसछी भुजाएँ बढ़ायी जायें कि क्षेप्फल में मे 
बंग सात्रकों ( शां5 ) की बद्धि हो जाथ। भाव बह है कि आकृति ज्यों की त्वों 


20 ५५ ८ 
बनी रहे, वेबल उसका 


द्ग आकार बद्दध जाय । 


यदि वृद्धि के अनुपात को थे माना जाय तो नयी भुजाएँ २४ ये और ३० य हो 
जायंगी, और उच्चत्व ६६ य। अत्त: हमें यह रामीकरण प्राप्त होगा--- 


रु म-:३० ये र८-+-३० 
डे ये अकललल5 लक लत 


२ मम २६ १८ रर्‌ “- +£ मैं, 





अर्थात्‌ ग्छरय नन्‍्कछरनम । 


र्र्४ गणित वा इतिहास 


सुत्रिधा वे छिए हम मान छेते है कि नये जायार में समतम्प वा क्षेत्ररठ मौत 
क्षेत्ररद का स गुना है। ता 
९६७२१ म- ९७२ सा, 
अर्थात्‌ म-१७२ (स-१) 
(अ) से, य5 &#/स। 
मही फ शुर्प से दिया गया है। रा 
टसकी विभिष्ट दणाएँ स->१४ अथवा १४३ इनपय ब्राह्मण में भी दी गयी हैं। 
इस प्रदन की ब्रिधि से थीजगणितीय समीनरण 
ब्यव्ूप 
का हैंड निकद्ता है। यह एवं शुद्ध वर्ग समीररण (5९ (2४4ऐ7ग४८ 5477 
007) है। धुल्व में दी हुई अन्य वियाआ द्वारा जशुद्ध वर्ग समीयरण (# ००४ 
(२०३/ब्राए८ एंवुए७०7) 
कया+सयब्न्ग 
के हल भी निकछ आते हे । 

(ध) बग समीवरणा वा हछ एक अन्य प्रकार की बेदिया की परिवृद्धि से नी 
सम्यद्ध है। क्मी-क्मी कोई बेदी वर्ग वी आइवि की होती है और उसके ै॥ गुर 
अथवा २॥ गुने आवार की एफ अन्य वर्यावार बेदी बनानी होती हैं। या यो कहिए 
कि एक वर्ग दिया हुआ है और एक अन्य वर्ग ऐसा बनाना है जिसते क्षेत्र और ईमे 
बग के क्षेत्रफ्द में एक निरदिप्ट राधि का अन्तर हो । शुल्व* कै तत्सम्पत्थी नियम डो 
हम उदाहरण द्वारा समझात हूँ । 

मान लीजिए कि का खा गा घा एव दिया हुआ वर्ग है । 

जा ः 


गा 
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कप खा चा 
१ ७) २, ३, ७। ३ आपस्तम्व घुल्व० (४) ९, बौधायन शुल्व० (70) 
१९२-४ भो देखिए । 


बीजगणित श्य्ए्‌ 


मान छीजिए कि उसकी भुजाओं में खा चा के वरावर वृद्धि करनी है। तो वर्ग 
की भुजाओं खा गा, गा घा पर दो आयत बनाइए जिन में से प्रत्येक की भुजा खा चा के 
वरावर हो । कोने गा पर एक वर्ग बनाइए जिसकी भुजा भी खा चा के वरावर हो । 
तो का चा छा जा ही अमीष्ट वर्ग होगा । 
यह रचना बीजगणितीय एकात्म्य (!6०८४४६9 ) 
(क-+ख ) जनक +२ क ख+खे * 
का ज्यामितीय सदुश् (87४08 ८८) हुई। 
अब मान लीजिए कि हमें किसी वर्ग क' की वृद्धि म वर्ग मात्रकों से करनी है । 
यदि अभीष्ट वर्ग की मुजा य हो तो, उपरिलिखित रचना से, 


य+२ क यजनम, (३) 
अर्थात्‌ य+र२क य+क न्‍म+क 
अर्थात्‌ (य+क) च्च्म्+क' 


“« यत-/म+क -क । 
इस प्रकार हमने वर्गे समीकरण (३) का ज्यामितीय विधि से हल निकाल लिया। 
(४) कुछ रचनाओं में निम्नलिखित अनिर्णीत समीकरण का भी हल मिलता है :-- 
य+रच्च्ल' । 
कात्यायन ने एक सूत्र दिया है जो आधुनिक संकेतलिपि में इस प्रकार लिखा 
जा सकता है-- 


»स्तु +क' स- १ न २ सि+2१) * 
0 पट (ज्) जो () 


इस सूत्र को हम इस रूप में ढाल सकते हैँ -- 
प+ २ | [ २ (उ) 
कै 
स्पष्ट है कि राशियाँ ष, 2 की. एक सुसेय समकोण त्रिभज 


(8 4007० परं80-०४ ९०१ (पट्टी ०) की भुजाओं की रूम्बाइयाँ हें । 
करविन्द स्वामी ने उक्त समीकरण का हल इस रूप में दिया है --- 


9 मा २ 
य, (इक रे रो (हे ध /) य। 
जपर-र २ प+२ 


यह हल (उ) से सरलता से निकहू सकता है। 











१. देखिए, उनकी आपस्तम्ब की ठीक (0) ४॥ 


१२६ गणित का इतिहास 


उक्त समीकरण का एक अधिक साविक हल इस प्रकार है-- 
क है 

(लक ₹)*+() 

यह हल उस रचना पर आघृत है जिसके द्वारा हम विसी आयत को एक वर्ग मे 
परिणत करते है । इस सूत की राशियो को सुमेय बनाने के लिए हम इसे इस प्रवार भी 
लिख सकते हे-- 

पफ'३- हद सा ् पड) 

र्‌ 

इसी प्रकार थुल्व सूत्रो में और भो अनेक प्रकार के अनिर्णीत समीकरणी के हे 
मिलते है । 

जिस काल का हम उल्टेख कर रहे हैँ उसमें भारत के अतिरिक्त यूनाने हो डर 
ऐसा देश था जहाँ वीजगणित का कुछ आमास पाया जाता है। किन्तु उक्त देश मे 
उस समय तक बीजगणित ज्यामिति पर ही आधृत था। यूनानियों ने भी एक 

(क्+ख) तक +ख +र२ कख 

को ज्यामितीय विधि से ही सिद्ध किया था! 

यूनानियों न निम्नलिखित एकात्म्या के भी कल हे 
श्यामितीय रूप सिद्ध कर दिये थे-- 

(क-स) "तक +ख '-- २ क ख, 

(क+खस) (क--ख)5>क --ख *, “328 

के (य+र+ल)5-क य+क र+क लू ॥ 

बै द्विपद व्यजको 

क+२ क ख, कक्‍--२कख 

को पूर्ण बनाना भी जानते थे। किसु वे ये सब क्रियाएँ ज्यामितीय विधि से ही मिर्गी 
करते थे। वीजगणित का ज्यामिति से पृथवकरण वहुत दिन पीछे हुआ है। 


(३) ३०० इं० पू० से ५०० ई० तक 


जिस काल दा इतिहास हम छिख रहे है उस काल में यूरोप और मिम्न मे अनेक 
गणितत्ञ हुए है दि्तु उनम से अधिवाश की रुचि ज्यामिति और ज्यौतिष में थी । उनकी 
दिया का उल्टेख उपयुवत स्थान पर किया जायगा। आक्यिंडीज भी मुह 
ज्यामितिज्ञ ही था विन्तु उसने बीजगणित में भी थोडी सी रुचि दिखायी थी, विशेष ९ 


अप . सपिथ, +_ न... कक . ० हर 5 शी... गम पी पक पल कप. अकजक- आल हों 








बीजगणित १२७ 
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न 


निकाछा था। उस से पहले किसी से भी टस टंग की किसी श्रेणी का पद्धतिशील विवेचन 
नहीं किया था। उसने एक विभिप्ट प्रकार के घन समीकरणों का भी हल निकाला 
था। उक्त समीकरणों को आधुनिक संकेतल्िपि में इस प्रकार लछिला जावगा-- 
यकृकयव कस ग०. 
आकिमदीज ने शांकवों (८०0०४) के कठान बिन्दु निकाल कर दन समीकरणों 
बंद साचन किया था । 


ऐलेग्जेंण्ड्रिया का डायफ़ेंण्टस 
(>0एीकाप5 6६ ४०८४१ १ै४०) 


यूनानी गणितज्ञों में डायफ़ेंण्टस का नाम जगत्‌ प्रसिद्ध हो चुका है। अब यह 
प्राय: निश्चित हो चुका हैं कि इसका जीवन काल तीसरी शताब्दी ई० का मध्य 
भाग था। माइकेल सेलस ([/॥८॥०० 7?52८प७) ने, जिसका जीवन काल ११वीं 
शताब्दी था, डायफ़ेंण्टस की जीवनी में लिखा है कि वह अनाटोलियस (/9८0०0५) 
से पहले जन्म ले चुका था क्योंकि अनाटोलियस ने अपनी पुस्तकें डायफ़ेंग्टस को समपित 
के हूं। और अनादोलियस लाओडीसिया (.800॥८८७) का पादरी २७० ई० में 
हुआ। अतः डायफ़ेंण्टस का जीवन काल २५० ई० के रूगमग रहा होगा। इस वात 
का प्रमाण इससे भी मिलता है कि निकोमेकस ('८००७४८)७५) और स्मर्ना के 
थियन (]'॥९०॥ ०६ 8०) ने डायफ़ेंण्टस का कोई उल्लेख अपनी क्ृतियों 
में नहीं किया है। और इन दोनों का जीवन काल १०० और १३० ई० के आस पास 
था। इससे यह निष्कर्प निकलता है कि डायफ़ेंग्टस का समय इन दोनों केः समय के बाद 
आता है। दूसरी ओर ऐलेग्जेण्डिया वाले थियन ने और उसकी लड़की हाइपेणिया 
( परए/०79) ने अपनी कृतियों में डायफ़ेंग्टस का उल्लेख किया है। और यह पता 
हैं कि थियन ने एँलैसजेंण्डिया में ३६५ ई० में एक ग्रहण देखा था और हाइपेशिया की 
मृत्यु ४१५६० में हुई थी। इन दोनों बातों से पता चलता है कि डायफ़ेंणट्स का समय 
५० ई० से पहले का ही रहा होगा। अतः उसका जीवन कारू जो हमने तीसरी 
शताब्दी का मध्य माना है, ठीक ही दिखाई पड़ता है। 
डायफ़ेंपण्टस के जीवन के विषय में बहुत कम जानकारी प्राप्त हुई है। यूनानी 


वाड्मय में उसके जीवन के सम्बन्ध में एक प्रइन दिया हुआ है जो कदाचित चौथी शताब्दी 
में प्रकाशित हुआ था--- 


श्र्ट गणित का इतिहास 


“ उसका वारूपन उसके जीवन के ॥ वे माग तक रहा। उसके दुई वे गा 
पह्चात्‌ उसके दाढ़ी निकलने छगी । उस समय से (जीवन के) हु वे भाग पश्वा३ 
उसने विवाह किया और विवाह के ५ वर्ष पीछे उसके लड़का हुआ। पुत्र ने पिता 
से आधी आयु पायी और पिता पुत्र से चार वर्ष पश्चात्‌ मरा।” ५ 
इस विवरण से लोगा ने अनुमान छगाया है कि डायफण्टस का विवाह हेरे परे 
नी अवस्था में हुआ और मृत्यु ८४ वर्ष की आयु में ! 
डायफेण्टस ने तीन ग्रन्थ ल्खि है-- मम 
(१) एरियसेटिका (परकगग८४८४) जो १३ भागों में लिखी गयी ी 
जिनमे से अब बंवछ ६ ही उपलब्ध हे । 
(२) पॉलीगॉनल नम्बस (70), 807 'पिप्रा/25) जिसका भी अब थोई 
सा ही माग मिलता है । 
(३) पोरिश्स्स (20050) 0 
डायपॉण्टस वी कृतियों का पहला सस्करण बेसिठ (873) में १५७५ ई९ मं 
निकला । दूसरा सस्करण पेरिस से १६२१ मे प्रवाशित हुआ जिसमें मौलिक यूताती 
पाठ दिया हुआ था । तीसरा दूलुस (70०/००७८) में १६७० में नितरछा जिन 
फर्मा (८774४) ने टिप्पणियाँ दी है.। ऐरियमेटिका के प्रथम चार माया वी प्रताशन 
लीडैन ([.०/6००) में १५८५ में हुआ और अन्य सस्करण १६२५ और (६र 
सें हुए । 
डायफण्टस के कार्य पर सब से प्रसिद्ध पुस्तक है 
घपिल्यधा उ)०कृगगातताड. ०6 36८गार02--द्वितीय सस्वरण-लर्ि 
(था एत9०) १९१० 

उक्त पुस्तक में हीद ने लिसा है कि डायफॉण्टरा की इृतियों वी २५ हस्तहिगियाँ 
उपलब्ध हुई है । डायफण्टस की कृतियों का दूसरा दीवायार टँवरी (77700 
है। इसने डायफेण्टस का जीवन काल निरिचत करने वी एव निराली युक्ति बिका 
है। इस ने पता चछाया कि सन्‌ २५० ई० के आसपास यूनान में सदिय का या श्राते 
भथा। यह भाव डापपेण्टस के दिये हुए भाव से मेल सा गया। इस प्रतवार डायप्प्ट्स 
के जीवन बाल भी तिथि की पुष्टि हो गयी। 

डायफ्ेश्टस को सयमे प्रमिद्ध पुस्तव एँ रियमेंटिया दी है। आठोचतों का अनुर्ता 
है रि उसदी तीसरी प्ुस्तर परारिझम्स वास्तव में दँरियर्सेटिया था ही एक ६१8 
संग थी, बाई पृषक्‌ घुरार सही थी। प्रस्थ के उक्त अश में सयातिदारों है $7 
शाचव गाध्य दिये गये है जिनमें से एफ प्रति साध्य यह है-- 


| 
बन्न्पी 
4 
न 
>> 
54 
5॥ 
£34॥ 
हच 
ल्‍्प्जै 
जि 


दो घनों के अन्तर को दो घनों के जोड़ के रूय में ब्यतत छिया ना सतत ह्वं। 
शी: टयेयग नाम अनपयदल हे वे में बह बीजर्माः कक पुस्तक ये 
पु ख्घाटदा कहाम्त अनपमदाद्स हा सयास्तव मे बह धाजग दा पस्चक छह || 


उम्रमें बहुत से ऐसे प्रसत दिये गये है जिनके सुमेस हल अपेक्षित हैं, जिन्हें निकालना बड़े 
बह गणितन्ों के छिए नी लोड़े के चने चबाने के समान है। टायफ़ेंग्टस ने स्वय उनमें 
मे बहुतों के हल करने की बड़ी मौलिक विधियां निकाली, किन्तु उनसे उन भ्रद्नों का 
बांशिक हल ही तिकल पाया | उक्त प्रइव गणित्ों के छिए आजतक सिर दर्द बने 
हुए हैं। दस्सियों गणितज्ञों ने उन पर माथा पच्ची को है ओर आधुनिक वेइलेपिक संख्या 
द्िद्वान्त का अधिकांश उन्हीं के गवेषणा कार्य से मरा पड़ा 


५६) ३० */ पी ४७/७०; ऐ (दर ०४० ००७ (कद 
63: ६+०५७७/॥५०१ ६3४ ४५ न्ट्ि 8 $0 >ए५१60, ॥० ६% // 
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चित्र ३०--एऐरियमंटिका का संकेतवाद । 
( इन्साइक्लीपीडिया ब्रििट निका से ) 


ऐर्थिमेंटिका में बहुत से प्रश्न ऐसे हें जिनसे एक, दो, तीन, अथवा चार चरों 
( ४४7४0०5) के एकघात समीकरणों (7,साव्या ८तुप्रधां०5) का निर्माण 
होता है। कुछ प्रइनों पर तो निर्णीत (/0८प८८7४॥५0०) और श्ोप प्रइनों पर 
अनिर्णीत (्रत०८८४रं7०४०) समीकरण बनते हैँ । डायफ़ेंग्टस सदैव पूर्णाक 
हल निकालने का प्रयत्त नहीं किया करता था, वरन्‌ सुमेय हलों से ही सच्तुष्ट 
हो जाया करता था । उसकी विधि यह थी कि वह अज्ञात राशियों में से एक का कोई 
कल्पित मान लेकर किसी अनिर्णीत समीकरण को भी निर्णीत समीकरण में परिवर्तित 
कर लिया करता था। ग्रन्थ के अधिकांश भाग में द्वितीय घात के अनिर्णीत समीकरणों 
का विवेचन है। उक्त विपय का महत्त्व इसी वात से समझा जा सकता है कि अब ऐसे 
समस्त अनिर्णीत समीकरणों का नाम, जिनके गुणांक सुमेय हों और सुमेय हरू ही 
अपेक्षित हों, डापरेंप्टी समोकरण (॥)0ए7शशप८ ऐेतप्/००५) ही पड़ गया 

९ हू 


श्२८ गणित का इतिहास 


“उसका वालपन उसके जीवन के है वे माग तक रहा। उसके दुइ वे मी 
पश्चात्‌ उसके दाढी निकलने छगी। उस समय से (जीवन के) हु वें मांग पर्चा 
उसने विवाह क्या और विवाह के ५ वर्ष पीछे उसके छडका हुआ। पुत्र में पति 
से आधी आयु पायी और पिता पुत्र से चार वर्ष पश्चात्‌ मरा।/ 2 

इस विवरण से छोयो ने अनुमान लगाया है कि डायफेप्टस का विवाह रे की 
की अवस्था में हुआ और मृत्यु ८४ वर्ष वी आयु में । 

डायफण्टस ने तीन ग्रन्थ लिखे है-- 

(१) एरियमैंटिका (3४ए८ध८४) जो १३ भागों में छित्ती गयी भी 
जिनमें से अब केवल ६ ही उपलब्ध हे । 

(२) पालीगॉनल नम्बर्स (2098० ऐपआए/८४७) जिसका भी अब धोश 
सा ही माग मिलता है । 

(३) पोरिज्म्स (20:95) 5 

डायफेंण्टस की कृतियों का पहला सस्करण बेसिक (8) में १५७५ ई में 
निकला । दूसरा सस्‍्करण पेरिस से १६२१ मे प्रकाशित हुआ जिसमें मौलिक यूदाती 
धाठ दिया हुआ था । तीसरा टूलुस (70घॉ००७८) मे १६७० मे निकला जिस 
कमा (८४040) ने टिप्पणियाँ दी हे। ऐरियमेटिका के प्रथम चार भागों की 6 
लीडैन ([.८एव०7) में १५८५ में हुआ और अन्य सस्व॒रण १६२५ और ६ 
में हुए। 

डायफेंण्टस के कार्य पर सब से प्रसिद्ध पुस्तक है 

घरल्यपा 0०फञगश्राप्पड. रण 8]0०८३४०००---ट्वितीय सस्करण--े सिर 

(एआआ०छत09०) १९१०॥ 
उक्त पुस्तक में हीद ने छिखा है कि डायफॉंप्टस की कृतियों की २५ हर्खणितिँ 
उपलब्ध हुई हे । डायफण्टस की कृतियों का दूसरा टीकाकार टेनरी (7277०) 
है। इसने डायफेंण्टस का जीवन वाल निश्चित करने की एक निराछी मुक्ति चिता 
है। इस ने पता चलछाया कि सन्‌ २५० ई० के आसपास यूनान में मदिरा का की 
था। यह भाव डायफ्ण्टस के दिये हुए माव से मेल खा गया। इस प्रकार 
के जीवन काल वी तिथि की पुष्टि हो गयी। 

डायफॉण्टस की सबसे प्रसिद्ध पुस्तक एरियमैंटिका ही है। आलोचको का अवुरी 
है विः उसकी तीसरी पुस्तक पोरिज्म्स वास्तव में ऐैरियर्मेटिका का ही एक स्वत 
अग थी, वोई पृथक्‌ पुस्तक नहीं थी। ग्रन्थ वे उक्त अद्य में सख्या सिद्धात्त 
रोचक साध्य दिये गये हूँ जिनमें से एक प्रसिद्ध साध्य यह है-- 


बीजगणित १११ 


मान लीजिए कि 

यन्च्त+प छ, सचथ-फल । 
तो हमें प्राप्त हैं-- 
रेत प्‌ ल+प रर-- २ थ फ छ-+फ लू २०: 





_२(थफ--तप) 
ञ्ञ जज की प्‌--फ 
रुप (थफ-तप)। शथपफ+त (फ-प 
इस प्रकार, यनन्त-+- पक प्‌ हल न 
५ २फ (थफ-तप) श्तपफ+थ (प-फ ) 
++थु--.-५-.--३०7-7+ई न्‍्८ “7++>ब्7> पा | 
आर र्‌ः धृ प्‌ू--फ' प--फ ५ 


(ग) भाग ३ (१)--ऐसी तीन संख्याएँ ज्ञात करना कि यदि उनमें से किसी 
का वर तीनों के जोड़ में से घटायें तो अच्तर एक पूर्ण वर्ग हो । 


मान छीजिए कि संख्याओं में से दो य और २ य हैं । तो यदि हम तीनों संख्याओं 
का जोड़ ५ य* मान लें तो दो शर्तें पूरी हो जाती हैं क्योंकि- 
५ ये >-य “४ य', एक पूर्ण वर्ग, 
और ५यो--४य'वय, एक पूर्ण वगे । 
अव ५ को (ख) में दी हुई विधि से दो वर्ग में तोड़ो॥ मान लीजिए कि #& 
बौर हल प्राप्त हुए। है का मूल है है। 
अतः तोसरी संख्या को रू य मान लीजिए । इस प्रकार 
य+२ य+रू यचू५ य॑, अतः यच्च्छइजऊु । 
तो संख्याएँ हेड, डंडे, $ई८ प्राप्त हो गयीं । 
पस्तक के भाग ६ में समकोण त्रिभुजों पर प्रश्न दिये हुए हैं। ये त्रियुज ऐसे हैं कि 
इनकी भुजाओं की रूम्बाइयाँ और क्षेत्रफल भी पूर्ण वर्ग हों। इनमें से अधिकांश प्रइन 
बहुत रोचक हें। पुस्तक के शेप भाग में संख्या सिद्धान्त के कुछ साध्य दिये गये हैं जैसे-- 
(४) यदि संख्या २ स+-१ दो वर्गों का जोड़ हो तो स विपम नहीं हो सकता । 
उसका अर्थ यह हुआ कि इस प्रकार की कोई संख्या 
४ सु--१ अथवा ४ स--३ 
द। वर्मा का जोड़ नहीं हो सकती । 


(पं) इस प्रकार: (८ स--७) की कोई संख्या तीन वर्गों का जोड़ नहीं हो 
| 
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है। पुस्तक में बतिपय तृतीय और चतुर्थ घात समीवरणों वार भी समावेश है बोर 
एवं समीवरण पप्ठ भात वा मी है। प्राय समस्त प्रइनों में एवं सी ही समझा है 
ऐसी दा, तीन अयया चार सम्याएँ निवादना जिनसे विभिन्न व्यजय पूर्ण वर, पूर्ण हे 
अथवा दोना का सम्मिश्रण बन जायें। हम यहाँ उकत प्रसार वे दा तीत प्रल देते है। 
(क) भाग १ (२७)--ऐसी दा सल्याएँ उपलब्ध ढरता जिन जोर और 
गृणनफ्छ दिय हुए हा । 
आवश्यव' अनुवस्ध--जोड के आपधे वा वर्ग गुणनफ़्छ से बड़ा होता चाहिए ब 
दोना बा अन्तर एक वर्ग सरया हानी चाहिए! 
दिया हुआ जाइ--२०, युणनफ्ल ९६ 
मान लीजिए कि सरयाआ वा अन्तर २ य है। तो सस्याएँ १०+य, १९० 
१००-योऋ९६ 
अठ यरचर 
इस प्रकार अभीष्ट ग्स्याएँ १२ और ८ हुई। 
(स) भाग २ (९)--एक ऐसी सल्या दी हुई है जा दो वर्गों वा योग हैं। हो 
अन्य दा ब्गों के याग वे रूप में व्यक्त करना है। 
दी हुई सस्या १३+०२+#३* 
इन वर्गों के मूछ २ और ३ है! अत एक बर्ग को (य+२) और दूसरे को 
(सय-- ३) मानो शिसमे भ कोई पूर्णाक है। 
त्तो (य ५-४ य-+४)+ (मो म--६ मे य+९)77१३ 
अर्भात्‌ (१+म) य+(४-६ म) यतू० 
2 32 
का 225 
सद्वि मजूर ता यू: 
अत अभीष्ट सरयाएँ रु? और ६ हुई। 
मे के अन्य पूर्णाक मान लेने से अनेक हल निवल सकते हे ! के 
ऑबलर [फंपरोशट) ने इसी प्रश्न को साविक रुप दिया है। यदि ते, थे ई डी 
हुई सरयाएँ हे तो समीकरण 
म+रफच्त न-थ 
से य, र के मान निकालने हें । 
स्पष्ट है कि यदि य >> त, तो र <: य। 


ड्। 


पः 
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> रे एक समस्या बन गया हे । हूस यहाँ भाग 
भे सकता । इस प्रकार प्रत्येक समीकरण एक समस्या बन गया है । हम यहाँ मान २ 


प्रश्न १०--दो वर्ग संस्याएँ निकालना, जिनका अन्तर दिया हो। 

दिया हुआ कन्तर--६०. 

मान छीजिए कि एक संस्या य' है। तो दुसरी संगया इस प्रकार (ब+-क) की 
होगी। मान छीजिए फि कर ३. तो प्रश्न के न्यास से, 

(व ३-३) -्य 5६०. 

«« बः+८३ और अमीप्ट वर्म संख्यायें ७२६, १३२८ पप्त हो गयी । 

टायफ़े्टस ने कर हे बयों लिया, इसका उत्तर हमारे लिए देना कठिन है । जो 
प्रश्न उसने उठाया था उसका हल तो उसने निकाल लिया, किन्तु आधुनिक पद्धति में 
तो हम इस प्रकार चलेंगे--- 


मान लीजिए कि दिया हुआ अन्तर ट है और य', (य+क)  अमीस्‍्ट संख्याएँ 
हूं) तो 
नह 


न्ग्ग्ह 





नब ये का मान साविक पदों में निकल आया | इस में ८ और क के विभिन्न मान 
रखने से हमें य के मानों की एक मारा प्राप्त हो जायगी। 
यहाँ डायफ़ेंण्टस की वीजगणितीय संकेतलिपि के विपय में भी दो शब्द कहना 
आवश्यक प्रतीत होता है। डायफ़ेंग्टस के समय तक बीजगणित में एक बहुत ही भाडी 
सेकेतलिपि का प्रयोग होता था । डायफ़ेंण्टस ने उसमें सुधार किया और इस प्रकार 
उीजगणितीय सूत्रों की छेखन विधि को सुगम वनाया। उसने जोड़ के लिए कोई स्वतन्त्र 
चिह्नू निश्चित नही किया था । केवल पदों को एक के वाद एक रखने से वह + चिह्न 


का काम निकाल लिया करता था। ऋण चिह्न के लिए उसने यह संकेत | निश्चित 
या था। 


... औस्मे सन्देह नहीं कि डायफ़ेंण्टस में विलक्षण प्रतिमा थी । वह किस गुरु के चरणों 
मे वेद और उसने 


ने कौन कौन सी पुस्तकें पढ़ीं इसका हमें कुछ पता नहीं । किन्तु उस समय 


पनान की गिरी हुई गणितीय अवस्था को देखकर यह कहना पड़ता है कि वह “गुदड़ी 
का छाल” था। 
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डायफण्डी समीकृरणों पर व्यावहारिक प्रइन--हमे भारतवर्ष में प्रचलित गये 
दक्षमछव सिक्कों को कई वार आवश्यकता पडेगी। अत हम यहाँ उतके नाम रे 
देते है-- 


१०० नये पैसे -5 १ रुपया 
५० हः कम १ घेली 
3!  ह* है पाउली 
१० ७. न १ दहली 
है #. न १ पजी 
२ #. ऋ+ है टकी 


मान लीजिए कि कोई महाजन एक स्पये की रेजगी पाउलिया मे और 02 
ही छेना धाहता है| झर्ते यह है कि दोनो मिक्का में से कम-से-कम एक सिक्का बवस 
लेगा । तो वह क्तिते प्रकार से रुपया भुना सकता है। स्पष्ट है कि इसका उत्तर है 
तीन प्रकार से-- 

(7) ५ पजिया, हे पाउलिया 

(0) १० पिया, २ पाउलिया 

(7) १५ पिया, १ पाउछी । 

उक्त प्रशन से यह समीकरण 

५ य+२५ र>१००, अर्थात्‌ य+५ २5७२० 
बनता है। इस समीकरण का सावित रुप 

कय+स रच्च्ग 
है। आधुनिक सरया सिद्धान्त वी विधियों से उक्त विधिष्ट समीक रण का ह यह हाशर 
यरू५+५ व, रतत२-न्‍्च, 
जिसमें व एक प्राचल (ऋथ्य/टाटा) है। स्पष्ट है जि केवठ धन पूर्णार है हु 
अपेक्षित हैं! जौर इन व्यजको से व-+०, १ अयवा २ रसने से ही ऐसे हल प्रात 
हैं। अत उपस्लछिखित हल म व के ये मान रखने से हमे यह उत्तर मिलता है” 
यर_त५, १०, १५ 
खण्ड २५ 5 
उच्चधात डायरेंप्टी समोक्रण--एक से उच्च घात (्राष्टरील फ़्च्ह्णे 
के डायफ्ण्टी समीररणों को हल बरना प्राय कटिन हाता है। इन समीवरणा परे 
बहुत से यणितज्ञा से सिर मारा है। जत इस विषय पर बहुत सा गणितीय सा्टिद 
इबट्ठा दो भया है। हिन्‍्तु एक बडिनाई यह आ पत्ती है हि प्रत्येक प्रसव हो हल 45 
का डायफ्टेटस का एक निराल्य ही दग है अत उसी विधिया का सार्वीरिरण व 


वबीजगणित श्र 


(४) भक्षाली गणित 
भूमिका 


भारत के उत्तर-पश्चिमी सीमा प्रदेश में, जो अब पाकिस्तान का अंग बन गया 
है, पेशावर ज़िले में मर्दात एक तहसीरू का नाम है। उक्त तहसील में भक्षाली नाम का 
एक गाँव है। भक्षाल्ली की सड़क के पूर्वी ओर कुछ टीले बने हुए हैं। सम्भव है कि ये 
टीले किसी पुरानी बस्ती के भग्तावशेप हों। सन १८८१ में एक किसान एक टीले 
पर खुदाई कर रहा था। अकस्मात उसे पथ्वी में से ये वस्तुएँ प्राप्त हुई -- 

(क) पत्थर का एक त्रिभुजाकार दिया, 

(ख) सेल्खड़ी की एक क़रूम 

(ग) काछी मिट्टी का एक वड़ा लोटा जिसकी पेंदी में छेद किये हुए थे, 

(घ) भोजपतन्र पर लिखी हुई एक हस्तलिपि | 


हेस्‍्तलिपि बड़ी जीर्ण दणा में थी और उक्त किसान उसके मूल्य से अनभिज्ञ था। 
अतः उसे उठाकर छाने में मी उसके कई पृष्ठ नष्ट हो गये | केवल ७० पन्ने सुरक्षित 
रह गये हैं जिनमें से भी कुछ तो घज्जियों के रूप में ही हें। इसी हस्तलिपि का नाम 
'भक्षाल्ली हस्तलिपि! पड़ गया है । डा० होर्नेक (0०००) उन दिनों भारतीय 
इतिहास के विशेषज्ञ माने जाते थे । अतः उक्त पाण्डुलिपि परीक्षण के लिए उनके पास 


हक 


रा दो गयी। डा० होनेल ने उक्त पाण्डुलिपि पर तीन लेख लिखे जिनके अभिदेश 
ये हँ-.. 

(१) फीफा खयतपुएशए जा (7883) 89--90 

(२) एव्याक्रताफाएुक | पा फष्टयव्ांणाबदत 0प्रलाप्थीऋटा 
(एणाहा25०४, 35८० $०८पेंता 9- (7886) 9. 727 

(३) शिरकका रयाप्ंतुपशए पा (888) 99. 33---48, 27:-+9 - 

तत्परचात्‌ हस्तलिपि इंसलेण्ड मेज दी गयी और आज भी ऑक्स्फ़ोई (0507) 

वॉड्लियन (30099) पुस्तकालय में रखी हुई है। भारतीय सरकार ने 

उसका जी. आर (९१०५८) दारा सम्पादन और प्रकाशन कराया है । हस्तलिपि 
गा नागा में छापी गयी है। पहले दो माग कलकत्ते के मारतीय पुरातत्व विभाग 
( ए३९००छट्या 5पाएटए ०६ 09) से १९२७ में प्रकाशित हुए थे। 
सिरा भाग १९३३ में प्रकाशित हुआ। उक्त प्रकादनों में पाठ के अतिरिक्त हस्तलिपि 
ऊ क्रोटो और वर्णान्तर (णार्भाप्थाशपं0ा) भी दिये गये हैं । रे 


शरे४ ग्रणित का इतिहास 


डायप ्टस की मृत्यु वे पश्चात्‌ वे गशितज्ञों में आयम्ब्सिस (जिगाणिवण) 
का नाम उल्टेसनीय है। धगवा जन्म सीरिया वे एव सम्मानित परिवार में हज पा। 
जन्म तिथि का टीक पता नहीं है, हिल्नु मृत्यू ३३० ई० ने छगमंग हुई थी। हे 
रोम में पार्फाइरी (१०१७)॥)7 ) से शिक्षा प्राप्त वी और सीरिया से अध्यापन करे 
विया। इसन पिथगारस और निकामेक्स पर कर्द टीकाएँ ठिसी है, रिन्‍्तु इसे अर 
फाश्न ग्रन्थ दर्शन सम्बन्धी थे। इसके गि तीय ग्रन्य निम्नलछिसित है- 


(१) 0४ एल ए.एजड०एथ्थए पै॥५... (पिघेंगोरी जीवन पर) वाई 
स्ठिग (/055॥088) रास्वरण (१८१५), अग्रेज़ी अनुवाद टेहर (22)ण) 
(१८१८) 

(२) 0+4 चाह हल्वल उतलारल ० कागपीलाएभाक (गणित हि 
सांविर विज्ञान पर) प्रीस (75) कोपिनहाँन (0०टगमहुण) (६ (३९०) 

(३) 0॥ चाल. #ापापरला८ गी पपाठगागाबटीए5 (तिकोमेरस 
अवगणित पर)-टेन्यूलियस (प्रल्कपरपा05) (१६८८) 

(४) 796. पश०००कल्ए. छ्॒ारएढ.. ण. 4शाग्रापएर (भार 
गणित के पर्मशास्त्रीय सिद्धान्त)--अस्ट (03८) लाइप्विग (०४8) 
(१८१७) 

आयम्ब्लिकस ने सख्या सिद्धान्त का निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध किया था जो मई 
असिद्ध हो गया है -- कर 

यदि इस प्रकार के ३ स, ३ स--१, ३ स--२ कोई से तोन क्रमागत पूर्णाक जो 
जायें और प्राप्त सख्या के अका को जोडा जाय और फि ए इस जोड के अको को जो 
ओर इसी प्रकार जोडते चक्ते जायें तो अन्त में सख्या ६ ही प्राप्त होगी। धर 

उदाहरण--एक सरया छे छोजिये जो ३ से माज्य हो। मात छीजिएं हींगे 
१७४३ छिया। अब इसमे इससे ठीक पहले के दो प्ूर्णाोक १७४१ और १७४९ आह 
दीजिए। जोड ५२२६ हुआ। इसके अका वा जोड ५+२--२+६ अर्थात्‌ १५ हैगी। 
इस सरया के जका का जोड--१+५ अर्थात्‌ ६ 

हमने इस विभाग मैं केवक यूल्प के गणितज्ञों का ही उल्लेख किया है! कए 
यह है कि उक्त बाल में एशिया म जो गणितज्ञ हुए वे प्राय ज्यामितिज्ञ अ्थव्रा ज्यौतिषी: 
थे । ज्यौतिष हमार क्षेत्र स बाहर का विषय है और उनके ज्यामितीय कार्य को विवरण 
आगामी अध्याया में ययास्थान आ ही जायगा। 


बीजगणित १३७ 


हस्तलिपि प्राचीन छारदा स्िपि में लिएी गयी है। पृष्ठ का वर्तमान आकार 
६? हे हुं। फिन्त प्राय: सभी पत्तों यों के ऊपर और नीचे के गान सप्य हो चुके न्‍्थ। 


ग्रलिए यह पता चलाना बाढिन है कि पृष्ठ का मौलिक आकार कितना था । डा० 
होनेल ने छिस्ता है कि पुस्तक के सत्ताइसवे सूच बाछे पृष्ठ के ऊपर और नीचे कदाचित्‌ 
दो वर्ग आकृतियाँ बनी हुई थीं जिनके भग्नावशेप दृष्टिगोचर हो रहे ह। उनसे पता 
चलता है कि पृष्ठ का मौछिया आकार ७ » ८८ के लगमग रहा होगा। इस कथन 
की पुष्टि इस बात से नी मिलती है कि वहत सी प्राचीन पाण्दुलिपियाँ व्गाकार कागज 
पर लिखी जाती थीं । 
हस्तलिंपि के आदि और अन्त के कितने पन्ने नप्ट हो चुके हे, यह जानने का कोई 
साधन दिखाई नहीं देता । इतना अवश्य पता चल्ता है कि पुस्तक का आकार बृहत्‌ 
था भर उसका जितना भाग बच रहा है वह आये से भी कम है। सम्मवत्तः पुस्तक 
वध्यायों अथवा खण्डों में वाँदी हुई थी । पुस्तक का सबसे पहल्झ सूत्र जो सुरक्षित 
गया है, नवां है और सबसे अन्तिम सूत्र ५७ वां । अधिकांश पन्नों के दाहिने आर वाय 
भाग भी नप्ट हो चुके हैं। पुस्तक का आदि और अन्त नप्ट हो जाने के कारण न तो 
उस्तक के नाम का पता चल पाया है, न लेखक के नाम का । 
पुस्तक सूत्रों में दी गयी है । प्रत्येक सूत्र के पश्चात्‌ उदाहरण दिये गये हूं । तत्परचात्‌ 
वही उदाहरण अंकों और संकेतों द्वारा व्यक्त किये गये हैँ। प्रकरण के इस अंश को 
स्थापना कहते हँ। स्थापना के वाद प्रव्न का हल दिया गया है जिसे करण कहते हें । 
अन्त में उपपत्ति आती है जिसका नाम भ्रत्यय दिया गया है। यह परिपाटी ब्रह्मगुप्त 
और भास्कर की परिपाटी से भिन्न दीख पड़ती है। ये दोनों गणितन्न प्रश्नों के उत्तर 
दिया करते थे, साधारणतया पूरा हल अथवा उपपत्ति नहीं देते थे । 


संकेतलिपि (४०६४४०० ) 


हस्तलिपि में साधारणतया ब्रह्मगप्त और भास्कर की संकेतलिपि का ही प्रयोग 
आओ गया है, किन्तु एक अपवाद बड़ा महत्त्वपूर्ण है। उक्त हस्तलिपि में ऋण चिह्न के 
लिए + चिह्न का प्रयोग किया गया है जो आजकल धन चिह्न का काम देता है और 
पह चिह्न जिस अंक पर छगाया गया है उसके पीछे लिखा गया है। जैसे-- 
१८ ११+ 


है «हर 
ही अर्थ है १८-...१६ अर्थात्‌ ७ । 


१२६ गणित पा इतिहास 





| जापकनकालल्प 2 नल ८ अल मम अर 
का दा, $ ७ पक केक ७७४४४ 


हर हल 
बा डाधुर पे डा + हे 
ध् 


|2] 92, & # गा 
थी 2/ ४ बह" हर्डआ$ डे 3कनओ ध्च्ह्ष स्दर 775 
रू ् है 





५ 
हे 
(सब्यश 
॒ $ ५४ डाई ह 
है ररृ  प हक जप जउनन। कर मी, &; 
| ३. “मु 7 १०५६ ०. नल, 
श दर ७ ६७. 
| 5  #अथाया बिन «। भहस्प 7४ | गा 
है अिआओ श्ुना८ न 048 
। मे %५ ० ०४ 3०5, | 
उप्र हि 
मह 
पका |" ही ५ कर 
की पु दरेशनो, कण्ाएयम | 57 ० श्ट | 
3०३७. ०५ २ हब सह गे प्६ 7 
है पाक १/0 ९६% प्र | 
हि ा+०- 25) सअथ ध्यटशिन "० | 
ः हि ्ाा £#क्+3- छत ५ अकाल अााअआ 
>णक केस 4० हे ध्येय ५ 
( . ६पमआ, 5 ह ! 2 जल नटपी 
5 | 
ही ३४ ४8 8 (दस मे *+ 
। हो) डक 
| पघ5 कर फूह# / ५» की 
3 म्विाकओ 
कक धर) 
। छाप) का पा धाटयाका * 72० "5० 
दे कई ॒ 


ढपण पक्ष 5 
पहल खिएलाए रखट। के अ्य८ परिकनट भय 
| मई 5 वा &5 
हर शप+5 ला 5००८2 ॥ 30 % ४7० 
एड छ० हिल हो डे चुडेउकफदुरअणि । 
*टडए लक - हुए उ लीक धिस्का नली 7 7 
हि मच. 


अर न>पपय कपल “कुजतन->प०-न 
सब... न (न 8522 
जल कप एशुपानस्ाय 
न... 7 भला 

















चित्र ३१--भक्षाली हस्तलिपि, प्लेट ३६ ॥ 


बीजगणित १३७ 


हस्तलिपि प्राचीन जारदा लिपि में लिखी गयी है। पृष्ठ का वर्तमान आकार 
६" ५ ३३४ है। किल्तु प्रायः सभी पन्नों के ऊपर और नीचे के भाग नप्ट हो चुके हैं 
इसलिए यह पता चलाना कठिन है कि पुप्ठ का मौलिक आकार कितना था। डा० 
होर्नेछ ने लिखा है कि पुस्तक के सत्ताइसवें सूत्र वाले पृष्ठ के ऊपर और नीचे कदाचित्‌ 
दो वर्ग आकृतियाँ वनी हुई थीं जिनके मग्नाव्ेप दृष्टिगोचर हो रहे हैं। उनसे पता 
चलता है कि पृष्ठ का मौलिक आकार ७” # ८६” के छूगमग रहा होगा। इस कथन 
की पुष्टि इस बात से भी मिलती है कि वहुत सी प्राचीन पाण्दुलिपियाँ वर्गाकार कागज 
पर लिखी जाती थीं । 

हस्तलिपि के आदि और अन्त के कितने पन्ने नप्ट हो चुके हैं, यह जानने का कोई 
राधन दिखाई नहीं देता । इतना अवश्य पता चछता है कि पुस्तक का आकार बृहत्‌ 
था और उसका जितना भाग बच रहा है वह आधे से भी कम है। सम्मवतः पुस्तक 
अध्यायों अथवा खण्डों में वाँटी हुई थी । पुस्तक का सबसे पहला सूत्र जो सुरक्षित रह 
गया है, नवां है और सबसे अन्तिम सूत्र ५७ वां । अधिकांश पन्नों के दाहिने और बायें 
भाग भी नप्ट हो चुके हें। पुस्तक का आदि और अन्त नण्ट हो जाने के कारण न त्तो 
पुस्तक के नाम का पता चल पाया है, न लेखक के नाम का । 

पुस्तक सूत्रों में दी गयी है । प्रत्येक सूत्र के पश्चात्‌ उदाहरण दिये गये हैं । तत्पश्चात्‌ 
बढ़ी उदाहरण अंकों और संकेतों द्वारा व्यवत किये गये हैं । प्रकरण के इस अंग को 
स्थापना कहते हूँ । स्थापना के बाद प्रथ्न का हल दिया गया है जिसे करण कहते हैं । 
अन्त में उपपत्ति आती है जिसका नाम प्रत्यय दिया गया है। यह परिपाटी ब्रह्मगुप्त 
और भास्कर की परिपाटी से भिन्न दीख पड़ती हैं। ये दोनों गणितन्न प्रश्नों के उत्तर 
दिया करते थे, साघारणतया पूरा हल अथवा उपपत्ति नहीं देते थे । 


संकेतलिपि (४०६७४०॥) 


हस्तलिपि में साथारणतया ब्रद्मागुप्त और भास्कर की संकेतलिपि का ही प्रयोग 
किया गया है, किन्तु एक अपवाद बड़ा महत्त्वपूर्ण है । उक्त हस्तलिपि में ऋण चिह्न के 
लिए + चिह्न का प्रयोग किया गया है जो आजकल घन चिह्न का काम देता है. और 
यह चिह्न जिस अंक पर छगाया गया है उसके पीछे छिग्वा गया है। जैसे--- 
१८ ११+- 
१ १ 
का अर्थ है १८---११ अर्थात्‌ ७॥ 


बीजगणित १३९ 


जानते हैं कि प्रत्यय के रूप में क छोटे का द्योतक है ऊँसे पुस्तक, वालक, पत्रक में । इस 
प्र 


वर्ण का छोटे' से कैसे सम्बन्ध हुआ यह इन शब्दों पर ध्यान देने से निम्नलिखित 


अकर हो जायगा-- 
कन अथवा कण +> छोटा दुकड़ा 
कनीयस्‌ व छोटा 
कनिष्य सन सबसे छोटा 
कन अंगुली ++ सबसे छोटी अंगुली 
कन्या ल्‍+ ववाँरी (छोटी) छड़की 


इन शब्दों का मूल संस्कृत घातु कने' है जिसका अर्थ है छोटा करना' अथवा 
“कम करना' । इस घातु से भूत कद॑त वनेगा 'कनितं' जिसका अर्थ होगा 'कम किया हुआ । 
अतएव संभव है कि प्राचीन समय में गणितज्ञों ने क को 'कनिन' का संक्षिप्त रूप मान 
लिया हो और उसका प्रयोग 5ण चिह्न के लिए किया हो। और जब अशोक लिपि के 
वर्ण का रूपान्तर शारदा लिपि के वर्णो में हुआ हो तव अन्य वर्ण के रूपों में तो मौलिक 
अन्तर हो गया हो, किन्तु क का रूप प्राय: ज्यों-का-त्यों रह गया हो । 


डा० होनेल ने एक अनुमान यह दिया है कि -+-न्यून के संक्षिप्त रूप नू (प्राइत 
न्यू) का विकार है। न्यून का अर्थ है घटाया हुआ और अज्ञोक लिपि के अक्षर नू का 
रूप बहुत कुछ +- चिह्न से मिलता जुछता है। हमें उपरिलिखित अनुमान उनके इस 
अनुमान से अधिक युक्तिसंगत प्रतीत होता है। 
डा० दत्त का विचार है कि +- क्ष का रूपान्तर है जो संस्कृत शब्द क्षय का संक्षिप्त 
रुप है। क्षय! का अथे है 'घटना' । अतः अर्थ तो ठीक ठीक बैठ जाता है। ब्राह्मी 
वर्णमाला और भक्षाली वर्णमालछा दोनों के क्ष का रूप + से बहुत कुछ मिलता जुलटा 
हैं। केवल इतना अन्तर है कि उक्त वर्ण में खड़ी रेखा के निम्न भाग में एक घुण्डी सी 
चनी रहती है। यह संमव है कि उक्त वर्णे के अधिक प्रयोग के कारण घुण्डी उड़ गयी 
हो जार -+- रह गया हो। हम यह नही कह सकते कि डा० दत्त का यह अनुमान कहाँ 
तक सत्य है, किन्तु यह मानना पड़े गा कि यह सुझाव देने में उन्होंने दूर की कौड़ी 
मारी है। 
भक्षाली हस्तलिपि में पूर्णांक लिखने की यह पद्धति है कि अंक के नीचे १ लिख 
दिया जाता है, किन्तु दोनों के वीच में माग रेखा (50005 ) नहीं दी गयी है। 
यह परिपाटी भारत के कुछ भागों में अभी तक प्रचलित है । 


हृड० गणित का इतिहास 


हस्तलिपि की सक्तना इस उदाहरण से स्पष्ट हो जाबगी-- 








०. १५ १ १ !१ मभाझे?१६ | फ़़ ४! 
१ १ १५ ६१३६४ १ १ 
है देह है शेर 
इसबी अर्थ है--- 





१६ 
लक हे न्ल्८रै 
बल तू-ज्ञर-्ज तह 
अज्ञात राशि के लिए हस्तलिपि में विन्दी ० का प्रयोग किया गया है? ऑर्जर्क 


कि] 
उसे य से निरपित किया जाता है। अत पहले स्तम्म वा अर्थ हुआ प[ अर्पाद्‌ २! 


अपर नीचे किसी 


अगले चार स्तम्मा में से प्रत्येक का अर्थ है( १-३) मिश्र सख्याएँ ऊप 
गयी हैं। इस प्रकार 


श्‌ 
ड़ 
डे 


का अर्थ होगा १+३। किस्तु यदि ३ के पश्चात्‌ +घिह्ल हो तो उक्त व्यजक ही फल 
(१-३) हागा। गुणा के लिए हल्तलिपि में किसी विशेष चिह्न की प्रयोग गे 
किया गया है। वेवलछल जिन सस्याआ को गुणा करना हो उन्हें पास पास दिख 
जाता है। अतणए्व दूसरे, तोसरे, चौये, पाववे स्तम्मा का मिलाकर अरे हुआ 


१ १ १ 5 
(-॥) ८ शक) 

भा देज-माग दोप । 

ताले यह है कि उपरिख्िखित गुणनफल से १६ वो भाग दो। तो फ़ठ ८ 
मिलेगा $ 

यहाँ तक तो ठीक है। किन्तु एव प्रश्व यह रह जाता है कि इस प्रता 
बा क्या प्रयोजन है। डा० के ने इसका एक निर्वेचन (फपटाफ/एफएणा 
हमें हस्तयात हे है 


८१, 


संग में शेर 


) दिया है! 


वि मम म + अल 
छ्शेठतजशे एजश एल 


० पाल कप आग आकाफवाएव 2७ , वा, ता आगे इस एस मर्व 
अक्षाह्री ), ग, ता लिखा जायगा--देखिएं, मत २०७ 


अर्थात्‌ ८१ (१-- 


जिए 9 धरे (9...) मे गणा करन से 
व एका एक पग पर विचार पोीजिए। ८१ को (१६) हे गुणा कर श 


*: च्‌ ५ जे श़्य >२८५६ 
ण्‌ है ॥ 4 धन 5) आर डर ज< 3 ख्प २-५) 
5६ (१-२ )>-३६ 5 मम, झप-++० 

20:40 8 आर 7 0 


लेता जावगा--- 


व (१-३) (६-४) (१-३) (३-+) रे 


हू कौन सी संख्या है जो १६ को 
भाग देने पर प्राप्त होती है ? उत्तर ८१. 


हस्तलिपि में दश|मिक पद्धति की संकेनलिपि का प्रयोग किया गया हू। उसवी 
अंक इस प्रकार हैं--- 


स्ज्या ६9 “या सपा जे 


३ 2, २३ ४ 


| ०, ( धर 62 $ 


छू. ६& ७ ८ ९ ० 
चित्र ३२--भक्षाली हस्तलिपि के अंक ६ 


स्पप्ट है कि उकते हस्तलिपि में बिन्‍्दी का प्रयोग अज्ञात राशि के अतिरिक्त शूर 
के लिए भी किया गया है। आधुनिक पद्धति में इसका प्रयोग केवल शून्य के अर्थ २ 
दें रह गया है और अब इसका आकार विन्दी से बढ़ कर पूरा वृत्त 0 हो गया है । डा' 
के ने यह सिद्ध करने की प्राणपण से चेष्टा की है कि दशर्भिक अंकों और शून्य का आवि 
प्कार विदेदा में हुआ और विदेण से यह प्रणाली भारत में आयी । किन्तु अब यह वा 
निरविवाद रूप से सिद्ध हो चुकी है कि दशमिक पद्धति और शून्य दोनों की जननी भार 
भूमि ही है। इतना अवदुय है कि ० का आरम्म आदि संख्या ([फ0/ पाल 
के रूप में नहीं हुआ, वरन्‌ “रिक्ति! अथवा अभाव'के रूप में हुआ | 'शून्य' का थ 
ही है रिक्ति! और आजकल भी वहुत सी वैज्ञानिक पुस्तकों में यह च्द ए४८प्रतएत | 
अथे में प्रयुक्‍त हो रहा है। 


श्ष्र गणित का इतिहास 


इस प्रकार (४६) का अर्थ होता था 'छियालीस' विन्तु (४ ६) का अर्थ होता 
था चार सौ छ '। यदि दोनो अक के बीच में जितना स्थान छूटता चाहिए उससे दम 
छोडा जाता था तो पाठक को भ्रम हो जाता था कि लेखक वा तात्पये ४६ से है या 
४०६ से। इस भ्रम के निवारण के लिए उसे इस प्रकार (४. ६) छिसा जाने लगा हे 
इसी प्रणाली का आधुनिव' रूप (४०६) हो गया है। अब प्रइन यह रह जाता है रियो 
चिह्न शून्य के लिए निर्धारित किया गया उसीसे अज्ञात राशि का निरूषण वो तिया 
गया। विसी प्रइन वे वथन मे अज्ञात राशि ही ऐसी राशि है जो आरम्म मे मरी नहीं 
जा सकती | अत वह एक ऐसी राशि है जिसका मान निकालकर रिक्त स्थान पर 
भरना है। इसीलिए जो विन्दी रिक्त के लिए निर्धारित की गयी उसी से अज्ञात 
राशि वा काम भी लिया गया । किन्तु यह बहना गलत होगा कि ० को अज्ञात राशिके 
चिह्न के रुप में निश्चित कर दियागया था जैसा कि डा० होतंक और डा० वे मान बे 
हैं। शूत्य मुस्यत “रिक्त स्थान! बे लिए ही निर्धारित था। अज्ञात राषि के टिए 
बोई निश्चित चिह्न था ही नहीं। ऐसा समझने के लिए हमारे पास दो वारण हैँ 
(१) यदि ० वास्तव में अज्ञात राशि वा चिह्न होता तो प्रश्तो के हट बरनेजी 
त्रियाआ में अम्ेय' स्थातों पर इसका प्रयोग होता। विन्तु समस्त हस्तछिपि में कही 
पर भी प्रश्न वे कथन वे पश्चात्‌ ० का प्रयोग नही होता । 
(२) कटी वही उक्त चित्ध के बदले 'घून्य स्थान” ठिसा गया हैं। देगिए 
भक्षारी । पृष्ठ १२५ च 
बुछ प्राचीन पुस्तरे इस प्रशार छिसी जाती थी कि उिसी भी पृष्ठयुरम के दाग 
और वायें पन्ने पर एक हो सस्या पड़ती थी। इस पृष्ठयुग्म को अप्रेडी में फोरियों 
(7०॥०) पहले है। दाहिना पृष्ठ रेक्टो (7९८८०) और वाया पृष्ठ वर्सों (१८४०) 
यहएातां है। हम इस शब्दों बे दिए निम्नदिसित समानवों (व्वृण्नश्भैथः5) 
था प्रयोग तरेंगे-- 
॥०॥०. जोशे 
॥लटा० दायोँ 
एल5० बायाँ 
बढ़ झम्दायारी हम सदर जी बठा शी झद्धारटी से ही है। उपर 
सरध्म जोर २५ बायें और २६ दाये पर आते है। पहछे स्थान पए तो हू स्पा 
ही दिशा हुआ है। दूगरे स्थान पर कैय5 'गस्प' टिया है, रिन्‍्दु उसे बाद वे रेट है 


शाप माद हा घुरे #ै॥ अनुमात है कि यहाँ पर मी 'यून्य रपा।' ही होगा। ९ हा णय्‌ 


दीजगणित ई 


६ बन 
पदक ०तऋ ताला 


श्योग भक्षाठी हस्तरिपि में कोर्ट निराखा नहीं है। श्लीधरर और भास्कर ने भी ४स अर्थ 
में ७ का प्रयोग किया है। क्षीबर की त्रिधनिका में पृष्ठों १९ और २९ पर इसके 
उदाहरण मिलते है । लोलावती के पृष्ठ २१५ पर यह उदाहरण भाता हैः-- 

कोई दाता पहले दिन तीन द्वम्म देकर, प्रति दिन दो हम्म वे वृद्धि से देता रहा । 
इस प्रकार उस दाता ने तीन सौ साठ द्वम्म दिये। तो किसने दिन में ३६० द्वृम्म 
दे चुका, यह बताओ। 

न्यास : आदि ६, चय २, गच्छ ०, सर्वधन ३६० - 

यह प्रश्न समान्तर श्रेढ़ी (औसाास्पंत्तों 20ट्टाटफ्रअंणा) का हैं और 
झसमें नच्छ (पदों की संख्या) निकाछनी है जिसके लिए ० का प्रयोग किया गया है। 
श्रेढ्वी का प्रथम पद (साऊछ एटा) ३, सार्वान्तर ((:0ण्राणा मिशस्ला८ट०) २ 
ओर पदों का योग (907 0६ एछ775) ३६० दिये हुए है 

यों भास्कर के समय तक बीजगणित की संकेतलिपि काफ़ी विकसित हो चुकी 
थी, फिर आचार्य महोदय ने अज्ञात राणि के संकेत य का प्रयोग न करके ० का प्रयोग 
पयों किया ? कारण यह है कि उक्त प्रकार के प्रदन छीछावती में अंकगणित की 
विधि से किये गये हैँ और अंकगणित में वीजगणित के संकेतों का प्रयोग वर्जित है । 

डा० होनेल लिखते हैं! कि “समय की गति से शून्य का दूसरा प्रयोग (अज्ञात 
राशि वाला) भारत के बाहर के देशों में लुप्त हो गया और उसका प्रयोग स्थिति मान 
की दणमिक पद्धति की आदि संख्या के रूप में ही रह गया। उक्त चिह्न का दोहरा 
उपयोग मारत में कहों कहीं पर अब भी दृष्टिगोचर होता है। यह तथ्य इस वात की 
पुष्टि करता है कि उबत पद्धति की जननी भारत देश ही है ।” 

शब्दावली 
नक्षाली हस्तलिपि के अधिकांश पारिभापषिक शब्द वही हें जो अन्य हिन्दू ग्नन्‍्धों में 


“उक्त हुए हैं। किन्तु कुछ बब्दों में अन्तर भी है । हम यहाँ ऐसे शब्दों की सूची देते हैं । 
हेस्तलिपि का शब्द 


अन्य ग्रन्थों का दाच्द अंग्रेजी समानक 
अर श्रेढ़ी छाग्ड्ाटब्मंणा ठा $67८5 
हरे सदृश्ञीकरण )* सवर्णन एट्तंपट्तणा+40.. 4 
<5 साम्यकरण तंलाठ्म्रांप्र//एए7 


१. बगल छाभजाशी १/व्घापडटमए--गापल पर्कका >जपवुप्थाए अणा 

(7888) 9. 35. 

धक्का 3. छ.. [0७ : पल ऊबफनानी पीटायरधंट३-फ्रपी,. <्बो, 
* 502. खज्ा ( 7929) 7--60 9. 37: 


शैडं४ड ग्रणित का इतिहास 


स्थापना न्यास ए+छ, ० घी हतााधा। 
न्यास स्थापना ०६ 28 छा०आध- 


इस सूची में 'स्थापता' वा शब्द महत्त्वपूर्ण है। मध्यवालीन समय मे प्राय तर्दा 
इसके स्थान पर नयास' का प्रयोग हुआ है। हस्तलिपि मे कही पर स्थापना दी ओर 
नही पर न्यास स्थापना प्रयुवत हुआ है। इस तथ्य से यह निष्कर्ष निकलता है कि 
“स्थापना प्राचीन है। धीरे-धीरे इसके स्थान पर न्यास वा प्रयोग होने छगा । बीच 
के दिनो मे एक समय ऐसा आया जब स्थापना वा प्रयोग कम होने छगा और स्थास को 
प्रयोग बढने छगा। ऐसे ही परिवर्तन युग में कदाचित्‌ मक्षाली गणित वा प्राहुरमव 
हुआ । 


'सवर्णन' पर भी विचार कीजिए । आय॑मट्ट के. समय (३९९ ई०) से पिडती 
कई शताब्दियों तक वरावर सबर्णन' का प्रयाग होता रहा है। विन्तु भक्षाली हस्त 
में यह शब्द केवल एक स्थान पर भाया है। इरारो यह प्रमाणित होता है हि भक्षारी 
हस्तलिपि आर्यभट्ट वे समय से पहले वी है । इसका अर्थ यह हुआ कि हस्त 
सम्मवत तीसरी या चौथी शताब्दी ई० की है। 


भक्षाली पाण्डुछिपि मे कई ऐसे शब्द भी प्रयुक्त हुए है जो और किसी भी प्रादीद 
हिन्दू प्रन्थ में नहीं पाये जाते। 


शब्द अर्थ अंग्रेजी समातक 
पर्थ श्रेणी $ल६065 
धान्त क्षेप, किस्त काइप्रगालाए 
प्रवृत्ति मल धन ठ0प800 शा? 
श्रम अनुक्रम $6पुएट ८6 


पिल्तु एव बात म मज्ञाली पाण्दुलिपि और अन्य ग्रल्यों में समानता है! हर 
के प्रथमाक्षरों का प्रयोग द्ाब्दा की सक्षिप्तिकाओं (20% 730॥5) दें 
मे किया गया है। इसरा एप सुन्दर उदाहरण जोडी २७ बाये में मिलता है 


(९ प्र ७दटि| ० तू | <घ [९११ | 
॥ ७ पट (० .मू < व ।१प। $६ 


युत जात प्रत्येक | १६ | १७ | १८ | १६ | २० 


दीजगणित श्ड५ 


इस प्रस्न में पाँच अनात राशियां हैं। प्र, दि, ते, चे, प॑ ऋण: प्रथम, द्वितीय, 
तृतीय, चतुर्थ, पंचम की संक्षिप्तिवाएँ हैं। प्रय्न में निम्नलिखित पलि समीकरण दिये 


ये, +य, १६, य,--य, रू १ ये दय,चत १८, 
ये +य, नूर 62 ये, से म्ल्रे 0 


हस्तलिपि की विपयवस्तु ((णाणा$) 


हस्तलिपि की विपयवस्तु के विपय में डा० होने ने अपने उपसिलिखित लेख के 
३३ पर लिखा है--- 


पुस्तक का विपय अंकगणित है। पुस्तक में दैनिक जीवन सम्बन्धी बहुत से प्रइन 
दिये हुए 


7ह। यहाँ कुछ उदाहरण दिये जतेहें 
(१) एक गाड़ी में १० के बदले ५ घोड़े जोते गये हें । १० घोड़े मिककर १०० 
(योजन) चले जाते थे। ५ घोड़े कितनी दूर जा सकेंगे ? 
(२) दूसरा उदाहरण जदिल है. 

एक व्यक्ति पहले दिन ५ योजन चलता है और फिर प्रत्येक दिन (पिछछे दिन से ) 
हे योजन अधिक चलता है। एक दूसरा व्यक्ति उससे ५ दिन पहले चलता है और प्रति 
दिन ७ योजन चलता है। कितने समय पश्चात्‌ दोनों मिलेंगे ? 

(३) यह प्रश्व और भी जटिल है--- 

'तीन व्यापारियों में से एक के पास ७ घोड़े हें, दूसरे के पास ९ खच्चर और तीसरे 
के पास १० ऊँट | उनमें से प्रत्येक इस शर्ते पर ३ पशु दे देता है कि इन पशुओं को तीनों 
में इस प्रकार वरावर वरावर बाँटा जाय कि अन्त में तीनों की सम्पत्ति समान हो जाय। 
'प्रत्येक व्यापारी की मौलिक सम्पत्ति कितनी थी और प्रत्येक पशु का क्‍या मूल्य था ? 

इन प्रश्नों को हु करने के जो नियम दिये गये हैँ उनकी विधि विलकुल यान्त्रिक 
है और उसमें विचार करने की वहुत कम आवद्यकता पड़ती है | अन्तिम प्रइन का 
: हल इस प्रकार है-- 
“दान के पश्चुओं की संख्या (३) को भ्रत्येक व्यापारी के पशुवन की संख्या (७,९, 
१०) में से घटाओ। तीनों शेपों (४, ६, ७) को गुणा करो । गुणनफछ १६८ आया | 
इस गुणनफल को क्रमशः तीनों शेपों से भाग दो--- 


१६८ ७२; 3 ८.२८; ८-२४. 
द् दर ७ 


१४६ गणित का इतिहास 


अब तीना पशुआ या मूल्य आ गया-- 


१ घोडेवा मूल्य डर 
१ सच्च +»५» - रे८ 
१ ऊँट चल श्ढट 
इस प्रवार तीना वी सम्पत्ति वे मौछिय' मान 

४२०८ ७ २९४, 
२८२८ ९-०२५२, 
२४३८ १०-- २४० 

हुए। दान के पश्चात्‌ उनकी सम्पत्तियाँ बरावर हो गयी क्‍्योवि 
४२०८४०-१६८, 
२८२ ६--१६८, 
२४३८७०१६८ 


तत्पश्चात्‌ तीना का दान के पण्मुआ में से १ घोडा, १ सच्चर, १ ऊँट मिला जि 
मूल्य5"४२+२८+-२४-०९४ 

अत , अन्त में तीना वे पास १६८--९४ अर्थात्‌ २६२ मूल्य की सम्पत्ति हो गयी [ 

नियम वहुत ही सुमित मापा में दिये गये हे और उदाहरणो द्वारा समझाये गये हे। 
प्रत्येक सूत्र के पश्चात साघारणतया दा उदाहरण और कही कही पर अनेक उदाहरस 
दिये गय है । २५ वे सूत पर ता १५ उदाहरण दिये गये हे । ५ 

प्रगढ रूप स मक्षाली हस्तलिपि वा विपय अकगणित है, विन्तु प्रश्दों के हल इतर 
व्यापक रूपा म दिये गये हे कि उन्हें वीजगणितीय हल कहना अधिक उपयुवतत होगा, 
यद्यपि कही पर भी बीजगणितीय सकेतलिपि का प्रयोग नहीं विया गया है। विन 
इतनी सूत्रिक मापा मै दिये गये हे कि यदि उनके पहचयात्‌ उदाहरण न दिये गर्ग होते 
ता उनका अर्थ समझना मी कठिन हो जाता। उदाहरणो के अन्त में उतरी उपपलियाँ 
अथवा सत्यापन विस्तारपूवक दिये गये हैँ । 

हस्तलिपि म तान प्रकार के भ्रश्न दिये गये हे-अकगणितीय, बीजंगणितीय और 
ज्यामितीय। विन्तु ज्यामितीय प्रश्न तो बहुत ही कम है। यह सम्मव है कि हस्तलिपि 
का जो अश नष्ट हो चुका है उसम और मी ज्यामितीय प्रइन रहे हो । विस्तु इस आधाई 
पर प्रश्ना का विभाजन सुनिद्चित रूप स नही किया जा सकता क्योकि दुछ अशा। 
विपय में यह वहना कठिन है कि वे तीना में से कौन से क्षेत्र के है। उसमें दो और 
क्मी-कभी तीनो क्षेत्र समाविष्ट दिखाई पड़ते है । कृति के मागों का विभाजन इस 
प्रकार किया जाय तो अच्छा है--(क) विद्योचित (ख) व्यापारिक [ई ग) विविध । 


बीजगणित १४७ 


हि 


व्यापारिक प्रइन बहुत थोड़े हें। हानि-छाभ के प्रइन एक छोटे से अंश में हें और व्याज 
पर केवल एक प्रइत है। विविध प्रइन प्राचोन हिन्दू संस्कृति से सम्बद्ध हें । कुछ प्रश्न 
सीता, राम और रामायण के अन्य पात्रों पर हैं, कुछ शिव, पार्वतों पर, कुछ सूर्य देव 
के रथ इत्यादि पर | 
पाठकों और गवेपकों की सुत्रिधा के लिए हस्तलिपि की विपयवस्तु को कई विभागों 
में वाँटा गया है जिन्हें रोमन वर्णो से निरूपित किया गया है-- 
(१) वर्ग मूल (500क४० ०05) 
(२) एकघात समीकरण (/प्रल्था सितुप्क्ांणा5) 
(३) विशेष प्रदन 
(४) वर्ग समीकरण ((२घ००३7० ऐपृप्रथ४075) 
(५) समातन्तर श्रेढ़ियाँ (&पप्रा॥र८४ंटवों 27027०5४०75) ठे और 
(६) द्विघात अनिर्णत समीकरण (मिवेशटाओांगब (२ए4वी३ए८ 
एव॒ुप्थांण5) 4 और 


(0 (0) 4) » (0 


(७) मिश्र श्रेणियाँ ((0797900४व० $67८5) प्र 
(८ ) सुवर्ण गणित ((०7्रएप३४075 7ट9078 ६४० 8०6) ॥2॥ 
(९) आय-व्यय, हानि-लाम ]., 0), और 8 
(१०) विविध प्रइन (| 


इनके अतिरिक्त कुछ प्रश्न मापिकी पर भी दिये गये हैं । हम यहाँ हस्तलिपि की 
विवयवस्तु के कुछ नमूने देते हैं । 
पाठ के नमूने 
(क) वर्ग मूल आदि 


(१) हस्तलिपि में कुछ प्रश्न ऐसे दिये गये हें जिनमें समान्तर श्रेढ़ी, वर्ग-मुरू 
बोर वर्गे-पमीकरण में से दो या तोनों प्रकरणों का समावेश हो जाता है । 


(१) जोड़ी ७ वायाँ 


आ ३ उ ४ प० | नित्यदत्त ७ 
4 र्‌ ्‌ ५ 


१. भक्षालों व पु० १७४ । 


श्डेट गणित का इतिहास 


आदि विद्योष्य. आदि [३| नियत [७| विश्ोष्य [४| 
उत्तरा्धेन माजित । उत्तर | ४ | अनेब भाजित | डे | जातम|_र 
र्‌ 


लब्ध सरूप एप रुपाधिक | ३े | एप काल 
आ ३|उ४ कि ३ |रूपोण करणेन फ्ल रू २६ 
(० ५०३६० ४६४ £९॥ ६ 3 >ल 2॥ बी 4 
इस# पश्चात उक्त नियम वा सत्यापन और एक उदाहरण दिया गया है। 
उक्त प्रश्न म एक समान्तर श्रेढ़ी दी गयी है जिसमे 
प्रथम पदर३, सावान्तर--४, सर्वधन--७)6 (गच्छ ) 
तो मच्छ (पदा की सरया) निक्तालनी है । 
काय विधि इस प्रकार की प्रतीत होती है 
यदि गच्ठ न्च्ग तो 


है. & 
७ गर5 [ (ग- १) ४ ३ 
अर्थात्‌ ७७ (ग-१) २ ३ गज्ररे 
अत ॒सर्वधनर२१ 
उतत प्रश्न में यह सूत्र निहित दिखाई पड़ता है-- 
रु च्य 
सर्वधन+>-गच्छ [(च्ग- १) हद +आदि | 
३ हों 
यदि सर्वधत-स, गच्छ--ग, चम-च, आदि-अ रखे तो सूत्र वा यह हे 5 
जायगा ० 
च्‌ 
सल्ल्ग [७-१ )बइू एक 
यह सूत्र समान्तर श्रेद्दी के योग वे आधुनिक सूत्र से पूरा पूरा मल खाता 
सूत्र स वर्गे समीकरण 
चूस (२ अ-च) स-२ स--० 
प्राप्त होता है। 
इस समीकरण का हल परने से 
शा -(२अ-च)+-४/ (रब) +८चस । 
छः रच कल 
भदालों हस्ततिति से यह सूत्र स्पष्ट रूप से नही दिया गया है, रिन्‍्यु 
प्रयाग गई स्थानों पर हुआ है, जैसे इस प्रस्‍न में-- 


है। श 


चीजगणित २४: 


(२) जोड़ी ५७ बायाँ और दायां 


अप्दोत्तरघ्ते गुणिते | ४०_| द्विब्तम आदि च. ... . . - 
निक्षिप्प | ४१ | मल ६ | दोउच्छेदों द्विसंगूण. . . . .. . . 
डर 
शुद्ध तस्मान्‌ 


अक्ृृति दिलिप्ट कृत्युना झयच्छेदों द्विसंगुण: 
तद्‌ वर्ग दल संश्लिप्ट: हति शुद्धि कृति क्षय: 
अक्ृति दिलप्ट, ... . .. . तद्‌ द्विसंगुण कृत 


४ ६७ तद्‌ वर्मन | दर दल ...-- 

५ । रू र्‌५्‌ 
| १२' 485 8४ १४४ 
| 50 2४708 402:2:+ 2 | ११८३३ | | १८४८ | क्रतिक्षय कृतिम 
| १८४८ | | १८४८ 
एप मूलम्‌ ॥ तनन्‍्मूलम्‌. . .. . .मू्ल एक १ एप सदु्े पतित 
जाता | ९९८५ | .....- समभकक्‍त॑ उत्तरम्‌ दविगु्णं २ अनेन 

१८४८ | 
भकक्‍्त्वा | ९९८५ | एप पंच कस्ये पदम्‌ ॥ अस्यप्र. . .. . .. - 
१८४८ 


सूत्रम ॥ एको राशि द्विच्या स्थायश चय से 
प्रशन के आरस्म का भाग नप्ट हो चुका है। डा० के ने उसकी पूर्ति इस प्रकार 
की है---...' 
अर+१, चज--१, सतू५. 
*४“(२अ-च) +-८ च स -- (?अ-च) 
ह््च् 


त्श 0 8 2, न्यू ; 


करणी &/४९१ का प्रथम सन्निकटन (/9ए०>याप्रथ0०॥) निकालने के लिए 
इस सूत्र 





अतः सन्‍-- 


ख् 
का +ख ++ कप बज 
का प्रयोग किया गया है । 
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इस प्रवार 


00 प्‌ ७७ 
के सा ६4०. -- « 
की शा २ श्र 


दितीय सप्तिक्टन वा सूत्र उपसिलिसित उदाहरण में निहित है। “अति शिरप्ट 


शृत्ति क्षय” वाले अश का निर्वेचन डा० दत्त ने इस प्रतार विया है 


“अवर्ग सस्या के मूल का निवट मान निकालने वे लिए समीपतम वर्ग सया हा 
चघटाओ। शेप का उवत्र सरया के मूल के दुगुते से माय दो । इस मिन के वर्ग बेआ 
का मूल और भिन्न वे जोड से माय दा। रब्ध सख्या वो घटा दो ! ती मूल का विवि 


मान, बग सरया से हीत, नियल आयेगा। 


इस सूत्र के ननुमार, 


(रछ 


शा ख 
कॉल “वे च जप 





र्क ख 
व --- 
अ+रक] 
इस प्रकार 
४शू5 ६५५ 5 ६+ ६ (पर) 
हे २६ ब) 
>६+ - 0 झ- २५.६... ११८३३ 
लक ह३ दृष्थ  उछ वृट्च्द्ध 


और हस्तल्िपि वे पाठ में यही मान दिया भी है। 
>> _* ,77- ४) - - (११८३३ _ ) 
अत जे व्टल7 (५४६०-१६) ० [ द्व्म्द 7 
न, 5८५ धहट५ 
रे श्टथ८ ३६९६ 
वर्ग मूल के इस सूज के अन्य प्रयोयो के लिए देसिए--- 
(क) जोडों ४५ दायो-- 
हि (3) __ ३३६१ 
#(सएत 4२० दे 5 १०+ ड्ड- श्््‌ दा ठा छु). इरट 
(ख) जोडी ५६ दायाँ और जोडी ६५ दापाँ-- 


एडिटर 5 5श्थिय+र० + २१ + न 








र२(२१+३६६) 
३ छे छ 700 -- छठ 9 | 


बीजगणित 5५९१ 


(ग) जोड़ी ४५ बायाँ और ४६ दापाँ-- 





१/३२३६००१ ++ १/ए७९--७६८ 











आ० के ने वर्ग मूल के सूत्र का कुछ दूसरा ही अर्थ दिया है। कदाचित्‌ वह उसका 


ठीक ठीक आशय नहीं समझ पाये | हमें डा० दत्त वाला निर्वचन ही उपयुक्त जान 
पड़ता है । 


(ख) मिश्र श्रेणियाँ 


हम जान चके हैं कि मक्षाली गणितज्ञ समान्तर श्रेढ़ी के नियमों से मली भाँति 

परिचित थे। वे लोग ज्यामितीय श्रेणी से भी अनभिन्न नहीं थे। इतना ही नहीं, 
समान्तर-ज्यामितीय श्रेणियों का योग निकालना भी जानते थे। इनमें से कुछ के 
अभिदेश (7२ ८६८८४८८$) इस प्रकार हँ--- 

() जोड़ी २९ वापाँ---इसमें इस प्रकार की श्रेणी का प्रयोग है--- 

पृ+रश प+३ प+-४ प+. . . . . . - « गप। 

(7) मान लीजिए कि हम किसी श्रेणी के विभिन्न पदों को प,, प., प 
निरूपित ॥ तो २३ दायें में इस प्रकार की श्रेणी आती है: 

४गरे परे पड प.+. - - - - - गप,._, | 


टह। 


(४) २३ चायें में इस प्रकार की श्रेणी का प्रयोग आता है--+ 
पक रे प,क दे ( प्‌, ३) ग्रह (प पीपसकप, ) ५ 
इस प्रकार की श्रेणी को युति वर्ग ऋमष' कहा गया है। 


+ ०००० 


हम उक्त प्रइन को विस्तार पूर्वक देते हैं-- 





४७३४ ८काड अप» कृत्वा चतुथ. . . . ७. ०» «० ««« 
$220706 54 शलर पट, प्रथमस्य तु कि भवेत्‌ 
; १,२३२ १३ ६३।|४१२ डे। द्व३०० 
(११ १ १ | १ | 
कामिके श॒न्य पिन्यस्तं कामिक १ ॥ एप न्‍्यस्तं. . . . 
तदा चैच ऋ्रमेण गुणितं | १। २ ॥। ९ )। ४८ । एपां 


१. भक्षाली १९४ 


श्पर गणित का इतिहास 

5 । ३०० 

६० ३६ 
ए्‌ अनेन क्षेव गृणये | ५ । १० । ४५ । रे४े० । 
युति बर्ग गणित ॥ 

इस इलोक म 'कामिक” का वहीं अर्थ है जो प्राचीन पुस्तकों में इच्छा बंयवा 
'यदृच्छा' का हाता था। कुछ गणितज्ञो ने इसी के लिए 'इप्ट' का प्रयोग विया थीं। 

उपरिलिखित उदाहरण का हम अपने शब्दा में इस श्रकार लिखते है-< 

एक राजा चार व्यवितयो म ३०० दीनार बाँटता है। वह जितने दीनार पहडे 
व्यक्ति को देता है उससे ढ्ुुगुनें दूसरे को देता है। जितने पहले दोनों व्यकितिया को 
मिलाकर देता है, उससे तिगुने तीसर व्यक्ति को देता है। उसने इस प्रकार जिद 
दीनार पहले तीन व्यक्तिया कय दिये, उसके चौगुने दीनार चौथे का दिये। और एव 
समस्त दानार समाप्त हा गये। उससे प्रत्येक का वितने दीवार दिये ? 

स्पप्ट है कि 

परे प,+३े (प.+प,) + ४ (प,+प,+प,+॑प,) ₹" २०० 

भक्षाली गणित की विधि के अनुसार यदि प,-- १ रखे वो हमे वायी ओर हस्तगत 
हुआ-- 


यू |६० ] अनेन दृश्य भाजित जाता |५| 








१८२+ ९ +- ४८ अर्थात्‌ ६०, 


३०० 
इस प्रकार प, ८ ६७ 

अत पहले व्यक्ति को ५ दीनार मिछे। तो शेष तीनो व्यक्तिया को क्रमश है”! 
४५ ओर २४० दीनार मिले ! 


अरे. 


(7४) २५ बायाँ और २६ दावाँ-- * 
प.+ (२ १+ूफ) +(३ प.+ (फ+बव))+(४ प,८ (फ+२ ब)) +॑ 
(५) रहें दाया-- 
पह+ (२१,.+फ) + [३ प.+-(क+ब)) + (४प,+ (क्र व)) नै 
(४४) २४ बारपा-- 
पत्त (२५, फ)- ६१ (प६+प,) # (फ ब)) 

का ईडि(प, प, प.)+(फ २) - 
इस प्रयार की श्रेणी का नाम 'बुवगुणित युतप्रम है। 


बीजगणित - १५३ 


(५४४) ५१ दायाँ और बाया--इन पृप्ठों में दो उदाहरण दिये गये हैँ. जिनमें 


समान्तर ज्यामितीय श्रेढ़ियों का प्रयोग किया गया है। हम बायें पृष्ठ की सामग्री 
यहाँ देते हैं-- 


। | 
+ 

१ रे । ९ २७ । 
| | 


दू ३२९ 
१ 


<१ 











करणम । उत्तर... . . तत्रोत्तर राशिनां योग ८७ एप घना दृश्या शोधनीया 
जाता २४२. . ... .. . .। पुरुष ।१ । ३। ९ | २७। ८१ । 

योग १२१ अनेन. . .. . .. - जाता [| २| एप हो प्रथमस्य धनम्‌ 

२।६॥। १८ । ५४ ॥१६२ उत्तर राश्नि संयुतं जात॑ 

| २ | १५ | ४८ | १४७ | ड४४ , एपां 
(१ २| २ | 8 00 « “है । 

आधुनिक संकेतलिपि में हम इस उदाहरण को इस प्रकार लिख सकते हैं-- 

पके प,-+-३  प,+ रे प.+३ प, 

नह [प,+- ( प,+-प. ) पा ( प/क॑पर+प, ) 

पा (प(+पर/-प,+प.) |55३२९. 
भक्षाली गणित की विधि के अनुसार प,5-२ रखने से पहली श्रेणी 
सत२+ दर्न- १८--५४--१६२७०२४२ 

«« दूसरी श्रेणी का योग--३२९-२४२०-८७, 

अर्थात्‌ प,+ (प,कप,)+ (प:+पर+प३) + (प,+पर+प,+प८)०११६ 

वाम पक्ष 5 २+- (२+६) + ( २+०६+ १८) + (२+-६+- १८+ ५४) 

क्तरे+-८+२६न॑८०७११६॥ 

.  .**« हमारा अनुमान प,"-२ ठीक ही निकहा । यदि बाम पक्ष का योग ११६ के 
स्थान पर और कुछ होता तो उससे ऐकिक नियम के अनुसार ११६ को भाग दे देते 
जैसा पिछले दो एक उदाहरणों में हम कर भी चुके हैं। 

प्रइन से स्पष्ट है कि 

प. रू रेप५ प.न्‍तहे पर, परदे प.. 

अब यदि हम दिये हुए प्रदन को इस प्रकार लिखें-- 





हपुड गणित का इतिहास 


पर, (३१, ३ फ)नाओि प, कड्े (पंप, )) 

नाहि! पप+ (प, प, प))नईि प,+(पन+प.०प, १.))३२९, 
तो हमें हम्तगत होगा-- 

प्र, 
३ प,+छुप| + ६१ ई च| पं 

३* प,+ ह (प,+ प,) *5 १८+हू ८८२४८ ६, 

३ प,नाई (प.+प, +१५) रू५४+ है २६८६ प४+ कै _+ ई* 

है प,+ हू (प,+प, “१,+१,) 5 १६२+ है ८० 55 १६३+६० 

हन २२२ ह| जईरड 

ओर इस प्रकार उदाहरण के अस्त में दिये हुए मित्रो का अर्थ स्पष्ट हा जाता है पं 

स्पष्ट है कि उपरिदिखित उदाहरण में इस प्रकार वी समास्तर-उ्यामितीय थेगे 
या प्रयोग हुआ है-- 

प+(घप+पन) + वि (पकपन)+पन ) 

+ (व (पंप नकप न)+प न)+ « «० +«« 

(ग) ह्विधात अनिर्णीत समीकरण 

(४) ५९ दाया-- 2५ 

'वह कौन सी सरया है जिसमे ५ जोडने से अथवा जिसमे से ७ पटाने से है| 
वर्ग प्राप्त होता है?” 

हमें हस्तगत है--- 

य+एचतट' और य-छचूच्ठ' | 
हल--जोडी और घटायी हुई सरयाओ को जीडो। 
५+७७१२ 

जोड को आधा करो, तो ६ प्राप्त हुआ | 

२ घटाने से ४ हस्तगत हुआ । 

इसका आधा २ हुआ । 

इसका वर्ग ४ हुआ। 

इसमें वियोज्य ७ को जोडो। 

इस प्रकार ११ प्राप्त हुआ। यही उत्तर हुआ। 


३. भक्षाली व २१५। 


वीजगणित श्णणु 
जाँच करने से यह उत्तर ठीक दिखाई पड़ता है क्योंकि 
११५-५७१६, पूर्ण वर्ग 
और ११--७--४, पूर्ण वर्ग । 


अब हम उक्त उदाहरण का पाठ देते हैं जिसे पढ़ने से उपरिलिखित प्रत्येक पग 
स्पप्ट हो जायगा। ' 


॥ को राशि पंच युता मूलाद: सा राशिस सप्त हीन मूछद को सो राशिर इति प्रइन:। 
0 0 
१३ १ १ ५ ५ 
करणम | युत हीन॑ चमेकत्व॑ १२ तद दलूम्‌ ६ ट्वि हणम्‌ ४ दर्ल २ वर्ग ४ हीन युतिम्‌ 
चे कर्तेग्या। हीव॑ ७+-अनेन युति ११ एप सा राशि ॥ अस्य प्रत्यानयं कृयते 





8 व्यय. हु अर । ११५ छा मूं २।| 
[६१ १ १ १! रे 
पंचाशं सूत्रम ५० 


भूत्रम्‌ू । गवां विशेष कर्तव्यं घन चैव पुन 

उपरिलिखित उदाहरण में इस प्रकार के समीकरणों का अध्ययन किया गया है--- 

यू+कन्च्ट य-खतचच्ठा । 

यदि ग कोई पूर्णाक हो तो इन समीकरणों का हल 

यज< । न गण) | ग 
२ ग 

होगा। य का यह मान लेने से (य-+-क) और (य--ख) दोनों पूर्ण वर्ग हो जाते हैं 
उपरिलिखित उदाहरण में ग--२ लिया गया है। भक्षाली हस्तलिपि में केवल उपरि- 
लिखित विशिष्ट समीकरण हल किये गये हैं ।! साविक समीकरणों को हल करने की 
विधि नहीं दी गयी है। 

(४) २७ दायाँ-- 

करणं । पृथक रूप॑ विनिक्षिप्य | पृथक रूय॑ क्षिप्तं जोतम्‌. . .. . ..  -मभ्पासों तजझ् 
गुण | ३| ४ | अम्यासं [| १२ | रूपहीने १ 
अत्र क्षिप्तं जात॑ | १५ | १६ : एप त्रिगुण.. .. . ता मूल. . ... .नि चेतु पंचा 
|५|४* एप 


१. देखिए, भक्षाली 3 पु० ४२१ २- भक्षादी हर] १६७॥ 


श्ष६ गणित का इतिहास 


आधुनिक सकेतलिपि में यह प्रइन इस प्रकार लिखा जायगा-- 
ये र--३े य--४ र-# १७०० 

हल, य (र--३) ४ रे १. 

अत यदि र--३+ म॑ रखे जिसमें म कोई भी राशि है, तो 


ब्त्रै+म 
ओर | आर आम) ले है २ डक 
मे मम 
मन ह रसते से, रच्ज्ड, यः- (११ अथवा १३) + ४. 
अत' घन चिह्न वाले समीकरण का हल हुआ १५, ४ 
और ऋण चिह्ले वाले समीकरण का हल हुआ १७, ४. 
म को अन्य मान देने से अनेक अन्य हल निकल सकते है । 
एक दूसरे रुप मै हछ इस प्रकार भी निकल सकता है-- ू 
(य-४) रच्तरे यऊ १, 
अत, . यरन्‍ड+म रखने से, 
र० है (ड+म)क १ _ बेशक १ 2, 
मर मम 


मर ६ लेने से, य--५, र--(११ अथवा १३)+३ 
अत धन चिह्न वाले समीकरण का हछ यह हुआ ५, १४,और ऋण चित वाले 
समीवरण का हल यह हुआ ५, १६ 


उबत समीकरण साविर समीकरण 
से र--ब य--ख र--गरर ० 


मे विशिष्ट रूप है जिनके हल ये हे-- 
क्खकग 
यच्छ जा कख, र न्‍तवेकम, 
अथवा यलत्खनम, . रख जग के। 
सर 


भक्षाली हस्तलिपि एक टीका हैं 
डा० होनेंछ लिखते हे कि “मक्षाल्री हहतलिवि बा रचना वाल और भक्षाती 
गणित वा प्रादुर्माद काठ दो भिन्न-मिन्न बरतुएँ हे। हमारा विचार है कि अक्नाली 
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गणित उक्त हस्तलिपि से बहुत प्राचीन है। हमें विश्वास है कि मक्षाली गणित का 
आरम्भ सन्‌ ईस्वी की प्रारम्मिक शताव्दियों में हुआ था । सम्मव है कि तीसरी अथवा 
चौथी शताब्दी में हुआ हो ।/ 

किन्तु डा० के का मत इससे बिलकुल भिन्न है। उन्होंने छिखा है कि हमारे 
पास इस वात का कोई समुचित प्रमाण नहीं है कि मक्षाली गणित उक्त हस्तलिपि से 
पुराना है।”* 

“उक्त कथन से सम्बद्ध पाद टिप्पणी में डा० के लिखते हैँ कि “हस्तलिपि किसी 
अन्य मौलिक कृति की नक़रू नहीं है । किन्तु वह कई लेखकों द्वारा लिखी गयी है। 
उसमें अन्तनिदेश (८:0४+--८८०१८७७) हैं । एक स्थान पर एक सूत्र की संख्या 
स्लत डाली गयी थी और उस ग़ररलूती का संशोधन एक विभिन्न लिखावट में किया गया 
है ।” डा० के इस वात को भूल गये कि उपरिलिखित ववतव्य का पहला अंश अन्तिम 
अंग से मेल नहीं खाता । 

डा० दत्त का विचार है कि हस्तलिपि एक प्राचीन ग्रन्थ की प्रतिलिपि है और 
बह समझने के लिए उनके पास पर्याप्त प्रमाण है । गणित के प्राचीन हिन्दू ग्रन्थ प्रायः 
अव्यवस्थित रूप से छिखे जाते थे। हमने पिछले अध्यायों में कई उदाहरण दिये हैँ 
जिनमें एक ही ग्रन्थ में अंकगणित, वीजगणित और रेखागणित के प्रकरण दिये हुए हैं 
और वह भी इस प्रकार कि ग्रन्थ को उक्त भागों में वॉटना भी कठिन हो जाता है। कहीं 
कहीं पर तो एक ही साधित प्रइन में गणित की अनेक शाखाओं का सम्मिश्रण मिलता 
है। इतना ही नहीं, प्राचीन समय में ऐसे ग्रग्थ भी लिखे गये हैं जिन में केवल गणित 
के बहुत से सूत्रों को एक साथ बिना किसी क्रम के भर दिया गया है । 

अब भान लीजिए कि कोई व्यक्ति किसी पुराने ग्रन्थ पर टीका लिख रहा है। 
वह देखता है कि $ १२ में एक ऐसे सूत्र का प्रयोग किया गया है जो $ २७ में आता है। 
तो या तो वह टीका करते समय प्रकरणों का ऋम वदल देगा या दोनों स्थानों पर अन्त- 
निदेश दे देगा। प्रायः टीकाकार मौलिक ग्रन्थ में अत्यधिक परिवर्तन करना नहीं 


चाहते । अतः वे अन्तनिदेश देकर ही सन्‍्तोष कर छेते हैं ॥ अब तनिक जोड़ी ३ दायें 
के इस पद पर विचार कीजिए--.. 


सप्तं पत्रे भिलिखित स्थित 
अर्थ-- सातवें पृष्ठ पर लिखा हुआ है।” 


१. होनेछू: वही पु० २६१ २. भक्षालो $ १२२१ 
३. भक्षाली 7 १७१॥। 


शपट गणित का इतिहास 


इसका तात्पयं यह हुआ कि जिस सूत वा प्रयोग हम कर रहे हैं, वह सातवें १ 
पर मिछेगा । उपरिलिखित वाक्य १४ वें सूद में आता है और तीसरे पृष्ठ पर नि 
हुआ हैं। अत छेखक तीसरे पृष्ठ पर ऐसे सूत्र का प्रयोग कर रहा है जो कमी 77 
प्रतिपादित ही नहीं हुआ है। 

कमी कमी छेखका से ऐसी मूछ मी हो जाया करती है। किन्तु एक और उदाहर' 
लीजिए--- 

हस्तलिपि का १० वाँ सूत जोडी १ दाये पर दिया हुआ है। उक्त शक 
में यह वाज़य आता है-- 

एव सूत्र ॥ द्वितीय प्ने विवरितस्ति 

अर्थ--इस सूत्र का विवरण दूसरे पृष्ठ पर दिया हुआ है| मो 
यहाँ भी उसी प्रकार की मूछ है। इनने अतिरिक्त इसी प्रक्तार वी भूछो के 
मी उदाहरण दिये जा सकते है । जैसे जोडी ४ वाये पर यह पद आता है 

सूजे आ्रान्तिम अस्ति 

अर्थ: अ्रमोत्पादक है। 

इन ता दे केवल एक ही निष्कर्ष निकछता है कि हस्तलिपि विंसी ५७ 
की कृति है। 

एक वात और मी है। हस्तलिपि का लिखने का ढय मी ऐसा है जो कक 
तया मौलिक ग्रन्थों में नहीं अपनाया जाता । एक वात को बई वई उदाहरगी हर 
समझाया गया है। कटी कही पर पदों की व्यास्या की गयी है, पारिमाविक हि 
स्पप्टीकरण किया गया है। प्रदनो के हल विस्तारपूर्वक दिये गये है, छोट “2 करृविर 

सरल बातो को भी विस्तृत ढय से समझाया गया है। कही कही पर वो पुतरावृत् 

हो गयी है। यह सब तथ्य इस बात की ओर इगरित करते है कि हस्वलिपि क्सिः 228 
ग्रन्य की सहगामी टीका ('रि्ाएणड़ ०0गफ़ाध्याश) है। सबसे हर 
प्रमाण तो उपस्लिखित वाक्य है। क्या कोई भी टेखक अपनी ही छेजती ते हा 
में यह छिजेगा कि “सूत्र अमोत्पादक है।” यदि उक्त वाक्य का यहें अत 28 
जाय कि “सूत गलत है” ता वया कोई छेसक जब अपनी ही इृति को डा कि 
दैसेंगा कि वह एवं सूज यलत छिख गया है तो कैवछ इतना ठिसे वर छोड देगा 
“मूत्र ग़लत है।” कदापिनदी। वह उक्त सूत को काट कर यथार्थ सूत्र दिवुहः 
चैन वी साँस छेगा $ मु 

ऐसा प्रतीत होता है कि उकत हस्वलछिपि एक पुरानी टीका ही ० डे 
नबछ भी रिसी एक ही ढेखक ने नही की है, वरन्‌ वई लेखवो नें; वे 3396 


है और 
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नसार भी हस्तलिंपि में चार पांच प्रकार की लिखावट दिखाई पड़ती है । अब तनिक 
बड़ी ४ बायें के चित्र पर विचार कीजिए जो भक्षाली 7 के प्लेट [५ में दिया हुआ है। 
उसी में यह वाक्य आता है--सूत्रे श्रान्तिम अस्ति, जिसका हम ऊपर उल्लेख कर जा 
बके हैं । पहली वात तो यह है कि यह वाक्य भा उसी लिखावट में लिखा हुआ दूँ 
जिसमें उक्त पूरा पृष्ठ, जिससे सिद्ध होता है कि उक्त टिप्पणी का लेखक वही है जो 
पारे पपष्ठ का। दसरी वात यह है कि यदि कोई व्यक्ति किसी अन्य छेखक की छति में 
पंक्तियों के बीच में कोई टिप्पणी लिखेगा तो स्पप्ट पता चल जायगा कि उक्त ट्प्पिणी 
मौलिक लेखक की नहीं है क्योंकि टिप्पणी दो सामान्य पंक्तियों के बीच में आ पड़ेगी । 
मौलिक लेखक जान बश्च कर तो उक्त स्थल पर अधिक स्थान छोड़गा नहा क्योंकि 
किसी टीकाकार को उन पंक्तियों के बीच में कोई टिप्पणी लिखनी है। किन्तु जहाँ 
उपरिलिखित टिप्पणी दी हुई है उस स्थान पर ऊपर और नीचे की पंक्तियों के बीच में 
गधिक स्थान छठा हुआ है। अतः यह निविवाद रूप से सिद्ध हो जाता है कि टिप्पणी 
और सूत्र एक ही लेखक के लिखे हुए हैं । अर्थात्‌ उक्त पृष्ठ का छेखक मौलिक लेखक 
नहीं है, वरन्‌ एक प्रतिलिपिक है । 
एक वात और भी है। जब हम दो पंक्तियों के बीच में कुछ लिखते हैं तो स्वभावत: 
हमारे अक्षर स्थान की कमी के कारण छोटे पड़ जाते हैं । इसी कारण डा० के ने उक्त 
वाक्य 'सूत्रे भ्रान्तिम अस्ति' छोटे अक्षरों में लिखा है।' इस प्रकार वह यह सिद्ध करना 
चाहते हैं कि यह वाक्य वाद को पंक्तियों के बीच में लिखा गया है। किन्तु उक्त वाक्य 
के कक्षर भी उतने ही बड़े हैं जितने सूत्र के शेप अंश के । अतः: उनका उक्त वाक्य को 
छोटे अक्षरों में देना अ्मोत्पादक है। 
अब तनिक निम्नलिखित उद्धरण पर ध्यान दीजिए जो जोड़ी ५० दायें से लिया 
गया है; 
५7282 588 53%75 07%) 7८ 7» वशिष्ठ पुत्र 
है सिकस्यार्थे पुत्र पौत्र उपयाग्यें भवतु 
लिखित च्छाजकपुत्र गणकराजे ब्राह्मणेन । . 
इस अंश के विपय में डाक्टर के लिखते हें कि ऐसा प्रतीत होता है कि इस 
पृष्ठ पर पुस्तक का परिचग्न पत्र दिया गया है। आशय विलकुलछ स्पप्ट तो नहीं है, 


रे 
१. देखिए, भक्षाली 7 पृ० १०८ और ता प्लेट 7ए. 
२. देखिए, भक्षली | पृू० २३७ पादटिप्पणी और 7 पृष्ठ १९१ 
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विल्त इतना पतला चलता है कि ग्रेव किसी झ्ाहा न हारा छिसा गया था जिसके पिता का 
नाम छाजक था | 
“छजक कदाचित सफ्जक नाम ना पात्र ही है जिसका उल्डेय राजनरंगिणी में 
वाई बार हुआ है। सज्जक कल्हण के समय में (बारहवीं शनाह्दी में) सेद कार्यालय 
में कधीक्षक था, किन्तु इस व्यक्ति का हमारी हस्तलिपि के छेल्तक से संबंध जोड़ने का 
हमारे पास कोई कारण नहीं है । 
बलिहारी है इस तर्क की । ठावदर के किसी न किसी प्रकार यह दिखाने का प्रयत्न 
कर रहे हैं कि भक्षारी हस्तलिपि बारहवीं रतातदी की रनना है ओर अंत में स्वयं ही 


अपनी उक्तियों को काट देते 2 । जब वे यह मानते हैं कि छाजवा और सजजक को एक 
उल्लेख ही क्यों 


सिद्ध करने का उनके पास कोई प्रमाण नहीं है तो सद्जक के; नाम का 
फरते हूँ । क्या केवल नामों की समानता के कारण ? किन्तु समानता भी तो कोई 
जिद्योप नहीं है। 

एक बात और भी ध्यान देने योग्य है। उपरिलिखित उद्धरण में 'लिखितम्‌ 
का प्रयोग हुआ है। इसका अर्थ यह है कि छाजक-पुत्र केवल एक प्रतिलिपिक ((००- 
०४5) ही था। यदि बह ग्रस्थ का मूल लेखक रहा होता तो 'कृतम्‌' अथवा 'विरचितं' 
का प्रयोग किया गया होता । हिन्दी में तो 29007, फ़ाप्टा, ६८७०० सबके लिए 


लेखक का ही प्रयोग होता हू, किन्तु संस्कृत में अधिकतर उपरिलिखित दोनों शब्द 
प्रयुक्त होते हैं 


हस्तलिपि का रचना काल 


डाक्टर होनेल का विचार है कि भक्षाल्ली हस्तलिपि ऐसे समय में लिखी गयी हो गी 
जब देल्ष में हिन्दू सम्प्रता और ब्राह्मण विद्त्ता का आधिपत्य था। इसका पता तो ग्रंव 
की विपय वस्तु से ही चछता है। एक समय था जब काबुल में हिन्दुओं का राज्य था । 
भक्षाली गाँव उसी राज्य का एक अंग था। जब महमद हमूद ग़ज़नवी ने भारत पर आक्रमण 
किये तब काबुल का राज्य हिन्दुओं के हाथ से जाता रहा। ये घटनाएँ दसवीं शताब्दी 
के अंत ओर ग्यारहवीं शताब्दी के आरम्म की हैं। उन दिनों यह सामान्य प्रया थी कि 
सकट के समय हिन्दू अपनी मूल्यवान्‌ वस्तुएँ भूमि में गाड़ दिया करते थे। सम्मवतः 
भक्षाली हस्तलिपि भी इसी प्रकार जमीन में गाड़ दी गयी होगी । यदि डाक्टर होनेल 
का यह अनुमान सत्य हो तो यह सिद्ध हो जाता है कि हस्तलिपि दसवीं शताब्दी के 
१शचात्‌ की नहीं है। 


डाक्टर होनेल के अनुमान के विपय में डाक्टर के लिखते हैं कि इस बात का कोई भी 
११ 


श्ष्र गणित रा इतिहास 


प्रमाण नहीं है कि हस्तलिपि जान वूझ कर गाडी गयी थी ॥ हम केवल इतना दी 
सकते है कि इस बात का भी कयई प्रमाण नहीं है हि हस्तलिपि जान बू कर न 
गाडी गयी थी । अत इन उक्तिया से कोई निव्चयात्मक निष्कर्ष तही दिकलता। 
हस्तलिपि में प्रयुवत सकेता के विषय में तो हम पहले ही अपने विचार व्यवी कर 
चुके है । हम यह भी लिस चुके हे कि उक्त ग्रय झारदा लिपि में लिखा गया या। है 
आधार पर डाक्टर हार्वल्व ने यह अनुमान लगाया है कि क्दाचित्‌ हस्तलिपि जाती 
अथवा नवीं घतारदी में छिसो गयी हो । इस सबंध में डाक्टर के लिखते है कि $एग 
प्राच्यमापाजञों ( 08ध्याश्5 ) का यह विचार गलत है हि झारदा श्ि 
बहुत प्राचीत है। बुहूलर (90॥|6८) ने वहा था कि शारदा लिपि वा सबसे पता 
शिलालेस वैजनाथ म मिल्य है जो सन ८०४ ई० का है, विन्तु डापटर के का यह 8 
है कि' उक्त शिलालेख वास्तव में १२०४ ई० का है। तत्पश्चातू डाक्टर के हिखीे हूँ 
हि शारदा लिपि के सवसे प्रचोन लेख नदी शवाद्दी के है जो वश्मीर के वर्मा राज 
बद् दे बुछ सिक्का पर पाये गयें है। कई झिलालेख दसवी जौर बारहबी दाता हवा ४ 
के भी मिले हूँ जौर तत्परचात्‌ डाक्टर क अपने विचार से यह सिद्ध कर देते है गि 
भक्षाल्वी हस्तलिपि वारहवी शताब्दी की ही है। यदि उनकी उपरिलिसित उर्किया 
सत्य हो तो मी यह मानना पड़ेगा कि यह सम्मव है कि भक्षाल्ली हस्तलिपि की 
झताब्दी की हा । 
अक्षाल्ी हस्तलिपि में सूत्र तो पद्च मे दिये गये है और उदाहरण गध में । परे रा 
में इलोक छल्द का प्रयोग क्या गया है । आचीन गणितीय पुस्तकें अधिकतर स्टोर 
म ही लिखी जाती थी, किन्तु पाँचवी झताडदी से आर्या छत्द की प्रयोग होने ३80४६ 
आर्यम2, वराह मिहिर और ब्रह्मगुप्त ने अपनी कृतियाँ आर्या छत्द में ही ट्वी हैँ 
और इन समस्त ग्रणितज्ञा का कार्यकारू छठवी शतावनंदी था। मनज्नाली हल्तलिति 
इलोक छन्द में लिखी गयी है। इससे यह निष्कर्ष निकलता है कि उरी 
रचना काल सम्मवत पाँचवी शता दी से पहछे ही रहा हागा। 
पिछले पैरे में हमने डा० होल का मत दिया है। उसके विषय में डा० वे हित 
हैं किः “उतत कचन अमात्पादक है। महावीर का गयणित-सारन्यग्रह (९ वीं 24 
इदोक छ द में लिखा गया था। सूर्य सिद्धाल्ल (११०० ई० के लगभग) भी उसे 
मैं छिपा गया था। इसके अतिरिक्त शारदा लिपि के स्थारहवी और बारहवीं शवाशियां 
के कई मिल्ारिख मिले है जिनमे इलोक छत्द ही प्रयुक्त हुआ है । यह बड़े दुर्भाग्य का 
है कि डा० होर्लेड ने हस्तल्िपि के रचना काठ के विषय में एक धारा बना ही 
उसे सिद्ध करने के लिए ऐस तथ्यटीन तक का प्रयोग दिया। गणित वे इतिटी 





चीजगणित १६३ 


कंप्टर ((४॥४०7) मे अपने ग्रन्थ में उसी उतित को डृहरासा 
दिया है | 


लि १] 


ओर उसपर जोर 


डासटर होर्नेल से कोई पुर्य धारणा बनायी हो था न बनायी हा, फिन्‍नु डावटर 
के ने अवब्य यह घारणा घना ली भी कि मक्षाईी हस्तलिपि का रचना काल बारहवीं 


गताब्दी से पहले का हो ही वही सकता । हमने डावडर होनेछ का जो मत ऊपर व्यवत 


ब्लाक छन्द का प्रयोग 
विलव:ल बन्द ही गया । उन्होंने तो केवल यह बढ़ा है कि छठयी शताब्दी से आर्चा छत्त 
का प्रयोग होने लगा और गणितज्न उसी छन्द में अपनी पुस्तकों लिखते छूगे । केबछ 
उत्तना ही नहीं, ग्लोक छन्द में लियी हुई कुछ प्राचीन पुस्तकों की पुनरावृत्ति भी आर्या 
छनन्‍्द में हुईे। इसलिए यह अनमान होता है शि कदाचित्‌ भक्षाली हस्मलिपि की 
ग्ननता छउठयीं शताब्या ने पहले हु हा। डावंटर की ने जा सथ्य दिये है उनसे केवल 
इतना निष्कर्प निकलता है कि छठवी दत्ताब्दी के पचात्‌ भी दलोक छन्द का प्रयोग 
होता रहा। केवल इसी बिना पर यह नहीं कहा जा सकता कि डावटर होनेल का 
अनुमान सर्वथा ग़लत था। अधिक से अधिक यह कह सकते हैं कि टाक्टर होर्नछ का 
मत निशचयात्मक नहीं है। किल्‍्तु डाक्टर के को तो बेन केन प्रकारेण टावटर होर्नल की 
घात को गरूत सिद्ध करना था । 
डाबटर हार्नल लिखते है कि भक्षारी हस्तलिपि उस विचित्र मापा में लिखी गयी 
है जा पहले गाथा उपभाषा (7090८८) कहलाती थी और जो प्राचीन उत्तर पदचमी 
ताकत अथवा पाली का साहित्यिक रूप थी । उसमें संस्कृत और प्राकृत रूपों का विछक्षण 
संमिश्रण दिखाई पड़ता है। मथुरा के भारतीय सीथियन राजाओं के शिलाऊेखों से 
पता चलता है कि उक्त भाषा उत्तर पश्चिमी भारत में तृतीय शत्ताव्दी तक साहित्यिक 
अत मे साधारणतया प्रयुक्त होती थी। तत्पद्चात्‌ संस्कृत का प्रयोग, जो उस समय 
पैक ब्राह्मण संप्रदाय की ही भाषा थी, छोकिक कार्यो में होने छगा। वौद्धों और जैनियों 
मे प्राचीन साहित्यिक भाषा कुछ दिन और चली होगी, किस्तु उसका प्रयोग केवल 
घामिक कृत्यों में ही हुआ होगा । अत: भक्षाली हस्तलिपि में उसका प्रयोग यह इंगित 
करता हूँ कि उक्त रचना तीसरी अथवा चौथी शताब्दी के पश्चात्‌ की नहीं है । 
े0 इस संबंध में डाक्टर के ने हस्तलिपि में से बहुत से उदाहरण मापा-चैज्ञानिक विज्ञेप- 
ताओं के दिये हे और ग्यारहवी और वारहवी शताब्दी के शिलाछेखों की मापा से 


किया है उसमे उन्होंने मह कब कहा है कि छठवी शतार्वर्द 
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श्ष्ड गणित का इतिहास 


उनका सामजस्य दिखाया है और अत में फिर वही तिप्वर्ष निवाला है मि डकार 
दोोन॑ंछ का विचार गलत है। इतना अच्छा ढिया है कि उन्हाने अपनी टिप्पणियां के 
मत में यह छिख दिया है कि इस विपय मे ' में उन छागो वी सम्मति की बांट देखूग 
जो इस विपय (भाषा विज्ञान) के अधिवः जानकार हो, विस्तु मेरा प्रायोगिव तिलप 
तो यही है वि. हश्तलिपि की मापा हस्तलिपि से बहुत पुरानी नही है। हम इस विपय 
का विवेचन भाषाविदा और भापा-वैज्ञानिका के लिए छोडे देते है ।* २८४ 

अब हम एक अन्य तथ्य की और पाठका वा घ्याव आहृप्ट वरते है। रोम मे 
सोने का एक सित्तता प्रचलित था जिसका नाम 'दिनारियस' था। सबसे पहले उन 
सिक्का २०७ ई० पृ० में ढाला गया था। लटिन शब्द दिनारियस से ही हिलुस्ताती 
इब्द 'दीनार” बता है। हिन्दुस्तान मे ये सिकक्‍्तरे भारतीय सीधियत राजाओं * 
समय अचल्ति थें। इत राजाआ का वश्ञ प्रथम शताब्दी ई० पू० से तृतीय गताब्दे 
ई० तब' माना जाता है। अन्वेषणों से पता चल है कि ई० की प्रथम श्ताब्दियों म हमारे 
देश में हिन्दुस्तानी दीनारो के साथ साथ कही कही पर रोम के दिनारियस भी चलते बे) 
सीने बे दीनार जी अब तक पाये गये है बनिष्क और हुविप्व' के राज्य काठ कै है! 
रोम के! जो दिनारियस पाये गये हूँ वह ट्रजन, (77०]2॥) हैड्रियन (मवंण्या) 
और एन्टोनाइनस पायस (27077705 0:05) के समय के हे और इन 
राजाओं का राज्य द्वितीय शताब्दी ई० में हुआ है। अब इस वात पर विचार कीनिए 
कि भक्षाली पाण्डुलिपि में कई उदाहरणो में दीनारी का प्रयोग किया गया है। ईों 
तथ्य से भी यह सकेत मिलता है कि. भक्षाली हस्तलिपि की रचना ई० की पहली तीर 
शताब्दियो में ही हुई थी । कि 

अब डा० के वी उत्रित मुनिए। आप सक्षाली ता के $ ११० में लिखते हैं 
“दीनार सदैव सोने का ही नहीं होता था, और मक्षाली हेस्तलिपि मै वह सम्भ्ति 
एक ताँबे का सिवका था क्योकि उसमें पृष्ठ ६० पर एक दिन का पारिक्षमिक हरे पक 
३ दीनार तक दिया हुआ है' और भहावीर (६) २३१ में एक कुछी का * 
पारिश्रमिके १८ दीतार के लगभग तक दिया हुआ है ।” 

इस सम्बन्ध में हम गुर्जर की पुस्तक #॥८ा०क६ वीताआ रेवधीटाशा शापे हे 
'ए८१॥७ (7947) क॑ पृष्ठ ५५ की एक कण्डिका का अनुवाद देते है-- 

* थाडे से विचार विमझ से ही यह पता चल जायगा कि वे के तकों में कोई तथ्य 

मही है क्योकि पहल्की वात तो यह है कि पाठ्य पुस्तकों में दिये हुए पास्शिमिक प६ं 


१. भक्षाली [7, पृ० २१६। 


योफ़ गणित गणित $६ २ ६४५ 


पग्याग र कं न ५ लक ये दे प्ग्न लि पट 
एम बगल विश्वास मोती और सास । इसरी बाल पा हे हम भद रे 

ईज्फ ऊर 29 फड़ं 

अ्जु..* 


पाधप्ई साहे मोरिलाधित पी >तदिदा मय मारर मात सता 
ये १३ या 5 दीदार सादे मारिद मिस पी थे कअत्यधिंत नही बह संझस यह 
टू हि 
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न अ्श्ल पूल हक 4 "कक नकद 4 
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भारत उसे दिली सग्माश्म, सभाए था सदन सम्पभ् दंगा शा। गाद मे मत हुरासा 
है“ ५ रु कक, रु जूक का कफ 
ठीक ने झा शुसहार बने सा था ग। 


४४ हरी ने साने हि इलसे उस बारिश मिक | विदा- 


वबियों को पे शिष्ापम हे सगगान ये हिए दिये शव थे 2 पया पुर धिला छीर मित्रों 
के आसान के हिए परत मे पाहइपनित लोहएई सकी दिये जाते ? 

हम गुजर से साग्मत सही 7 । साधागशनया गंणिस की पुस्लयी में नी ब्यावरारिक्र 
प्ग्न ही दिये जाते है । सही पी सेसा भव्य करना पडता ह कि फाहपनिक, अद्योब- 


शासित आए प्र्फ दर्द 


रु 


किया झात। गान आजिय कि हमें छमरों के शत फड पर 
प्रश्न देना है। सो अभ्यास के लिए हम ऐसा प्रग्स देते हे-- 

हइश् कमरा ४०० गन लम्बा, २णु० मत चाझा है. ... .! 

किन्तु ऐस प्रब्न बहुत कम क्ोते है। ऐसे सबखों पर हमारे पास और कोर उपाय 
नहीं होता । हम विद्यार्ची को उँसे स॑फों व 


और विपय कमरों के क्षेपफ झा चल रद्ाही। लो विवश होकर हमे इस प्रगेगर 
के अव्यावहारिक प्रग्न बनाने पड़ेंगे । परन्चु जब हम ऐसा प्रश्न 


का पारिश्रमिक १८ दीनार प्रति दिन है तो प्रब्न को व्यावहारिक बनाने के लिए हम 


के: परिगालन रह सश्यास साराना चाहने हे 


देते 6 कि पक कुली 


काम 


कुली के रथान पर किसी कोतबास्ड जथवा राजमन्ती का वेनन १८ दीनार प्रतिदिन 
दे सकते है । 


अतः हम यह मानते हैँ कि महावीर के उस 
१८ दीनार प्रति दिन है तो वह दीनार तोंथे का दी गा। ढिन्‍्तु इस स्वीकारोबित 
से भी हमारे मत वी ही पृष्टि होती है। वस्तुओं वे: दाम घटते बढ़ते रहते हैं। यदि 
महावीर के समय (९वीं शतादवदी) में एक कुछी का पारिश्रमिक १८ दीनार प्रति दिन 
था तो उससे कई शताब्दी पहले ही पारिश्षसिक की दर १३ या १दीनार रही होगी । 
हम यह मानने को तैयार हें कि भक्षाली हस्तलिपि वाक्य दीनार तँग्रे का रहा 
होगा। तब इस तथ्य से अवश्य ही यह निष्कर्ष निकछता है कि मक्षाली का समय 
महावीर के समय से कई शताब्दी पहले रहा होगा वयोंकि महावीर के समय में कुलियों 
का पारिश्रमिक १४ या २ दीनार नहों, १८ दीनार था। २ दीनार से १८ दीनार 
तक पहुँचने में स्वभावत: कई झताब्दियाँ छग गयी होंगी । इस प्रकार डा० के स्वयं 
बपने तर्को के जाल में फेंस गये हें || 


प्रब्न में यदि किसी काली का वेतन 


* डा० के ने स्वयं यही वात अपने कथन की पादटिप्पणी सें फही है । 


१६६ गणित का इतिहास 


अब डा० के की कुछ और उक्नियो पर विचार कीजिए ! 

भक्षाल्ी 7 ६ ६९ 

वर्ग मूल नियम का हिन्दुओ ने १६ वी शताब्दी तक प्रयोग नहीं शिया था। 
इतना ही नही, उन्हें उसका पता भी नहीं था।” 

मक्षाली 7 ६ १२० 

“हस्तलिए में करणियों हे! विक्ट मान निकालने का तियम दिया हुआ हैं जो 
भारतीय नहीं है। विधि इस नियम 

पान ० हो 
करके +क्‍+रक्ष 

से तिरूपित होती है और इस विधा (70०९5) को और आगे बढ़ाते से विकिट्तर 
मान निकाले जा सकते है । तत्सम्बन्धी सूत्र तीन स्थानों पर दिया हुआ है और 
और द्वितीय निकट मानो के कई उदाहरण दिये गये है ) बल्कि यो कहना चाहिएँ कि 
बे मूल विधि को इ ति के विपयो में प्रमुख स्थान दिया गया है। इस (विवि) वी 
इतिहास हम मली मांति जानते है। (देखिए $ ६९) | उक्त विधि हैँ रॉ (प्रथण) 
के समय से वहुत सी पश्चिमी कृत्तियाँ में दी गयी है, किन्तु भारत में १९ वी एवासी 
से पहले किसी ग्रन्थ में नही दी गयी । सच पूछिए तो इसका भारतीय क तियों में, अक्षाली 
हंस्तलिपि को छोडकर, सबसे पहला उल्लेख मुझे १६ वी दाताब्दी में ही मिला है।" 

मक्षाल्ी ॥ ६ १३४ 

“प्रमाण तो नही,रिग्तु कई अन्य सकेत हेस्त॒डिपि व रचना काल वे विषय मे पा 
सामग्री में ही मिलते हैं । यदि घर्ग मूल नियम, जिसवा उल्लेख हम वर चुढे 
आय भट्ट बे! समय से किसी भी भारतीय हति में मिलता तो हस्तक्तिपि में उत्ते दिये 
जाने से कोई आश्चयं न होता। किन्तु मारतीय पुस्तक में उस नियम बहुत पोए 
के रामय में आया है। अते मक्षाली हस्तठिपि में उसवा प्रादुर्माव प्रत्यक्ष पश्चिमी 
प्रभाव, सम्भवत मुस्लिम प्रमाव, बे बारण हुआ है ।” 

डा० मे जा घाट सा मन गइन्त बाते लिय सकते है ! उनकी कलम रोववे वा्ी 
कोई नही है। उिन्‍्तु तथ्य बुछ और ही है। रोडे (२07८) गा मत है 
कि उक्त नियम घुल्व सुत्रों में दिया हुआ है जिनमे से सवसे पुराने वा रचती वाह 
<०० ६० पु० बे शगमग है ।' उक्त नियम से उसके रक्षविताओ ने ३/3 बा पवह 
मरी चलतुर्घ सप्निव्िटन निशादा था-- 


3. है. रिएवल 50506 मार धा०्प॑द 0" २कुछाएच्पराभातरा रैंठ सरिधएत 


बीजगणित १६७ 


उपसंहार 
(१) डा० के ने जिस अध्यवसाय और छूगन से भक्षाल्ली हस्तलिपि का सम्पादन 


किया है, वह प्रशंसनीय है। उन्होंने गवेपकों के लिए इस दिया में पर्याप्त सामग्री 


पस्थित कर दी हैं। किन्तु उसके रचना काल के सम्बन्ध में जितने निष्कर्प निकाले 
हैं, प्रायः सव गलत हैं । 


त्ध 


(२) हस्तलिपि के रचना काल के सम्बन्ध में गणित के प्रमुख इतिहासन बुहलर'*, 

कंप्टरों और कजोरी ((2००9]००४)* सब डा० होनेल से इस वात में सहमत हैं कि हस्त- 

लिपि का रचना कार ई० की प्रारम्भिक शताब्दियाँ हें। डा० दत्त का भी यही मत है 
हम डा० दत्त के निष्कर्प का समर्थन करते हूँ । 


(३) डा० के ने यह भी सिद्ध करने का प्रयत्न किया है कि भक्षाली हस्तलिपि 
विदेशी गणित से प्रभावित थी । विस्तार की आशंका से हम उक्त प्रइन पर गहरे में 
नहीं जाना चाहते | ज़िन पाठकों को इस विपय में रुचि हो, डा० दत्त का उपरिलिखित 
लेख पढ़ सकते हैं। वहाँ उन्होंने अकाट्य प्रमाणों द्वारा यह सिद्ध किया है कि भक्षाली 
गणित की उपज सोलह आने इसी देण में हुई थी । डा० के को स्वयं भी अपने तर्को पर 
पूर्ण विदवास नहीं है क्योंकि वह मक्षाल्ली ] के $ १२१ में छिखते हैं कि--- 

“किन्तु निस्सन्देह पश्चिमी प्रमाव के प्रमाणों का यह अर्थ नहीं हैं कि कृति भारतीय 
नहीं है। वह उतनी ही भारतीय है जितनी उस काल की कोई अन्य गणितीय कृति । 
उममें हिन्दू पुराणों और हिन्दू देवताओं के अभिदेश हैं और सापा भी एक प्रकार 
से भारतीय ही है। लिपि भी उत्तरी भारत की प्राचीन लिपि की एक शाखा ही है 


स्वा65, (0ग76 वैगा5$ 4. [मर्वठ ब्रा।हलंप्रापलाहई ४ ६ ०गवृपट(९ ते! 
4ल्यथाताल!, छत, 50८. ४३फ्, १. छक्या्० एगा (7879) 77. 98-70; 


# 5घा 65 र्दी0त25 १479ए०फॉंफ्राब्रपिता लील्ट 6४ गारंटाड,, इजित 
77. 7 59-67. 


3. फातीशा एवगॉ००ष्टाशओए 9. 82. 
2. 05 लएंगापल तवैढा ०४, । 9. 598. 
३. क्‍्च्ाणाए ० /०ग. 2फर्त ८त. (-805६09 ) 7922 9. 85. 


श्ध्ट गणित का इतिहास 


उपस्थापन का रूप भी मारतीय है। और अधिकाश उदाहरणों वी विषय वस्तु मी 
भारतीय है।” 

इस प्रकार डा० के ने स्वय ही अपने तरकों पर पानी फेर दिया है। जाए वह हैजो 
प्रिर पर चइबर बोले । 


( ड़ ) म्रु०० से १००० इं० तक 


जहां तक वीजगणित का सम्बन्ध है, चीन में ५०० और १००० ई० के बीच मे 
दो तीन ही गणितज्ञ हुए हैं जिनका नाम लिया जा सवे । पौचवी झताह्ली तो भरे 
कोरी ही रही । छठी शताब्दी मे पहलछा नाम चाँग बयू काइन का आता हैं। इसी 
जीवन काल ५७५ ई० के आस पास था। इसने तीन भागों में अक्गणित दिजा हैजो 
अभी तक उपलब्ध है। पुस्तक मे अक्गणितीय विषयों के अतिरिक्त समात्तर शड 
(शैतप्रप्राटप्व्यों ?270276590०7) और अनिर्णीत एक्घात समीकरणों कीं भी 
विवेचन क्या गया है। 

सातवी शताब्दी में एक गणितज्ञ वाग स्थाओ तुग हुआ है जिसका जीवन 500 
६२५ ई० के लगरमग माना जाता है। उसका प्रिय विषय तिथिपत्र ( ट्कगक, 
था जिसमे उसने दक्षता प्राप्त कर ली थी । उस की प्रसिद्ध पुस्तक चि हू स्वात 
है। पुस्तक में मापिकी पर बीस प्रश्न दिये गये हे जिनमे से कुछ में घत समीकरय 
प्राप्त होते है । इस प्रकार कह सकते है कि वाग स्याओ तु पहला चीनी गर्थित्ग ह 
जिसने घन समीक् रणो पर छेखनी उठायी। न 

आठवी झताजदी में चीन का गणितीय कार्य नगष्प रहा । एक गणित मर 
सिंग अवश्य हुआ जिसने ७२७ ई० में एक नया तिथिपत्र बनाया, जिसकी नाम ताई 
येन तिथिपत्र है। सन्‌ ९२५ के आस पास ज्यौतिष पर एक अन्य पुस्तक प्रवा्िक 
हुई, जिसका नाम काइ-यू-आन चान क्यि या। रिन्‍्तु उक्त दोनों पुस्तकों में वियि* 
पत्र के अतिरिक्त और काई गणितीय विषय नही दिये गये थे । 

जिस समय का हम उल्लेख कर रहे है, उस समय चीन का ग्रणित जापान की पे 

वित करने ठया था। ६७० ई० के छगमग अक्गणित वे एक स्कूल की स्थापनों हैं 
और साथ ही साथ जापान में चीन की माप पद्धति को अपना लिया गया | इसके अति> 
रिक्त एक वेधशाला स्थापित हुई और ७०१ ई० में अध्यापन की विश्वविद्या्त 
पद्धति चालू हो गयी। विद्याथियो के लिए निम्नलिखित ९ चौनी प्रत्थ निर्धारित 
क्ये गये-- 


5 ६४३३६ २३ है 


१. चौ-पई स्वान-किंग > 
» सून-ज्ञी स्वान-किंग 
- ल्यू-चाँग 
« सान-कई चुंग-चा 
« बू-त्साओ स्वान-शू 
« हई-तौ स्वान-शू 
८. क्यू-चंग 
९. क्यू-शू 


नी बा #& पण ० 


अब इनमें से तीसरे, चौथे और सातवें ग्रन्थ अप्राप्य हें । इन ग्रन्थों ने शताव्दियों 
तक जापानी गणित पर अपनी छाप डाली है । 
तत्कालीन जापानी गणितज्नों में एक ही और नाम उल्लेखनीय है--तैनजिन । 
इसका जीवन काकू ८९० ई० के आस पास था। इसका मौलिक नाम मिचीजेन था । 
यह एक अध्यापक और सामन्‍्त था। विज्ञान और साहित्य के क्षेत्रों में इसकी ख्याति 
इतनी फैली कि इसके देहान्त के पश्चात्‌ जनता ने इसका नाम तेनज़िन रख दिया। 
जापानी भाषा में इस शब्द का अर्थ होता है 'दैवी पुरुष! । 


सारत 


आयेभद्र 


हम ऊपर लिख आये हैँ कि ५० ०-१००० ई० तक भारत में अनेक गणितज्ञ 
हुए हूं। उनमें प्रमुख नाम आर्यमट्ट का है। आयंभद्ठ के अंकगणितीय कार्य का उल्लेख 
हम पिछले अध्याय में कर चुके हैं । उनके बीजगणितीय कार्य के कुछ नमूने हम यहाँ 
देते है । 
(१) आर्य मटीयं का २४ वाँ इलोक इस प्रकार है --- 
द्िकृतिगुणात्‌ संवर्गाद्‌ दृचन्तरवर्गेण संयुतान्मूलम्‌ । 
अन्तरयुक्‍त हीने तद्गुणकारद्रयं दलितम्‌ ॥२४॥। 
अर्थू--दो राशियों के गुणनफल् के चौगुने में उनके अन्तर का वर्ग जोट़कर वर्ग मूछ 


छेने पर राशियों का अन्तर जोड़ अथवा घटाकर दो से भाग देने से उक्त राशियां 
प्रात्त हो जानी हैं । 


(१ 


१७० सणित वा इतिहास 
आधश्ुनिय सवेतलिपि में हम उतत सूत्र को इस प्रगार दिजेंगे ८ 
$ (डिंक्स 4 (2) जे (क-ख)_.. न जेयवो गत 
(६) आपंमदटीय का २३ वा शठाव इस प्रतार है -- 
सपरेस्य हि वर्गादियोवेयदव वर्गसपत्रम्‌ू । 
यततस्य भवत्य्ध॑ विद्यादगुणवास्सवर्गम ॥२३॥। 
अथ--राशिया वे जोड़ वे वर्ग जोर वर्गों वे जोड़ वे अन्तर वो दा से भाग दे 
से (दो-दो राशियों के) गुणतफठा का योग ग्राप्त होता है। 
आधुनिक सरेतलिपि में यह सूत्र इस प्रदार छिखा जायगा-- 
(प खे गई )'- (कर -ख गन 
२ 
स्पष्ट है दि यह सूत्र इस वीजगणिवीय सूत्र का विस्तार है-- 
(व -स)-(क+स 8) खा, ह 
२ 
अर्थात्‌. (क>ख) लक ख- रब्स। 
आर्य मटीय के बीजगणितीय भाग का प्रमुख प्रकरण श्रेढ्व व्यवहार (07087 
70) है। हम यहाँ उक्त ग्रन्थ के तत्सवन्धी सूत देते है । 
(३) आर्यमटीय का १९ वा इलोइ-- 
इंध्ट व्येक दलित सपूर्वमुतरगुण समुखमब्यम्‌ । 
इष्टयुगितमिप्टथघन त्वथवाद्यान्त पदार्घटतम्‌ ॥१९॥ 


कक ) ब््बस वा 





कक ४ शक बा चर 
इल्ोक के प्रयम भाग वा अर्थ--पदो की सख्या मे से १ घढाकर झोप वा पे 
से गुणा करो । गुगनफ़ल में प्रथम पद जोड़ने से अस्तिम पद भ्राप्त होगा । 
मान छो कि हमारी समान्‍्तर श्रेटी यह है-- 


४, ७, १०, र३, १९ पदों तक । 
इस श्रेद्दी में, 

आदि' अयात्‌ प्रथम पइच ४ 

“चय अर्थात्‌ सावन्तिर 5 ३ 


“गच्छ' अर्थात्‌ पद की सस्या "5 १९ 
अवएब उपयुक्त सूच्र से 
अस्यवन' अर्थात्‌ अन्तिम पद (१९-२१) 2 ३+ नल ५८ । 


प्र छी१।5007 «है पह 


अतः हमारी स्मान्तर श्रेढ्वी यह हो गयी 


४, ७, १०, १३,, .... .. - ५७, ५८५ 


घ्वाना डक 


टोक के मध्य भाग का अर्थ--अस्त्वन' में आदि जोड़कर आधा करने से 
मध्ययन प्राप्त होगा । 
ऊपर दिये हुए उदाहरण में 


५८-५४ 
मब्यबन रू 





सत्य? 

स्पष्ट है कि यह संख्या श्रद्दो वा मब्य पद अर्थात्‌ दसबां पद है। किन्तु मध्यबन 
का अस्तित्व मध्य पद पर आश्िित नहीं है। यदि श्रेढ्दी के पदों की संख्या विषम हो तो 
सब्य पद और मध्यथन एक ही होंगे । परन्तु यदि पदों की संस्या सम हो तो श्रेढ़ी में कोई 
मब्यपद होगा ही नहीं । श्रेढ़ी 

२, ५, ८, ११, ....... . -*२ पदों तक 

में कोई मध्य पद नहीं है। किन्तु ऊपर दिये हुए सूत्र से 

अन्त्यवन ८5 २१.३+४श +5 ६५ 


और मध्यथन>- +* > ब्द केटे 


5 


] 


नल 


श्रेढ्दी का दसवां पद ३२ है और ग्यारहवाँ ३५ और मध्यधन इन दोनों का मध्यक्र 
(८५0) है। 


इलोक के अन्तिम भाग का अर्थ---मध्यधन को गच्छ' से गुणा करने से सर्वेबन 
भाप्त होगा ) 


इस प्रकार उपरिलिखित श्रेढ़े का सर्वेवन अर्थात्‌ पदों का योग 


न्‍|न देबेइ८२२ तन छर३े७ । 
मान लीजिए कि किसी श्रेढ़ी में 
आदि “5 आ, तय +“5 च, 
मध्यधन 5 म, सर्ववन -5 स, 
अंत्यधन +-+ अं, गच्छ जचग । है 


तो उपरिलिखित सूत्र इस प्रकार लिखे जायेंगे-- 
' (ग- १ ) च--आा, 
__ अं+आ __ (ग-१) च-+२ आ. 
आओ ििओ 


श्ज्र गणित का इतिहास 


स त्पह रा 5 पु िल)चफर आठ) (5) 


यह मूत्र श्रेढ्दी धित के आधुनिक सूचा से अभिन्न है। 
(४) आरयेमदीय का २० वा इछोक --- 
गच्छोष्प्टात्तरगुणिताददिगुणायुत्तरविशेषवगयुतात्‌ ! 
मूल दिगुणादून स्वोत्तरमाजित सख्यार्धमू ॥२०॥ 
इस इलोक में गच्छ निकालने की विधि दी गयी है। अथे इस प्रकार है-- 
सर्वधन को ८ से गुणा करके गुणनफल को चय से गुणा करी । आदि की दिंगुणित 
करके उसम से चय घटा दी और शेष का वर्ग करो । इस वर्ग को उपर्युक्त शुगतफर्ट है 
जोडकर वर्ग मूल निकाल । वर्ग मूल में से द्ियुणित आदि घटा वर शोष को चय से 
भाग दा। मजनफल में १ जोड कर योग को आधा करने से गच्छ प्राप्त होगा । 
साकेतिक भाषा में हम यह सूच इस प्रकार छिखेंगे | 
>> 
च् 
यह सूत्र मी आधुनिक श्रेढी गणित के सूत्र से पूरा पूरा मेल खाता है ! 
(५) आय॑भट्ट ने श्रेढ़ी व्यवहार के अन्तर्गत कुछ अन्य सूत्र भी दिय है जो आई 
निक गणित में मी इसी प्रकरण के साथ दिये जाते हूँ । 
मान लीजिए कि किसी समान्तर श्रेढ़ी भ 


आ हःचेलन रे 
तो यह श्रेढ़ी प्राप्त होगी-- 
१+३+३+४+ गे पदा तक । (क्ष) 


आधुनिक पारिमापिक शब्दो में इस श्रेद्दी के योग को ग प्राकृतिक सरूयाओं की 
याग बहते हूँ । 
ऊपर (३) म दिये हुये मृत्र स इस श्रेढ़ी का सर्वधन 
भ, -- नह +- (ब) 
आयमटीय में यह सूत्र स्पष्ट रूप से नही दिया गया है। विन्‍्तु यह अतस्तः बर 
कि आयमद्ट छा मह सूत्र ज्ञात नु रहा ही। इसका एव वारण तो यह है हि यई प्र 
कोई नया नही है. (३) में दिये गये सूत्र (क्र) का ही विशिष्ट रूप है। हसरा काएए 


चाजयाणत जज 


है कि आय मट्ट ने इसी सूत्र के पदों में अन्य सूत्र दिये हें जैसा कि निम्नलिखित से 
अस्ट हो जायगा । 
संख्याओं (क्ष) को संकलित' अथवा 'चिति' कहते हैं । अतएव हम सूत्र (त्र) 
को इस प्रकार लिख सकते हैं -- 
$ ग् 
चिति ग अयवा संकलित ग॒ +< दा (ग+-१). 
आधुनिक संकेतलिपि में इसी सूत्र को इस प्रकार लिखेंगे--- 
ञ ग 
०» ग> “द ग+१)- 


अब मान लो कि हम १ से छेकर ग तक इन चितियों का संकलून करें । तो यह्‌ 
अऔगी (8606७) प्राप्त होगी-- 
१+(१+२)+(१+२+-३)+(१६+१२+३+४)+- « - « 
न ( १-+२+ ्ल्पार्गे ) पु 
आयंभद्ठ ने इस श्रेणी के योग का नाम चितिवन' रखा है। 
आयंभटीय॑ के २१ वें इलोक में इस श्रेणी के योग का सूत्र दिया हुआ है--- 
एकोत्तराचूपतचितेर्ग च्छाद्यको त्तरत्रिसंव्गं: । 
पड्मक्तस्स चितिघनस्सैकपदधनों विमूलो वा ॥२१॥ 
भावार्थ---गच्छ को प्रथम राशि मानों । 
गच्छ में १ जोड़ी । यह दूसरी राशि हुई । 
दूसरी राशि में १ जोड़ो । यह तीसरी राशि हुई । 
तीनों राशियों के गुणनफलछ को ६ से भाग देने से श्रेणी का योग प्राप्त होगा । 
अथवा, दूसरी राशि के घनफल में से दूसरी राशि घटाकर ६ से भाग देने से 
वितिघन प्राप्त होगा । 
अतः हमें हस्तगत है-- 
वितिघन--_ (ग१) (ग+२) __ (ग+१)--(ग+१) 


(६) आर्यभट्ट ने ग प्राकृतिक संख्याओं के वर्गों के योग को वर्ग चितिघन! और 
उनके घ॒नों के योग को 'घत चितिघन' कहा है । इनका मान निकालने के लिए आर्यमद 


कि 


ने २२ वाँ इलोक दिया है-- 


शै७४ गणित का इतिहास 
सैसगच्छदाना क्रपातृत्िश्वगितस्थ पथ्ठोंडक । 
वर्गचितिधतस्स मवेच्चितिव्गों घववितिधनश्व ॥२२॥ 

इठात के प्रयम माग वा अर्थे--गच्छ को प्रथम राशि मानो । गउ में १ जोड़े 
यह दूगरी राशि हुई। उगुने गच्छ में १ जाडो। यह तौसरो राशि हुई। तीनों राशि 
ने गुणनफड को ६ से मांग दने से वर्ग चितिघन प्राप्त होगा। जत 


१२१५३: + गज. (ग+१) (२ ग+ १) 
६ 
इल्लोक के अन्तिम भाध का अर्थ---खिति का वर्ग घतचिति घन होता है। अवए 
ड् 
११५२९ ३; लि (7८१) ] 7 
त्रह्मगुप्त 


श्रेढ़ियों पर ग्रह्मगुप्त का कार्य भी उल्लेखनीय है। इतना ही नहीं , बह्मपुप्त गे 
सूत्र अधिक स्पष्ट भाषा में दिये हे । हम यहाँ ब्राह्मस्फुट सिद्धान्त के तत्मम्बन्धी झ्कोक 
देते हैँ । 
(3) लोक १७-- 
पवमेकह्ीनमुत्त रमुणित संवुक्तमादिनाअन्त्यथनम्‌ । 
आदियुतान्यघनाव मध्ययन पदगुण गणितम्‌ ॥१७॥ 
इस इलोक से समान्तर श्रेढ़ी के स्वंधन का वही सूत्र निकछता है जो आयेगट 
कय सूत्र (ऋ) है। 
(४) इठोका १८-- 
उत्तरहीनद्विगुगादिशेयवर्ग धनोत्त राष्टवर्धे । 
अक्षिष्य पद झोवोन द्विगुगोत्तरहत गरच्छ ॥१८॥ 
इस इलोक से भच्छ निवालतने के डिए यह सूत प्र/प्त होता है--- 
ये -(र आ-च) कफ टच -(३ आ-च) 
श्चे 
यह मूत्र आयंमरट्ट के २० थे इठाक के सूत से अभिन्न है। 
(४४) इछोक १९-- है 
एकोत्तरमेकाद्य यदीप्टगच्छत्य मवति सद्भुछितम्‌ 4 
तदद्ियुतगच्छगुणित त्रिहृत सद्भुलितिसाड्भूलितम्‌ ॥१९॥ 


रे ण्‌ 
बीजगणित श्छ्५्‌ 


है 
ली मे तो संकलित गे का ही सच निकला है 
टूस इलोहः के पहले भाग से सो संवेशलित गे का का सूच नकद: इनाह 
ग[ग -२ 
5 50 22222“ 
ते, ट्र 


द्विगुणपदसैकगृणित तत्‌ त्रिहत॑ मबति वर्गसद्ूलितम्‌ । 
घनसछझूलितं तत्कृतिरेपां समगोलूकश्चितय: ॥2०॥। 


इस इलोक से वही सूत्र प्राप्त होता है जो आायेभट्ट (६) में दिया गया है। 


महावीर 


महावीर के गणित सार संग्रह के ५ वें अध्याय का शीर्पक 'भिश्रवक व्यवहार' है । 
उक्त अध्याय का अन्तिम भाग “श्रेढ़ीबद्ध संकलित! ($प्रागरा)970०॥ ०0 $0705) 
है। उक्त भाग में महावीर ने समान्तर श्रेढ़ी, प्रक्ृतिक संख्याओं, उनके वर्गों और 
घनों के योग तो दिये ही हें। इनके अतिरिक्त गुषोत्तर श्रेढ़ी (9००ागाव्पांत्शे 
श०ट्टा८5आं००) का प्रकरण भी दिया है । इसी विपय के कुछ सूत्र परिकर्म 
व्यवहार नामक अध्याय के 'संकलितम्‌' शीर्पक के अन्तर्गत सी दिये गये हैं ॥ साथ 
ही कुछ वहुत ही रोचक प्रइन दिये है । अन्त में दो एक नियम छन्द-श्ास्त्र (2705009) 
की मात्राओं की संख्या पर भी दिये हैं । हम यहाँ महावीर की कृतियों के कुछ नमूने 
देते हू। 
(१) श्रेणियों के संकलन से पूर्व महावीर ने एक प्रकरण विचित्र कुट्टीकार' 
दिया है जिसका इलोक २८५९ इस प्रकार है--- 
परिधिशरा अष्टादश तूणीरस्था: शराः के स्युः। . * 
गणितज्ञ यदि विचित्रे कुट्टीकारे श्रमो5स्ति ते कथय ॥।२८९॥। 
इलोक का शव्दार्थ न देकर हम उसका आशय जाधुनिक परिभाषा में देते हैं । - 
यदि एक वृत्त दिया हो तो उसके चारों ओर हम ६ समान वृत्त ऐसे खींच सकते 
हें जिनमें से प्रत्येक अपने प्रतिवेशी दोनों वृत्तों को छेए और केन्द्रीय वृत्त को भी छए । 


१७६ गणित का इतिहास 


इसी प्रकार इन ६ वृत्ता वे घारो ओर ऐमे ही १२ बृत्त सीचे जा सकते हूँ! इत (२ 
बूत्तो के चारो ओर इसी प्रकार वे १८ वृत्त सीचना सम्मव है। 
अत पहले चक्र में ६ वृत्त, दूसरे मे १२ वृत्त, तीयरे में १८ वृत्त हुएं, 
इसी प्रवार, प वे चक्र में ६ प वृत्त सम्भव हागे। स्पष्ट है कि प चढ्री मे वृत्तों को 
पूर्ण सख्या 


ज+१४१०८६+ २०८ ६+ ३२८६+ +प>८६ 
*«१+६ (१५ २+३+ + १)5१+६ धर 
व्+१+ रे प(प+१) 


अब भइन यह है कि यदि किसी चक्र वे वाह्म वृत्तो की संस्या दी हो तो समन 
बृत्तो वी सख्या कया होगी-- 
यदि दी हुई सख्या स है तो सत६ प 


अत वृत्तों की पूर्ण सख्याज १+ ३ स्नक +॑ !) 


उपरिलिखित इलोक में यह सूत्र इस रूप में दियां गया है--- 
(स+३) रे 
श्र 
(२) परिकर्म व्यवहार श्लोक ९५-- 
गुणसद्भूलितान्त्यधन विगतैक्पदस्य गुणघन मवति । 
तद्गुणयुण मुखोन व्येकोत्तमाजित सारम्‌॥९५॥ 
इस इलोक में गुणोत्तर श्रेढ़ी का योग निकालने का सूत्र दिया गया है ! 
गुण-सार्व अनुपात (णणशग०ा 730०) 
अन्त्थघन 5 अन्तिम पद 
उक्त सूत्र से ग पदों का योग 
अन्ययघन> गुण-आदि 
मान छीजिए कि किसी गुणो्तर श्रेढ़ी में 
गुणज-त, आदिल्‍च्आ, 
सदन न १२८न--आ_ आ (न"--१) 
न--१ न-१ 
यह मूत्र गुणोत्तर श्रेढी के योग के आधुनिक सूत्र से अमिन्न है । 


सन 


त्तो 


बीजगणित १७७ 


उदाहरण--एवा व्यवित एक सगर से दो मोहर प्राप्त करता है। वहे नगर 


नगर घुमता है और प्रत्येक नगर में उसे पिछसे नगर से तिगुनी मोहरें मिलती हूं 


बनाओ कि शाटवें नगर में उस कितनी मोहरों की प्राप्ति होगी । 


अननानननक, 


( रे ) परिकर्म व्यवहार घ्लोक १०६ 


असकृझेक मुसहतविन सेनोझदुत भवेत्त चबः । 
ब्येकगुणगुणितगणित निरेकपदमात्रगुणवधाप्तं प्रभचः ॥१० श॥ 
इस बलोक के पहले भाग में गुण निकालने की विधि दी गयी है, यदि श्षेद्वी का योग, 

आदि और गच्छ' दिये हों। 

भावार्थ--योग को आदि से माग देकर भमजनफल में से १ घटाओ। किसी जांच 
भाजक से जेप को भाग दो । भजनफल में से एक घटाकर फिर उसी जाँच भाजक से 
भाग दो। इसी प्रकार वार वार करते जाओ। यदि अन्त में मजनफल १ आ जाय तो 
जांच भमाजक ही गुण का मान होगा। अन्यथा किसी और जाँच माजक से आरंभ करो । 


डदाहरण--किसी गुणोत्तर श्रेढ़ी का आदि ३, गच्छ 


, और योग ४०९५० है । 
गण उपलब्ध करो | 


४०१९५ को ३ से भाग देने से समजनफलऊू १३६५० आता है । 
मजनफल में से १ घटाने पर १३६४ प्राप्त होते है । 


यतः ४ से १३६४ भाज्य है, अतः हम ४ को जाँच भाजक मानकर आगे चलते 


है। शेप विधा इस प्रकार होगी--- 
श्््द४ढ 
“म्ञा * ३४१; 
३४ १--१७-३४०; 
झेड० 
९ 30030 
८५--१८६८४; 
८४ 
ब्त् नत्२१; 
२१-- १८८२०; 
र्‌० 
पड 


श्र 


श्ज्ट गणित का इतिहाय 


संत ४ ही गुण का मान हुआ । 
यह विवि इस सिद्धान्त पर आधृत है-- 





आ (न) आज 
मर न-१ 
ना-१_| . वजन 
न-१ म-१ 
नानक - तन 
न-१ न 


शेप क्रिया इस व्यजक (£६9705507.) से स्पप्ट हो जाती है। 

इल्छव के दूसरे माग में आदि! निकालने वी विधि दी गयी है, यदि श्रेढ़ी का 
योग , 'गच्छ और “गुण” दिये हा । 

भावार्थ--गरूण में से एक घटाकर झोप से योग को गुणा करो । गुण का 
गच्छवों घात लकर उसम से एक घटा दो। इस झोप से पिछटे ग्रणनफल को भाग दी 
तो आदि प्राप्त हा जायगा ! 

उस त्रिया में यह सिद्धान्त निहिल है-- 

आ (न हा १), (न-१) 5"आ (न"-१) 


जा (न-१) 
ना 
(४) यदि 'गुण', योग' और आदि दिये हो ता 'गच्छ' निकालने के लिए परिकर्म 
व्यवहार में इछाक १०३ दिया गया है-- 
एकोनगुणाम्यस्त प्रशवहुत रूपसयुत जित्तम्‌ | 
यावस्कृत्तों भक्त गुणन तद्वारसम्मितिगचछ ॥१०३झ॥ 
आवाथ--गुण म॑ से ह धटावर झेष स योग को गुणा करा । गृणनफ्ल को 
आदि स माग देकर है जोडा। इस अन्तिम फ्छ को वार बार गुण से भाय दो। देसा 
किगुण उसमें क्तिनी वार जाता है। उक्त सस्या ही गच्छ का मान होगी । 


'आ। 


१८० ग्रणित का इतिहास 


इस प्रकार की सरचनाओं ($8प्र८/एा८5) में सबसे ऊपर के परत्त में सबसे 
कम ईटें हाती हैं और प्रत्येक निचछे परत की लम्बाई अथवा चौडाई में एक ईंट बढती 
जाती है। यदि सबसे ऊपर के परत में ईंटो की सब्या 'भा' हो और मरतो की सत्य 
'स', तो उपरिलिखित इछाक का भावार्थ सक्ेतिक मापा में इस प्रकार छिसा 
जायगा--- 


ठट। की सझ्या 


१, स+ आ 367 (सं १) 
रे २ 


बगृदाद 
अलख्वा रिज्मी 
वगदाद क तत्कालीन गणितज्ञों में अछरवा रिजमी सबसे प्रसिद्ध हुआ है। इसका 
अली नाम अबू अबदुल्ला था। यह स्वारिज्ष्म प्रदेश का रहने वाला था। इसलिए 
इसका नाम मुहम्मद इंब्नमूसा अलछझवा रिज्मी पडा! इसका जीवन काल ८१५ ई० 
के आस पास था। यह धगदाद के राजा अलमामून के दरवारिया मे से था। इसी 
अकगणित पर एक पुस्तक लिखी, जिसमें “हिन्दू सह्यान पद्धति' का विवेचत किया ! 
मौलिम' अरबी पुस्तक तो अब अश्राप्य है। विन्तु उसका अनुवाद चेस्टर के टॉबर्द 
(7०5८८ ० 0॥6४८०) अथवा बाघ के एडीलार्ड (40०४: ०6 820) नें 
लॉटिन मे किया था, जो अब भी प्राप्य है। उक्त अनुजाद का नाम अलगोरिषमी 
डी. न्यूमैरो इण्डोरम (#8णरफया तेल घरणाट० व््॑तत्फा), था। इसी 
नाम से अग्रेंज़ी शब्द अलयोरिथमस, अलगोरिथ्म और अलगोरिज्म (28078 
गाए #8०70॥7 48०75) निवले हे । 
अलख्वा रिय्मी ने ज्योतिष घर कई पुस्तकें लिखी । किन्तु उसकी सबसे प्रसिद्ध 
पुस्तक बीजगणित पर थी, जिसका नाम इल्म-अछ जब्र बल मुकाबला था। इस 
पुस्तक का उल्लेख हम इस अध्याय के आरम में कर चुके है । कुछ लीग इस नाम वा 
अनुवाद छधुक्रण (7२८त१७८ध०॥) और निरसन (0०7८८]३४०४) करे हैं! 
कुछ अन्य अनुवादकों ने इसका अर्थ पुन स्थापन (२८-०एण४०॥) और समीकरण 
(£4७०४०७) मी दिया है। किन्तु इसमें तनिक भी सदेह नहीं कि उक्त पुस्तक 
के छॉटिन अनुवादों स॑ ही शब्द अलजब्र यूराप में पहुँचा। और उसी से आधुतित 
आब्द दुल्जब्रा बना । उप्नीसवी शती के मध्य तक इस शब्द से केवठ समीवरण 
विज्ञान का वोध हाता था । किन्तु पिछडे सी वर में उका शब्द समस्त बीजगंधित 
विज्ञान का पर्याय बन साया है । 


चजगाणत 5300 
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चित्र ३४--अलखवा रिक्‍्मी की पुस्तक का प्रथम पृष्ठ । 


[जिन ऐंण्ड कम्पनी की अनुज्ञा से, डेविड यूजीन स्मिथ कृत “हिस्द्री मेंटिक्स 
से प्रत्युवादित 


हम एक पिछले अध्याय में वहाउद्दीन के खुलासतुरू हिसाव का उल्लेख कर 


८२ गणित का इतिहात 


के हैं ॥ उक्त पुस्तक में लेखक ने अलस्वा रिफ्मी के ग्रन्य के नाम का वहुत मुस्दर 
स्ठेषण किया है। वह लिखते हें-- 

“किसो समीकरण के जिस पन्न में ऋण विद्ध लूगा हो, उसे बड़ा दो और उतता 
दुमरेप्ष में जोड दो। इस क्रिया को अलजग्र बहते है। तब समयात (सि्ता०- 
7००७५) और समान पद्टो को काट दो। इस जिया को अलमुकावला बहते है ।” 

मान लोजिए कि इस प्रक्नार का समोक्व रण दिया है-- 
संत>२ फ + य->सय-फ ! 
अलजब् से इस समीकरण का यह रूप हो जायगा-- 
खब-+२ फ -फ +* य-खय 
और तब अलमुकाबला से हमे प्राप्य होगा-- 
३फल्य। 
अलख्वा रिश्मी के ग्रन्थ का सबसे प्रसिद्ध अग्रेजी अनुवाद यह है-- 
7., 0, एमफुफछांक, रिकथए ० एप्काल$ पाप प्रयाग 
' शैह072 ०६ गँ-.90एखघराए, पिटछ ैंकौ, 755. 
या रोजेन (7२०0४८४) ने भी एक अग्रेज़ी अनुवाइ १८३१ में छूदन में प्रशागित 
ग्र्या। 
यूकिलड ने अपने ग्रन्थ एँलोमेन्ट्स में इस प्रवार दे समीकरणा का अध्ययन किया है, 
य-कय रच का । 
यूकिलड से इस प्रकार के समोकरणो का एक हल निकाला था। अलख्वारिज्पी 
'छ द्विबात समीकरणों के दोनों हल निकाले है । वह उक्त हलां को मूल ही कहता 
द्रैसा कि आधुनिब गणित में कहा जाता है ।॥ उसने निम्नलिखित समीकरण 
य-रश्च्श्ण्य 
ता मूल ३ और ७ निकाले थे। उसकी विधि इस प्रकार को थी-- 
मान लीजिए कि हमारा समीकरण 
य+पयन्‍ फ 
तो एक वर्ग इस प्रकार का बनाइए जुँसा चित्र ३५ में दिया है। इस बर्ग मं 
दित भागा का क्षेत्रफल (य +पय) है । जतएवं यह क्षेत्रपत् दिये हुए समीकरण 
के समान होगा । समीकरण के बाम पक्ष को पूर्ण वर्ग बनाने के लिए उसम 


<4 +४६१६६ “६: ३ 


| कौनो के छाद्ित सर्ग जोड़े होंगे. मिनेदे से प्रसका का 
चारो का छेजकद मिलाझर जे पर दशी। राह 


(यइप) के फन्द्ूृप 

समीकरण के दक्षिण पक्ष का सूख लिशाल 
“बहू ब३-३ पे का मान निकाल खेता शा। 
र्‌ इस प्रदार थे का मान निल्ाल जाता था। 
नु दक्षिण पक्ष का वर्ग मूल निकालने मे वेद 
(या धनात्मक चिक्नू ही छिवा करता था। 
ताव इस प्रवार वह जअधिकांण समोकरणा का 
क ही मूल निकाछा करता था। उसने उपरि- जत ६०-अलस्पा रिज्सी के 
ग्रखित विधि झब्दों में इस प्रकार व्यवत की है सरूमोकरण का एक चर्ग । 

मलों की संस्या' को आधा करो । ऊब्ब ससया को उसी से गुणा करो । बकछ 

गे दक्षिण पक्ष में जोहकर योग का वर्ग मल निकाल लो । इस बर्ग मूल मे से मूक के 
या का आबा घटा दो । चप फट ही मूल का मान होगा । 

हम यह क्रिया समीकरण 





ये -- १० यरू३% 
पर लगाते है, जिसको उसने इसी प्रकार हल किया था। इस समीकरण में 'मूलों की 
या! १० है। इसे आधा करने से ५ प्राप्त हुए । ५ को ५ से गुणा करन पर हम 
२५ हस्तगत हुए । २५ को ३९ में जोड़ने से योगफल ६४ हुआ। ६४ का व झूछ 
आया। ८ में से ५घटाने से ३ प्राप्त हुए । यही य' का मान है । 
इस प्रसर में एक बात वड़ी अद्भुत दिखाई 3३ 
पड़ती है । अलझ्वा रिजमी ने 'मूलों की संख्या 
पद का प्रयोग किया है। उपरिलिखित व्याख्या 
से स्पप्ट है कि समीकरण 
य जप य न्‍"्5+ फ 
में 'मूलों की संख्या' से अलख्या रिज्मी का तात्पये 
प से था। आधुनिक गणित हमें बताता है कि ५ 
उक्त समीकरण के मूलों का जोड़ (--प) होता चित्र ३६-अलूख्वा रिज्मी के 
है। इससे यह निष्कर्प निकलता है. कि कदा- समीकरण का एक अन्य वर्ग। 
चित अलख्या रिज्मी को समीकरण सिद्धान्त का भी आभास मिल चुका था । 





हुटर४ गणित का इतिहात्त 


अलख्या रिज््मी ने उपरिलछिसित समीतरण को हल करने की एवं दूसरी 
विधि भी दी है। वह विधि भो ज्यामितीय ही है। पहले एक वर्ग इस प्रतार वा 
बनाइए जंसा चित्र ३६ में दिया हुआ है। इस वर्ग में अछादित भागा वा क्षेत्रपल 
(प'+पय) है। इस आहत वे एक वौने में ३ प का वर्ग जाड दते से एक पूर्ण वर्ग 
बन जाता है। इस प्रकार हमे समीवरण 

यज्प य+हप' ॑ दरपनफ 

प्राप्त हो गया। शेष क्रिया पहले की माँति है। 

हमने ऊपर इस समीकरण 

यकशशचत्श्ण्य 
का भी उल्ठेख किया है। यह समीव रण इस भ्रकार का है-- 
य+फपय 
अलख्वा रिश्मी इसे हल बरने की एक अन्य विधि देता है। हमें हस्तगत है 
फ न्‍ह पय+-यो नच्य (प--य) 
न (डेप) “-(इप-न्य) 
(३ प--य) है प--फ 

करत दैप-यर-३/इुप--फ। 
अतएद य+द्देप-$/दुपष -फ। 

इस विधि से हम उपरिल्तिखित समीकरण का हल इस प्रकार निकालेगे-- 

२१७१० य-य'च्य (१०-य) 

_२५-(५-य) ५ 
(५-य) *5२५- र२१चच४ 

अत पुलय कौ #थि 

अब यदि ४/४ का घनात्मक मान लिया जाय तो य का मान ३ प्राप्त होता है. 
और ऋणात्मक मान छेने से ७ हस्तगत होता है। 

अलख्वा रिज़्मी का कार्य गणित के इतिहास की दृष्टि से बडे महत्त्व का ड्द्‌ 
क्योकि उसीके द्वारा भारतीय सख्याको और बरवी बीजगणित का आविर्ाव यूरोप 
में हुआ। 


बीजगणित श्ट५ 
अन्य लेखक 


यों तो उस काल में अरब और ईरान में अनेक गणितज्न हुए हैं । किन्तु उनकी 
वशेप रुचि ज्यामिति और ज्यौतिप में रही है । उनमें से प्रमुख व्यक्तियों का उल्लेख 
था स्थान किया जायगा । केवल दो चार गणितज हुए है, जिन्होंने बीजगणित में 
भी रुचि दिखायी है। 

अबू हनीफ़ अछ दीनावरी ने कुछ पुस्तकें बीजगणित, हिन्दू आगणन विधियों 
और ज्यौतिप पर लिखी थीं। उसकी मृत्यु ८९५ ई० में हुई । उसका अधिकांश 
जीवन दीनावर में वीता, जो उसका जन्म स्थान था। उसका पूरा नाम अहमद इब्न 
दाऊद अबू हनीफ़ा अलदीनावरी था । 

अबू जाफ़र अलख्ाजिन का नाम विशेप रूप से उल्लेखनीय है । उसने यूक्‍लीडीय 
ज्यासिति और ज्यौतिष पर अपनी छेखनी उठायी और शांकवों ((०४४०४) की 
सहायता से घन समीकरण के हल करने का प्रयत्न किया। उसके जीवन के विपय 
में केवछ इतना पता है कि उसकी मृत्यु ९६५ ई० के आस पास हुई । 

अबू कामिल का उल्लेख भी अनुपयुक्‍त न होगा। यह मिल का निवासी था 
और इसका जीवन काल ९०० के आस पास था । इसका पूरा नाम अबू कामिल 
शोजा इब्त असम इब्न मुहम्मद इव्न शोजा था। यह प्रतिभाशाली व्यक्ति था । 
इसका मूख्य कार्य समीकरणों पर हुआ है यद्यपि इसने पुस्तकें अंकगणित और 
पञ्चभुज और दशभुज पर भी लिखी हैं । 

उसी समय के आस पास ही एक लेखक अबी याक़ूव अल्नदीम हुआ है। इसका 
मुख्य ग्रन्य किताव अलफ़हरिस्त (सूचियों को पुस्तक) था जो इसने लगमग ९८७ 


ई० में लिखा था | उक्त पुस्तक में इसने वहुत से यूनानी और मुसलमान गणितन्नों 
की जीवनियाँ दी थीं । 


* ( चर ) १००० से शप्ू०० ईसवी तक 
यूरोप 
जिन ५०० वर्ष का हम उल्लेख कर रहे है, उनमें वीजगणितन बहुत कम हुए हूँ । 
फ्रांस का एक गणितज्न हुआ है जीन दः स्यूरिस (०४० 0० [श०घं5) । इसका 


जन्म नॉमंण्डी (ए०ग्राशणतए ) में १९०० के आस पास हुआ था और मृत्यु १३६० 
ग्स ०६ ८ दे धो 2 हा 
के छगमग | इसके प्रिय विपय थे अंकगणित, ज्यौतिष और संगीत । इसने लगभग 


१८६ गषित का इतिहास 


१३३२१ में अकगधित पर बई पुस्तके दिखी थी । इसकी सवसे प्रसिद्ध पुस्तक बवाड़ी- 
पार्टीदम ((९०३वंधएशपापाा) थी जा पद्म में छित्री गयो थी। उक्त पुस्‍्ती मे 
बीजगणित का भी समावेश था। इसकी ढृतिया की सूची इस ग्रन्व में दो गयी है-< 
द- बह.. 40 :गरतीचाहक, ५, 735; 9- 739 
इसने वीजयणितीय समीकरणा का भी अध्ययन किया है। उक्त समोत रा में 
एक नो 


२ 
ज्ज्ग०० 


ल्न्ज्य 
र्‌ 
है जिसे अछस्वा रिज्मी और फिवोनाकी ने भी हल किया था। इसवे दो अन्य समीर रत 
उल्टेगनीय हे-+ 
श्य १८८ या 

और या शरच्थ्य। 

झेसय बी संगीत सम्वस्धी पुस्तक म्यूज़िता स्पतुलेटिया (2.फ्रांटउ $[४८०४० 
]50६७) भी प्रशिद्ध हा गयी है जा उसने १३२३ में छिसो थी। उरत पुरात मे 
उसने समस्त बाजा का विवरण दिया है जा उस समय प्रचल्ति थे । 

सौदटवी शतारदी मे ही एव अस्य फ्रेंच लेगा हुआ है निशोल्त ओरेयर (२८०८ 
076॥7८) | इसरा जन्म सम्मदत १३२३ में बेन (036८॥) में हुआ पा। मह 
परिस से एक बारिज में कुछ दिन प्राध्यापर रहा। यहें परम भार्म (200 
बा राज दरवारी था और दसता प्रवेश अर्थशारत्र मे भी था। दगों पे यनाएे हूँ 
मिदाल्ता पर छार्म्स में अपने राजबीय सिस्ले बलशाये थे। इसरी मृपु दिया 
(तप) में १३८२ में हुई। जीवत वा अन्तिम कई दर्ष यह इसी नगर रा 
दादरी रटा ॥ 

आरेसिम ने वोडगदित और उ्याधिति पर कई पुराजे हियी और अररू की टू 
पुरा का अनुवाद भी हिया। इसरी एुर पुस्तक ऐंध्यारिस्मग ब्रेयोिंम (0 
आग यित्कृणताण्यणाय) प्रसिद हा गयी है। उतत बन में को रात 

हि ९ 

विश्वास्मर चातारों का प्रयार दिया सदा है। 3 * और ५४ को यह चमझशा इसे 
पशार लिखा हइरपा थो-+ 


वीजगणित १८७ 


9002 अहम की मम कि 
६ 5 को लिखने के इसके ये दो ढंग थे--- 


नए ४ृ४+++-+--+>>>>+>-«>_+न्‍>+ 
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छगभग १३६० में ओरज्मे ने एक अन्य ग्रन्थ लिखा--- 


प्‌ृ५३०(४६७५ त॑८ ग8णक्राण्ार >/लोापगगाप ले ्रध्ोधप्राबाएा) ताि 
गिफ्रांक्षपात 

उक्त ग्रन्थ में ओरेज्मे ने 'कऋ्मचय और संचया (एलशएएक्शाॉजा बाते 
(०गगरापक्षंणा३) के कुछ सूत्र दिये हें। कदाचित्‌ उसे संचयों का साविक नियम 
नाते था यद्यपि उसने उसे स्पप्ट शब्दों में नहीं दिया है। किन्तु उससे इस प्रकार 

ड्यु र्+१५, ष्स नल 
है. पु 

के कई विशिष्ट उदाहरण दिये हैं । 


चीन 


लाइ यह का जीवन कार ११७८-१२६५ था। जीवन के प्रारम्मिक वर्षों में 
यह जन सेवी था और १२३२ में यह चून चौ का राज्यपाल हो गया। इसकी प्रसिद्ध 
उप्तक त्सो युअच है किग' है जो इसने सम्भवतः १२४८ में लिखी थी | उक्त श्षीर्पक 
का अर्थ 'वृत्त माप का समुद्र दर्पण” है। यह ग्रन्थ और इसका एक अन्य ग्रन्थ आइ 
कयू येन तुआन' प्राप्य हें। इसने भी चिन कक्‍्य शाव की भाँति, जिसका उल्लेख हम 
एक पिछले अध्याय में कर चके है, संख्यात्मक समीकरणों का अध्ययन किया था । 
इसके उपरिलिखित दोनों ग्रन्थ आज तक चीन में आदर की दृष्टि से देखे जाते 
योग छ्वी का नाम सी उल्लेखनीय है। यह काइन को याँग मी कहरूाता था । 
इसने १२६१ में एक ग्रन्थ लिखा स्याँग किये क्यू चाँग सुअन-फ़ा” जिसका अर्थ होता 
हू “नौ विभागों के गणितीय नियमों का विडछेपण ।” उक्त पुस्तक में इसने समान्तर 
श्री! के संकलन के नियम दिये है । इसने अंकगणित पर और भी कई पुस्तकें लिखी 
हैं। इसका एक अन्य ग्रन्थ है स्वान-फ़ा तुंग-पियेन पेन-मो' जिसमें इस श्रेणी 


श्ट८ट गणित वा इतिहास 


१+(१+२) +(१+२+३)+ 
+(१+२+६३+ ग) 

बाग योग दिया है । इसवे अतिरिवत इससे प्राइ्तिक सख्याओ के वर्गों दे योग का नाम 
भी दिया था। 

भू शी किये येन शान का निवासी था। इसवे जीवन के विषय में बेवल इतना पता 
धरा है कि बीस वर्ष तव यह स्थान स्थान पर अध्यापन कार्य वरता रहा। सन्‌ १२९९ 
मे इसकी पहिंली पुस्तत निरली-- 

स्वान हिंपा कि मूग (गणितीय अध्ययन की भूमिका) 

यह चीन की पहली पुस्तक थी जिसमें ऋणात्मक सस्याआ का उल्लेख किया 
गया था और चिह्न नियम को स्पप्ट रूप स व्यवत किया गया था। छेखक की दूसरी 
पुस्तक स्जू-युएन यू वियेन (चार तत्त्वो का अनमाल दर्पण)” १३०३ में प्रशाशित 
हुईं! इस पुस्तक में इसने उच्च वीजगणित के वई प्रश्ना का छेडा है। एक से अधिक 
अज्ञात राशियों दे समीक्रण। को इसने जिस प्रकार हल क्या है उससे पता चहता है 
हि इसे सारणिका का भी कुछ ज्ञान था । इसने उच्च घांत सस्यात्मक समीकरणों के 
साधन में बडी मौलिकता दिखायी है! 


भारत 
श्रीधर 


श्रीघर का उल्लेस हम अक्गणित के अध्याय में कर चुवे हैं । हम ने उक्त स्थान 
पर इसकी त्रिशतिका'का वर्णन किया था। तिश्वतिकाके आरम्भ मं भ्रीघर ने लिखा हैं“ 
नत्वा शिव स्वविरचित पाद्या गणितस्य सारमुदधत्य । 
लोक ब्यवहाराय प्रवध्यति श्रीधराचार्य ॥ 
इससे पता चलता है कि इसने पाटीगणित पर त्रिज्ञतिका के अतिरिक्त एक और 
प्रन्‍्थ भी लिखा था। न्यायश्रास्त्र के एक ग्रन्थ का पता चला है जिसका नाम न्याय 
कन्दली था। उसके रचयिता का नाम श्रीधर था जिसके पिता वा नाम बलदेव और 
माता का नाम अब्बोका था। सुघाकर दविवदी लिखते है कि इस देश की यह परिषाटी 
रही है कि ज्यौतिषिया के अतिरिक्त अन्य लेखक पुस्तकों मं अपना नाम नहीं दिया 
वरते थे । और न्याय कन्दलछी म लेखक का वाम दिया हुआ है। इससे यह विर्फर्ष 
निकलता है कि उकत ग्रथ का लेखक कोई ज्यौतिषी था। इसी बिना पर सुघाकर 


बोजगणित ५८५ 
ने स्थासडन्दली के रनयिता श्रीबर और तिशतिका के 


दवेदी यह उचित देने हू कि न्यासस 
हेखक श्रीघर दोनों एक ही व्यतित थे । 


प्रीधर की सदसे प्रसिद्ध कृति उसकी धर्ग समीक 


वीजगणित सम्बन्धी ग्रन्ध का तो छोप हो चका है। किल्‍्त उसके वर्ग समीकरण के हल 
पद्ध रण देते हैं। देशिए्‌-- 


मास्तार का 
25 


। द्रम बहा माईतकार के 


रण के हज की विधि है। उसके 


हर 


की विधि कई छेखकों ने उद्त की 
दुर्गा प्रसाद द्िवेदी-- (भास्कर का ) वीजगणित (लखनऊ ) द्वितीसावुत्ति १०१७ 
इस ग्रन्थ के पृ ० ३०९ पर भास्कर ने श्रीवर का सूत्र इस प्रकार दिया है । 
चतुराहत वर्ग सर्म रूवे: पक्षद्रयं गुणयेत्‌ । 
पूर्वाव्यवतस्य कृते: सम्याणि क्षिपिलयोरेव ॥ 
.. भावार्थ-(समीकरण के) दोनों पक्षों को अज्ञात राणि के वर्ग के गु्णांक के चौगुने 
है गुणा करो। दोनों में अज्ञात राशि के मौलिक गणांक का वर्ग जोड़ दो । 
धर के सूत्र का यह पाठ कृष्ण (लगमग १०८०) और रामकृृप्ण (लगभग 
६६४८) ने दिया है। और इसी पाठ को कोल्ब्ुक ने प्रामाणिक माना है। किन्तु 


नानराज ने अपने बीजगणित में, जो उन्होंने १०५०३ में लिखा था, उपस्लिखित सूत्र 


की दूसरी पंवित इन झब्दों में दी हैं -- 
अव्यकत वर्ग ऋूवैर्युकती पक्षी ततो मूलम्‌ । 
भावाथ-- (समीकरण के ) दोनों पक्षों में अज्ञात राशि के (मौलिक ) गुणांक का 
पेगे जोड़ दो । तत्पइचात्‌ मूल (निकालो) । 
जुयदास ने १५४१ में भास्कर के बीजगणित की एक टीका लिखी है। उसमें 
भी मूत्र की दूसरी पंकिल का यही पाठ दिया है, और सुधाकर द्विवेदी ने भी इसी पाठ 
की प्रामाणिक माना है। 
देनी पाठों का आणय एक ही निकलता है। क्रिया इस प्रकार होगी-- 
मान लोजिए कि हमारा समीकरण 
यन+-खयच्न्ग 
है। तो समीकरण के दोनों पक्षों को ४ क से गुणा करने पर हमें प्राप्त होगा--- 
डक य--४क खय जन ४डकग | 
अत्त:, दोनों ओर स्व जोड़ने से, 
४ को य--४ के ख य+ख जज क ग+ख 


१९० गणित का इतिहास 


अर्थात्‌ (स्मय>स)"ज४८ंक ग+सा' | 
श्वयतप-"क शक ग “स' 


बे सिकिगन स-स 
श्ष 
यह विधि हाई स्कूल मे! विद्याथिया को आज भी सिलायी जाती है। इस विधि 
मे हम इस समीप्रण 
६ य।७पर३ 
का हल करते है । 
२४ से गुणा करने पर रामीतरण था यह रूप 
१४४ य- १६८ यरू७२ 
हा जायगा । 
१८९ जोडने से, 
१४४ यो - १६८ य +४९-७२+ ४९७ १२१ 
अत (१२य+७)५७-११". 
“ रैरय4 35:११ 
अतएवं, १२म ८ ::११-३२६४ अथवा-१८. 
«« पर अथवा > है । 
श्रीधघर ने समात्तर श्रेढ़ी के भी नियम दिये हे। उपरिलिलित विधि से उसने 
समान्‍्तर श्रेढ़ी के पदा वी सरया का सूत्र इस रूप में निकाला है-- 
न $/८ चर्मी। (२ आ-च) __ -२ आऊच 
सर्च 
जिसमें ग॒ (>>यच्छ) पदों दी सख्या है, च (चय) सार्वान्तर है, आ (+5आदि) 
प्रथम पद है, और यो (“धयोग) श्रेढ़ी के पदो का जोड है। हमने इस प्रकार के 
बई सूत्र पिछले प्रकरणों में भी दिये हे । 





भास्कर 


भास्कर के बीजगणित में निम्नलिखित प्रकरणों का समावेद है, 
(१) करणियाँ 
(२) घून्य गणित 


पेज्लग घित म्‌ हि. रे 


(३) सरह समीकरण 
(४) वर्ग समीकरण 


भास्कर ऋण राधियों के निद्यण के लिए उसके ऊपर बिस्दी छगाया करते था 
उन्हें काह्पनिक रागियों का अस्तित्व स्वीकार नहीं था । उन्होंने एक स्थान पर कहा 
सि 
त्‌ 


किसी ऋणात्मक राशि का वर्ग मद हो ही नहीं सकता बयोकि ऐसी राशि (पूण 
वर्ग हो ही नहीं सकती ।” अम्नात राशि के लिए ये 'याबलावत (जितना हो उतना) 
का प्रयोग करते थे । किन जब मई अज्ञात राधियों का प्रयोग करना होता था 
ता ये रंगों के नामी का उपयोग करने थे--- 

कालक, नीलका, पीतसवा, सरूपका । 


यह इन शददों के प्रयमाक्ष र ले लिया करते थे, जैसे-- 

का०, नी०, पी०, रू०। 

अनिर्णीत समीकरणों का अध्ययन आर्य मद से आरम्म हो गया था और उसके, 

पश्चात्‌ के समी भारतीय गणितन्नों ने उक्त वियय्य का विवेचन किया था, किन्तु भास्कर 
में इस प्रकरण को पराकाप्ठा पर पहुँचा दिया। भास्कर की विधिर्या और उपस्थापन 
बहुत ही स्पप्ट हैं। इनके कुछ प्रश्नों के हल तो बिलकुल मौलिक हैं । इन्होंने अपनी 
कतियों में एकघात अनिर्णीत समीकरणों, युगपद्‌ एकघात समीकरणों और द्विघात 
समीकरणों--तीनों का साधन किया है। यह वात निविवाद रूप से कही जा सकती 
है कि अनिर्णीत समीकरणों का हल समस्त संसार में सवसे पहले निकालने वाले हिन्दू 
दी थे। कुछ इतिहासज्ञों को मास्कर की विधियों में डायफ़ेंण्टस के कार्य की छाप दिखाई 


पड़ता है। किन्तु भास्कर का कार्य डायफ़ेंग्टस की कृतियों से दो बातों में बहुत बढ़ा 
चहा था-... 


(१) डायफ़ेंग्टस ने कहीं साविक समीकरण नहीं लिये हूँ । उसने सदैव विश्विप्ट 
समीकरणों का ही अध्ययन किया है। इसके विपरीत भास्कर ने साविक समीकरण 
छेकर उनके साथन की व्यापक विधियाँ दी हैं । 

(२) डायफ़ेंण्टस साधारणत: किसी समीकरण का एक ही हल निकारू कर 
सन्तोप कर लेता था, किन्तु भास्कराचार्य समीकरण के समस्त सम्मव हल निकाल कर 
ही दम मारते थे । 


इसी विना पर हँकेल ([्रथग८८) ने कहा है कि अनिर्णीत समीकरणों के सावन 


१९० गणित का इतिहास 


अर्थात्‌ (१कय+ख) जन४ क ग+ख' । 
२क य+ख--४ ४ के ग। खो 
शक ४शकग+ख-ख 
श्क 
यह विधि हाई स्कूछ के विद्याधियो को आज भी सिखायी जाती है। इस विधि 
से हम इस समीकरण 
६ य+७ यऊ३ 
को हछ करते हू । 
२४ से गुणा करने पर समीकरण का यह रूप 
१४४ य+ १६८ यर+७२ 
हो जायगा । 
४९ जोडने से, 
१४४ यौ+ १६८ य+-४९०--७२--४९७- १२१. 
अत (१२य+७)5११* 
“ रै२य+७5८११ 
अतएव, १२ य 55 :£११-७/४ अथवा- १८. 
“« यरन्‍छ अथवा | | हा 
श्रीधर ने समान्तर श्रेढ़ी के भी नियम दिये हें । उपरिलिखित विधि से उर्ते 
समान्‍्तर श्रेढ़ी के पदा की सख्या का सूत्र इस रूप में निकाला है-- 
5/८चया+ (२ आ“-च)_ >+२ आ+च 
का रच 
जिसमे ग (--गच्छ) पदों की सरया है, च (+>चम) सार्वान्तर है; आ (ै+आार्दि) 
प्रथम पद है, और यो (+-योग) श्रेढ़ी के पदों का जोड़ है। हंसने इस प्रकार के 
कई सूत्र पिछले प्रकरणों में भी दिये हे । 





भास्कर 


भास्कर के बीजगणित में निम्नलिखित प्रकरणों का समावेश है, 
(१) करणियाँ 
(२) घृन्य गणित 


चीजगणित रै5रे 


वजामभ्यासा. ज्येप्ठलध्वोस्तदेवयं 

हृस्व॑ लघ्वोराहतिश्च प्रकृत्या । 

क्षुण्णा ज्यप्ठाण्यासयुग्‌ ज्येप्ठमूलं 

तत्राम्यास, सेपयो: क्षेपकः स्थात्‌ ॥॥४२॥ 
प्रवम विधि--.- 


किसी भी संख्या को कनिप्ठ मानकर उसका वर्ग कर दो । बर्ग को गुणक से गुणा 
करके, पूर्ण वर्ग बनाने के लिए, क्षेपक को जोड़ दो अथवा घटा दो । फल का वर्ग मूल 
निकालो और ल्धि को ज्वेप्ठ कहो । 

कनिप्ठ और ज्येप्ठ मूलों और क्षेपक को एक रेखा में लिख दो । फिर इन्हीं तीनों 
के नीचे तीनों को दुवारा लिख दो। तत्पचात्‌ तिर्यग्गुणन करो अर्थात्‌ कनिप्ठ को 
ज्येप्ठ से और ज्येप्ठ को कनिप्ठ से गुणा करो। दोनों गुणनफलों को जोड़ दो । अब 
इस योग को कनिप्ठ मूल कहो । 

दोनों कनिष्ठ मूलों के गुणनफल का गुणक से गुणन करो और फल में दोनों 
ज्येष्ठ मूलों के गुणनफल को जोड़ दो । फल एक ज्येप्ठ मूल होगा । 

अज्ञात राशियों के अन्य मानों ( एशघ९८७ ) के कुछक ( ६८८) निकालने के 
लिए नये कनिष्ठ और ज्येप्ठ मूल छेकर आगे चलो । नया क्षेपक पिछले क्षेपकों का 
गृगनफछ होगा । है 

इस विधि से हम निम्नलिखित समीकरण के हल निकालते हैं--- 

शेय-- १०७२ । 
पे का सबसे सरऊू मान १ है। अतः हम इसी को कनिष्ठ मूल मानते है । 
$ का वर्ग करके ३ से गुणा करने पर ३ प्राप्त होता है । 


३ में १ जोड़ने से पूर्ण बर्गे मिलता है। 
जेत्त: र--४ 


«. ज्येप्ठ मूलन- २ 


अब कनिष्ठ मूल, ज्येप्ठ मूल और क्षेपक को इस प्रकार लिखो-- 


कनिप्ठ मूल. ज्येप्ठ मूल क्षेपक 
१ २ १ 
१ र्‌ १ 


अब कनिप्ठ और ज्येष्ठ मूलों के तियंग्गुणन का जौड़--२--२--४ | 
१३ 


श्र ग्रणित का इतिसाह 


बी मारतीय विधियाँ सदा मौठितर थी और उन पर डायफ ग्टस का ततितर भी प्रमाव 
नहीं था । 
भास्तर ने अनिर्णीत वर्ग समीवरण 
बे य+ ०२ (अ) 
वे हुछ वी जो विधि दी है, वह बहुत प्रतिमापुर्ण और मौलिय' है। इन्हों नें उत्तका 
नाम 'चत्रवाल विधि ((.) ०7८ १४०४४००४)” रसा है। मास्वर ने उत्त विधि सत्तार 
को १२ वी दतान्दी में दी। यूरोप वे सणितज्ञों ने बहीौ विधि १६वी शताब्दी में 
निकाली । इसमें सन्देह नही जि यूरोपीय गणितज्ञों बे हाथ भास्कर की विवि मही 
लगी, अत उन्हें उतत समीर रण का हल नये सिरे से निकालना पडा | रिन्चु ७५४ 
विधि के आविष्वार का प्रायमिव' श्रेय मास्कर वो ही मिछना चाहिए । वास्तव में 
पश्चिमी गणितज्ञों गठायस (6०४७), ऑयलर (20८८), लआज (7.28778०) 
में जो चत्रीय विधि निकाली है, वह मारकर की विधि का ही उल्टा है। अतः हम श्रों 
गुर्जर वे इस कथत रे सहमत हैं. जि उपरिलिखित समीवरण को पँलछ का समीकरण 
(7८॥५ ए4ए:०0०7१) न बहकर “मास्कर समौवरण' वहना चाहिए।' 
हम यहाँ भास्कर की विधियों के कुछ नमूने देते है । हम इस शब्दावली का 
प्रथोग करेगे । उपरिलिखित समीकरण (अ) में 
क को गुणक ()/०४०॥८४) कहेंगे, 
१ अथवा जो सझ्या कम में जोड़ो जाय, उसे क्षेपक (2प.ए/०॥) कहेंगे ! 
साबित समीकरण 
के य->खर' (आ) 
में ए क्षेपक है। 
य का कनिष्ठ ([,050) कहेंगे, 
र को ज्येप्ठ (57८27०5८) कहेंगे + 
बीजगणित के ४१ वे और ४२ वें इछोक इस प्रकार है-- 
ह/अम्पेष्ठक्षेपहास्पस्प तेषा 
तानस्यान्वाध्पों निवेश्य क्रमेण । 
साब्यान्येम्यों.._ भाववामिहनि 
मूलान्पेषा भावना पश्रोच्यवेष्य आशा 
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वर्जाभ्यासां ज्येष्ठलब्वोस्तदैक्य॑ 
स्व॑ लघ्वोराहतिश्च प्रकृत्या 
क्षुण्णा ज्येप्ठाम्यासयुग्‌ ज्येप्ठमूल 
तत्राभ्यास, भेपयो: क्षेपक: स्थात्‌ ॥४२।॥। 
प्रथम विधि--- 


किसी भी संख्या को कनिष्ठ मानकर उसका वर्ग कर दो । वर्ग को गुणक से गुणा 
करके, पूर्ण वर्ग बनाने के लिए, क्षेपक को जोड़ दो अथवा घटा दो । फल का वर्ग मूल 
निकालो और लब्वि को ज्येप्ठ कहो । 
कनिप्ठ और ज्येष्ठ मूलों और क्षेपक को एक रेखा में लिख दो। फिर इन्हीं तीनों 
के नीचे तीनों को दुवारा लिख दो। तत्पचात्‌ तियग्गूणन करो अर्थात्‌ कनिप्ठ को 
ज्यप्ठ से और ज्येप्ठ को कनिप्ठ से गुणा करो। दोनों गुणनफलों को जोड़ दो । अब 
इस योग को कनिष्ठ मल कहो । 
दोनों कनिष्ठ मूलों के गुणनफल का गुणक से गुणन करो और फल में दोनों 
ज्यप्ठ मूलों के गुणनफल को जोड़ दो | फल एक ज्येप्ठ मल होगा । 
अजात राशियों के अन्य म्तों ( एश७८५ ) के कुछक ( ६७६) निकालने के 
लिए नये कनिप्ठ और ज्येप्ठ मूल छेकर आगे चलो। नया क्षेपक पिछले क्षेपकों का 
गुणनफल होगा। 
इस विधि से हम निम्नलिखित समीकरण के हर निकालते हैं--- 
य-+-१ल्‍-र । 
ये का सबसे सरल मान १ है। अतः हम इसी को कनिप्ठ मूछ मानते हैँ । 
१ का वर्ग करके ३ से गुणा करने पर ३ प्राप्त होतो है । 
३ में १ जोड़ने से पूर्ण बगे मिलता है। 
अतः र॒>॑-४ 


४ कप 
« ज्यप्य मुछ-८ २ 
हे 


अब कनिप्ठ मूल, ज्येप्ठ मूल और क्षेपक को इस प्रकार लिखो--- 


कनिप्ठ मूल. ज्येष्ठ मूल क्षेपक 
र्‌ र्‌ र्‌ 
१ हर 


मु 


अब कनिप्ठ और ज्येप्ठ मूऊछों के तिसेग्गूणन का जोड़ -*२ 4-२ 


ध 
डे 


ब्द 


नस्ल 
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अत जगछा कनिप्ठ मूछ ४ हुआ। 

अब कनिष्ठ मूछा का गुणनप्ल १ और ज्येष्ठ मूछो का गुणनफ्छ ४ है! 

१ को गृणक ३ से गुणा करके ज्येप्ठ मूछो का गृणनफूछ ४ जोडने वा 
फ्ल ++ रैक क्‍ल ७। 

इस प्रवार अज्ञात राशियों का दूधरा कुछक ४ और ७ प्राप्त हुआ। 

मानों का अगला कुलब तिकालन के छिए पहले और दूसरे मूछो और क्षेपको को 
इस प्रकार छिखो-- 


कनिष्ठ मूल ज्येप्ठ मूल क्षेपक 
१ २ 4 
4 छ रे 


मूछो के तियंग्युणव का जोड--७--८७-१५ । यही कनिष्ठ हुआ। 

अब कनिष्ठ मूलो का गुणनफ्लच्च्ड | 

इसको गुणक से गुणा करने का फलर-४०८ ३८१२ । 

और श्येष्ठ मूलो वा गुणनफ्ल-२)८७७१४ । 

इन दोसा गुणनफ़्छा का योग १२+ १४७२६ 

इस प्रकार अगला ज्येप्ठ २६ हो गया और अज्ञात राशियों के मानो वा अग्ध 
मुलव' (१५, २६) प्राप्त हो गया ! 

अन्य भान निकालने के लिए फिर उसी प्रकार चलो-- 


कनिष्ठ मूछ ज्येप्ठ मूल क्षेपता 
रु र्‌ ॥।क्‍ 
१५ २६ १ 


अगला बनिप्ठ मूल मूल के तियंग्युणन वा जोड़ 
बः्११८२६:+२२८१५७०५६ ॥ 
और अगला ज्येप्ठ मुख १० १५००३ २२८२६ 
अं दाक 
इस प्रकार मानों का अगला कुछ्य (५६, ९७) प्रात हो गया। 
आइए, एक कुलक' और नियाल छे-- 
कनिप्ठ मूल ज्येप्ठ मूल क्षेपव 
ड़ छ १ 
हे श्र १ 


दीजगणित श्ण्ण्‌ 


कगछा कनिप्ठ बरावर है: ४५८०६ “"१७:८ ३७२०९ । 

बोर अगछा ज्येप्ठ वरावर है: ४१५४३ ७> २६ व वेध्य | 
इस प्रकार इस विधि से हमें निम्नलिखित मान कुछक प्राप्त हो गये-- 
(१, २), (४, ७), (१५, २६), (५६, ९७), (२०९, ३६२) 

इसे ढंग से अनगितत मान झुक निकाले जा सकते 
वीजगणित के इछोक ४३ और ४४ इस प्रकार हई--- 


श््प प१६ 


छुस्व॑ वज्ाम्यासयोगस्र्र वा 
लघ्वोर्धातों यः प्रकृत्या विनिष्न: । 
घातों यह्च ज्यप्य्योस्तद्वियोगों 
ज्यप्ठ क्षेपोलत्रापि च क्षेपघातः ॥४३॥ 
इप्टवर्गह्तः क्षेप: केपः स्थादिप्टमाजिते । 
मूले ते स्तोज्ववा क्षेपः क्षुण: क्षुण्णे तदा पदे [४४॥ 
दूसरी विधि-.. 


उपरिलिखित क्रिया में तिथंग्गणन के पश्चात दोनों राशियों के जोड़ के बदले 
उनका अन्तर के छो और उसी को कनिष्ठ मल मान लो । 

पहले की भांति दोनों कनिष्ठ मूलों के गणनफल को गुणक से गुणा करो 3 फिर 
गैनों ज्येप्ठ मलों का गणनफल निकालो। इन दोनों गणनफलों का अन्तर ही ज्येप्ठ 
मूल हागा। 

यदि क्रिया के पश्चात लेयक वही आये, जो मौलिक क्षेपक था, तव तो ठीक द्दी 
है। किन्तु यदि लब्ब क्षेपक उससे भिन्न हो तो उसके वर्ग मूल से अज्ञात राशियों के 
डेच्च मानों को भाग दे दो । मजनफल ही अजात राजियों के इच्छित मान होंगे । 

ह अन्तिम प्राववान (070 ंआं00) दोनों विधियों पर लागू है। 
उदाहरण--- ६यॉ+१ननर | (इ) 
कनिप्ठ-5१ और क्षेपक-३ छेने से ज्येप्ठ--३ 


कनिप्ठ मूल ज्येप्ठ मूल क्षेपक 
१ नि इ 
१ डे इ् 


पे 


दूसरी चिवि से तो अग॒हा कनिष्ठ बूस्य हो जाबगा। जनः हम पहली विचि से 
हें बाग चलते हें। 
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कनिप्ठ. +"१ै३ +११८३ च्न्ध 

ज्येप्प.. चू१%१२८६+ ३४३. १५ 

मान छीजिए कि य,-६, र,5०१५ 

किल्तु ये राशियाँ समीकरण (इ) को सल्लुप्ट नही करतीं, वरनू इस समीवरण 
यो सन्तुप्ट बरती हे+- 

६ या | ९७२ व्यावि ६६ +९७-१५* 

अत ९ से भाग देने से, ६२१+१०५* 

इस प्रवार ९ के वर्ग मूल ३ से य+ और र, वे मानों को भाग देते से हमें 
ये र के भाव २ ५ प्राप्त हा गये। 

अब हम इसी विधि से एक और मान बुल्क प्राप्त करते है । 

सदि हम कनिप्ठ ३ और क्षेपक (-५) ले तो ज्येप्ठः७ | 

भागे की क्रिया इस प्रकार होगी-- 


हु 


कनिष्ठ मूल ज्येप्ठ भूल क्षेपकत' 
डरे छ नन्प्‌ 
न्‍ रु ५ 


अगला कनिप्ठ मूल र*३०८७+३>८७--४२ । 
और अगला ज्येप्ठ मूल --३०२८३०८६+७३९७--१०३ ! 
से मूल निम्नलिखित समीकरण को सन्तुप्ट करते हे। 





ह य+शपचतर ! 
अत ४३५ से इन राशिया को भाग देव से हमे प्राप्त हागा-- 
डर १०३ 
यब्च्ज> स्क्त्+ 
५ हे 
अंब हम अगल्य मान कुलक दूसरी विधि से प्राप्त करते हे । 
कनिष्ठ मूल ज्येप्ठ मुठ क्षेपक 
न हर हू 
हक प्र १ 
ख् 40५ 
३०६ 


अंगला कनिष्ठ मूल 5८ ४२०- 


बीजगणित गा १९५७ 


बस तु 
पु 
इस प्रकार हमें निम्नलिखित मान कुलक प्राप्त हो गये-- 


७०. (३५ हो). (३ *ह)' 


शून्य गणित 


हि. 4 
अगला ज्येप्ठ मूल ८+ १०३- ८ 2 दि क्‍त 


वीजगणित के 'खपड्विधम' नामक अध्याय के आरंभ में यह इलोक आता है--- 
खयोगे वियोगे धनर्ण तथैव 
च्यूत॑े. शून्यतस्तह्िपर्यासमेति ॥ 


भावाथे--शूल्य को किसी राशि में जोड़ने अथवा शून्य में किसी राशि को जोड़ने 
वा शून्य को किसी राशि में से घटाने से राणि के चिह्न में कोई परिवर्तन नहीं होता । 
र्थात्‌ धनात्मक राशि घनात्मक रहती है और ऋणात्मक राशि ऋणात्मक रहती है। 
केस्तु शून्य में से किसी राशि को घटाने से राशि में चिह्न परिवर्तन हो जाता है। 


आधुनिक वीजगणितीय संकेतलिपि में हम इन सूत्रों को इस प्रकार लिखेंगे-- 
(+अ)-० ८ +अ; ०+-(+अ) ८ #अ; 


०-००८०० ; ०-(+अ) तर नजे ! 


भास्कराचार्य ने इन सूत्रों की उपपत्ति इस प्रकार दी है-- 


'यदि दो संख्याएँ जोड़नी हों तो पहली संख्या को योज्य और दूसरी को याजक 
कहते हे। योज्य और योजक के मव्यस्थ जितना छास योजक का होगा उतना ही 
योगफछ का होगा । इस प्रकार योज्य में योजक का समावेश हो जाने से योगफल 
में भी योजक के समान ही वृद्धि होगी । अतः योज्य के समान योगफल हो जायगा। 
भौर जब योज्य-योजक में योज्य के समान छास होगा तो योगफल में भी उतना 
ही हास होगा। अतः योजक के तुल्य योगफल हो जायगा।' 

इस प्रकार शूल्य को किसी राक्षि में जोड़ने से अथवा शून्य में किसी राशि को 
जोड़ देने से राधि ज्यों की त्यों रह जाती है। 

यदि एक संख्या में से दूसरी घटानी हो तो बड़ी संग्या को वियोज्य और छोटी 


र्छो 
वियोजक कहते हें ॥ वियोज्य का वियोजक के समान छान होने से उनके अन्तर 
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भी उतना ही 'हास होगा। अर्थात्‌ वियोज्य में से नितना घटायेगे उतना ही अन्तर 
आयेगा | इसलिए शून्य को किसी राशि मे से घटाने से राशि ज्यो वी त्यो रह जाती है। 

विशोज्य वा जितना 'हास होता जायेगा उतना ही हास अत्तर वा भी होता 
जायेगा। यदि वियोज्य ७ और वियोजव ४ है तो अन्तर ३ हुआ। यदि वियोज्य 
७ के बदल ६ हो तो अन्तर २ होगा। यदि वियाज्य ५ हो तो अन्तर १ होगा। गई 
वियोज्य भी ४ हो तो अन्तर शून्य होगा। अव स्पप्ट है कि यदि वियोज्य और पढे 
तो अन्तर ऋणात्मव' हो जायेंगा। यदि वियोज्य ३ हो ती अन्तर (--१) हो जायेगा। 
यदि प्रियोज्य २ हो जाय तो अन्तर (-२) हो जायेगा। 


हम्ही फ्छों को हम सारणी रुप में इस प्रकार छिख सकते हँ-- 


फू है ४००० ६-४ चर 
के डी. आशा ४ - डे ० 
कै 5, पेनए+ १५5 ५. हे वह डी जज 
१ ४ ल्‍०5-३, 3 ५3 


इस प्रमार हम देखते है वि जो राशि पठायी जाती है यदि वह धनात्मक हो तो 
ऋणात्मय' हो जाती है। इसी प्रवार हम मह भी गिद्ध वर सकते है वि यदि झन्य में 
से कोई ऋणात्मक' राशि घटायी जाय तो यह धनात्मक बन जायगी। 


बीजगणित का अगरठा इलोब यह है-- 
बेघादी वियत्गस्थ थे सेन घाते 
सटारो भवेत्रेत मग्तश्च राशि!॥ ५0 
जैसे शू्य वा याग और अस्तर दो प्रयार का होता है, वैस ही गुणन और माजन 
भी दो प्रयार वा होता है। बर्गे, बर्य सट, था और पस मूठ ये एज ही प्रकार ष 
होते है, कपोदि इनते करने में किसी दूसरी राम्या वी अपेक्षा नही रही । 
धून्य का किसी राशि से गुणा बरने अबरा जिसी राशि को घूस्य रे गुणा करने 
पर गुणतफठ धुस्य ही होता है। 
क्ृम्प घो किसी राक्षि से भाग दने स पड घूल्य ही होता है। विन्छु रिसी श्र 
को. घूस्य से भाग देने बा प7)्र राहर' अबया राई हवाता है। 
राहर अथरा सठेद या अर्थ है बर राशि जिस हर (एलगाशशण) 
चूत्प हा । 


बीजगणित १९९ 


आधुनिक संकेतलिपि में ये सूत्र इस प्रकार लिखे जायँंगे--- 


97% ञ्जू ह-22०-3 0 ष जज 0 न्च्ज्0 

० ञ 

दे स्व 0० , हु न्‍्ू खहर 
उपपत्ति--- 


अंक के अभाव में बृत्य चिक्न ० लिखा जाता है। यदि एक राशि को दूसरी से 
जया करना हो तो पहली को गुण्य (० ७।८शञात) ओर दूसरी को गुणक (७परप॑- 
एक) कहते हूं। गृण्य को जितनी बार आवृत्ति की जाय, उसी हिसाव से गुणनफल 
पीप्त होता है। इस कारण गुष्प के अभाव से गणनफलछ का भी अभाव हो जाता है। 

इसी प्रकार भाज्य के हास से छव्ध्रि का भी हछास होता जाता है। यदि भाज्य 
एव हो तो लव्धि भी अवश्य ही जल्य होगी । जैसे जेसे भाजक का हास होता 
जायगा वैसे वैसे रूब्चि की बद्धि होती जायगी । जब भाजक का परम ह्वास हो 


अपगा तब छव्धि की परम वृद्धि हो जायगी । इसीलिए उक्त रूब्यि को अनन्त 
(079) कहा जाता है। 
आस्कर के वर्ग और घन संवस्वी सूत्र इस प्रकार छिखे जायेंगे-- 
०७ 0०००; 4/०> ० -/0० | 0; 
वीजगणित का छठा इलोक इस प्रकार है--- 
अस्मिच्विकार: खहरे न राशा- 
बषि प्रविष्टेष्पपि निःसृतेपु । 
बहुप्वपि स्याल्लयसृष्टिकाले 
ध्नन्तेंड्च्युते भूतगणेपु यद्कत्‌ ॥ ६ ॥ 
भावाथ--इस खहर राश्षि में कोई राशि जोड़ दी जाय अथवा उसमें से कोई 
राशि बेटा दी जाय तो उसमें कोई विकार नहीं होता । जैसे प्रछढय काल में परमेश्वर 
शरोर में अनेक जीव प्रविप्ट हो जाते हैं, किन्तु इससे उनके शरीर में कोई मटापा 
नहीं जा जाता और सृप्टि के समय परमेश्वर के शरीर में से अनेक जीव निकल आते 
है, किन्तु शरीर दुबला नहीं पड़ जाता | यद्यपि इस खहर' राशि में कोई अंक 
जोड़ने आदि से उसके स्वरूप में विकार पड़ जाता हैं तो भी उसका अननन्‍्तत्व नप्ट नहीं 
हीता । जैसे अवतारों के भेद से ईश्वर के स्वरूप में तो अन्तर पड़ जाता किन्तु उसके 
अेवरल में कोई विकार नहीं आता । ऐसे ही 'खहर' राशि को मानना चाहिए। 


२०० गणित वा इतिहास 


मान छीजिए कि $ में ६ जोइने हे। तो यदि दन राशियों पर अदगणित ने 
नियम लगाये जायें तो किया इस प्रसार वी होगो--- 
है इ्मलण ड़ 
५६१ ००४६ 
०२९ 4 
इस प्रकार 'सहर' राशि ४ ज्या वी त्यों रह गयी और उसके स्वरुप में कोई 
वियार नही पडा । किल्तु अप मान छीजिए जि हमें ४ में $ जोडना है। तो अवगशित 
के नियमी के अनुसार त्षिया इस प्रकार होगी-- 
५ ._२ _ ५२७+०२२ 
9 3 ०2८७ 
३५ 
न 


० 


बेड 


यह भी 'सहर' राशि ही है। इस दशा में उक्त राशि वे स्वरूप में तो वित्ञार हो 
गया। किल्तु उसकी प्रद्धति में कोई अन्तर नही पडा। जैसी 'सहर राशि है है वैसी 
ही 35 है। हम यह नहीं कह सवते कि ५ को » से भाग देने से जो मजनफल आती 
है, वह ३५ को ० से भाग देने से जो लग्धि आती है, उससे मित्र है। 'लहर' राशि 
के स्वरूप में तो विकार हो जाता है, विन्ठु उसकी अनन्तता का ह्लास नहीं होता। 


एशिया के अन्य देश) 
अक्गणित के जच्याय में हम वशदाद वे अल करी का उल्लेख बर चुके हे ।इसकी 
पुस्तक बाफी-फिल हिंसाव मुख्यत अक़्यणित पर लिखी गयी है । किन्तु उसमे हु 
सूत्र वीजगणित वे' भी दिये गये हे, जैसे-- 
(१० ब+क) (१० ख-ख) 5 [(१० क+व) ख- के ख)] १०+क ख 
ओर (१० बकख) (१० क+ग)5-(१० क+खन्‍ग) के १०-ख ग। 
इसके अतिरिक्त कुछ सूत्र इस प्रकार के भी दिये गये हैं-- 
'क-+ख ५ /क-ख0  _ 
(हू) (३ )क्‍्क्ख। 
यह सूत्र उसने समवत हिन्दुओ से प्राप्त किया था । 


बोजगणित २०१ 


अल-करखी ने अपनी कृतियों में करणियों का नी विवेचन किया है। उसमे इस 
किंगर्‌ के सूत्र दिये गये हैं--- 


ऊँ हा न्‍्ज>न है इइन पर ५०08 मद 
2८. ६ ६ 2८, उत्त ६ ए०, ४०४ 7 भय का ४१६ 9 


ब्ऐ 


अल-करणी के वर्ग मूलों के निकद मानों के सूत्रों में ये उल्देसनीस हँ-- 





क्स्तु अल-करखी की सबसे प्रसिद्ध पुस्तक फ़ा्वरी है जो उसने बीजगणित प्र 
हिखी थी। इस पुस्तक के नाम के संबन्ध में स्मिथ के इतिहास भाग २ के पृष्ठ २८८ 
का यह पैरा पठनीय है-- हि 

“बीजगणित का नाम कदाचित्‌ फ़ब्वरी पड़ जाता, क्योंकि अल-करखी नें, है 
अख के सबसे बड़े गणितज्ञों में से था, अपनी पुस्तक की यही नाम दिया था। जेसे 
धलत्वारिज्मी की कृति का लेंटित में अनुवाद हुआ था, यदि वैसे ही अल-करजत्री के ग्रन्थ 
का भी हुआ होता तो कदाचित्‌ यूरोपीय जगत्‌ उसी के नाम की ओर आहप्ट हो जाता । 
अछू-करखी लिखता है कि उस समय की जनता पर जितना अत्याचार और हिंसा 
हुई, उसके कारण उसके कार्य में बड़ी बाधाएँ पड़ीं। आगे वह कहता है कि एक दिन 
भगवान्‌ ने जनता की सहायता के लिए एक रक्षक अवू गालिव भेजा जो शासनिक 
कार्य में एकाकी था, दीनानाथ था और मंत्रियों का मंत्री था / अबू ग़ालिव का छोक- 
प्रिय नाम फछ्ा-उल-मुल्क था। अतः उसी के नाम पर अलू-करखी ने अपनी कृति का 
नाम अरू-फ़श्बरी रखा।! 

'फ़ल्वरी' में निम्नलिखित विषयों का समावेश है--- 

१. बीजगणितीय राशियाँ 
मूल 
« एकघात और द्विघात समीकरण 

४. अनिर्णत समीकरण 

५. भापषायुक्‍त प्रश्नों का सावन । 

अलस्वा रिज़्मी अज्ञात राक्षि को जिद्र!' और उसके वर्ग को मल कहता था। 
अल-करखी ने उवत शब्दावली को और आगे वढ़ाया। उसके कुछ शब्द इस प्रकार के थे-- 


द् 
0 


ल्प्ण ल्‍प 


शण०्२ गणित का इतिहास 


यप्थन्कव 
यॉजन्मल मठ 
य>मल कब 
य>-क्रव बव 
य>्मऊ मल क्व 
यह सभव है कि अरू-करसी का कब! और ग्रेजी का 2४०० एक ही भूल 
निकले हां । 
अल-करखी ने वर्ग समीवरणा में से इस रामीवरण 
कप +खय वन गे 
भा मह मूल दिया है 
एक्कर7+ त् 
बन / (२) +क्‍्ग-- स्ड| बा 
अल-क्रखी में इस प्रवार वे' उच्च धात रामीकरणा बे हृठ भी तिवाले हैं“ 
गो रो जन लो, 
य-र ८ लो, 
यार सल्ल, 
योर वन्छ', 
योौ- र' जला । 
अल वरखी ने एकघात और टिघात अनिर्णीत समीकरणों का भी साधन विया 
था और उनके पूर्णाक्ीय और मिन्नात्मव हल निवाल्े थे। इसवे अतिरिक्त उसमे 
श्रेणियों का भी विवेवन विया था। भराकृतिक सस्याओं झुववी उसके दो सूत्र यहाँ 
दिये जाते है । 





फंस श+१०) १० (ू +|) ८5 कैप, 


उमर सस्याम 
उमर सस्याम एवं कवि, ज्यौतिषी, गणितन और दार्भनित भा । उसता जर्म 
नीझापुर वे आस पास हुआ था और मृत्यु नोशापुर में ही सन्‌ ११२३ में हुई। उतते 


बीजगणित 


२०३ 
स्थाव पर उसकी एक सुन्दर क़ज्न बनी हुई है। उसका पूरा नाम शक 
भब्दृत्फ़्तेह उमर विन इब्ाहीम अल-खब्यामी' था। खस्याम' का अर्थ है 


डरा 





ई्‌॒ 
पनाने वाला' । उसके पिता का यही व्यवसाय था, कदाचित्‌ इसीलिए वह इस 



























































































































































चित्र ५... 
[ 


ला 


हु 
हे 


नर 
आफ 


पुर में उमर खब्यास की कत्र। 
ह्ल्क्ेल्नेस, उन्त्रापरिव्ट, न्यूयॉ्--१०,की गनुणा से, टी० स्ट्र इछ कृत ८ कॉन्‍्साद 
रे मेथ्मव्टिसि (१.७८ हालर ) से पत्युपादित ।] 


र्ण्४ड गणित का इतिहास 


से प्रसिद्ध हुआ | उसने वीजगणित पर एव प्रस्थ छिखा जिसमें उसकी रुयाति पैल 
गयी ॥ १०७४ में सुल्तान मलिक झाह ने उसकों बुला मेजा और उस्ते तिथिपत्र 
सुधारने का बाम सौप दिया। उसने ज्योतिषीय सारणियों वा सश्योधित सरकरण 
निबालछा और जलाठी सवत्‌ को जन्म दिया जो १५ मार्च १०७९ से आरम्म होता है। 

उमर सम्याम की स्थाति उसकी रवाइयों से अधिक हुई और ससार उसे मुल्यत 
कवि के रूप मे ही जानता है। उसने रवाइयो में ५०० मुवकत्र वाब्य लिसे हे जितवा 
रूसार वी अनेक भाषाओं में अनुवाद हो चुत्रा है। 

(व ख)" के प्रसार की विधि, जिसमें स कोई पूर्णाक है, पूर्व में पश्चिम की 
अपेक्षा बहुत पहले ज्ञात हो चुवी थी। यृत्रिछड को उतत सूत्र बी विशिष्ट दया 
सरू२ का पता था, विन्तु रा वे अन्य मानों का सूत्र सर्वे प्रथम उमर सम्याम मे ही 
दिया था। उसने एक स्थान पर छिसा है कि वह सख्याओ के चौथे, पांचवें, छठे, 

मूल एक नियम के अनुसार निवाखना जानता है। अपने वीजगणित में उससे 
उक्त नियम दिया नही है, विन्तु यह छिखा है कि वह नियम उसने एक अन्य पुतित 
में दिया है। उल्लिखित प्रन्य वी कोई मी प्रति आज तक जिसी के देखने में नहीं 
आयी है । 

आवुनिक गणित में समीकरणों का वर्गीकरण घातो के अनुसार जिया जाता है। 
उमर ख़्याम का वर्गीकरण इससे मिक्न था, शिस्तु वर्गीकरण वा सबसे 'हला 
व्यवस्थित प्रयास उसी ने किया था। उससे प्रथम तीन घातों के समीकरणों को दो 
वर्गों में बाटा था--- 

(ब') सरल (5779०) 

(ख) समुक्‍्त (20%०ण्यावे) 

सरल समीकरण वह इस प्रकार के समीकरणों का बहता है“ 

ब>प, बचनय', बच्च्या, 

कय-प्र, क्‍्यत्न्यों, कयज्नयों। 

इस प्रकार समस्त विपिद समीकरणा को उमर खस्याम 'सरल समीकरण कहता 
है। त्रिपद और चतुप्पद समीकरण्य को वह संयुक्त समोवरण' कहता है। त्रिपद 
समौकरणो में वह निम्नलिखित वारह प्रकार ग्रिवाता है-- 

य+खयरूग, योयजूखय, खय | गत्त्यों 

यौ+खय स्गय, या | गयजूखयों, गय>खय नव, 


चीजगणित २०५ 
यो+गयर-घ, यो-+-घत-गय, गय+घत्स्यों ; 
या+खयब “>घ, या--घर-खय', खय --घन्न्या । 
चतुप्पद समीकरणों को उमर ख़य्याग पांच वर्गों में विभाजित करता है -- 
बाौ-खय--गय>-घ, यौ-खय --घर--गय, 
य+-खय >गय-+घ, या-)-गय>-खय + घ, 
या --घ-खय --गय | 
अरब के गणितज्ञों की यह परिपाटी थी कि समीकरणों को भाषा के रूप में व्यक्त 
किया करते थे। उपरिलिखित समीकरण 
योौ--खय +>गय 
गी उमर ख़य्याम इस प्रकार लिखता था-- 
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“एक घन और एक वर्ग, मूलों के वरावर है।” 
इसी प्रकार समीकरण 
या->घर>खय - गय 
के लिखने का उसका ढंग यह था--- 
“एक घन और एक अन्य संख्या वर्गों और मूलों के वरावर है।” 
वर्ग समीकरण ५ 
यन्‍न्‍्पय+फ 
को उमर खस्याम ने इस प्रकार हल किया था-- 
फच्न्य--पय + ये (य--प) 
+(य--ऋ्प) --( इप) - 
“5 (य--झ्प) +(इप) +फ । 
वर्ग मूल लेकर दोनों ओर ३ प जोड़ देने से य का मान प्राप्त हो जाता है। 
उमर ख़य्याम का वर्ग समीकरण 
य+फ ज5 पय 
के हल इस सर्वेसमिका (6०0०५८9) पर आशधृत है-- 
य(प--य) + (य--प) *< (3) 
वेग समीकरण 
य-+-पय न्ूूफ 
के मूठ के लिए उमर खय्याम यह नियम देता है--- 
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“मूल के आधे को अपने क्षाप से गुणा करो। गुणनफ्छ को सस्या में जोड़ 
दो। योग का वर्ग मूठ छेपर भूत बा आधा घटा दो । शेष ही वर्ग वा मूछ होगा ।* 

उपरिद्धिरित उद्धरण में मूठ” का अर्थ * मूक वे गुणाव', सहया' वा अर्थ 
“अचर पद' और 'वग' वा अर्थ वर्ग गमीतरण' है। अत इस सूत्र से 

ये $ छुपे +फ-६ प। 
इस विधि से उमर राग्याम से भी इसी समीहरण 
यकशण्य ३२९ 

का साधन विया था जिशफा अल-खारिज्मी ने क्या था। 

स्पष्ट है प्रिः उपरिल्तिसित्त विधि इस सर्वसमियरां पर आपृत है-- 

म(पकय)-(य+३प) ६-(३५)" 

इश प्रकार, 

३९ ज| य (य+१०)७(य+ ५) ५-५. 

* (यन ५) +३९+२५७६४. 

भरत य। ५5८ 


यज३ 


/६४ बा ऋणात्मक मान छेने से दूसरा मूल प्राप्त होगा । 
सन्‌ ८६० म अलमाहानी ने निम्नलछिसित धन समीकरण 
यो+ब से + गय' 

का अध्ययन किया | अछमाहानी के कार्य ने गणितीय जगत को इतना आइप्ट किया 
कि अरबी और ईरानी छेसको में उपरिछिसित समीकरण का नाम मैल्माहानी 
सर्मीकरण' पड गया । | 

सन्‌ ८७० के लगभग अठमाहानी के एक समवालीन लेखक तावित इब्म कोरा 
ने घन रामीकरण की कुछ विद्धिप्ट दशाआ का साधन क्ियां। उसकी विधि 
मुल्यत ज्यामितीय थी। 

सन्‌ १००० के आस पास अरब के तिवासी अलहाज्िन ने भी घन समीक्रणा पर 
कार्य किया है। उसने उपरिलिखित समीकरण का हछ एक परवरूप (722००) 
भर एक अतिपरबक्तय (9८०७) के क्टाव बिस्दु विकालकर किया, जिनके 
समीकरण इस प्रकार हें--- 
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यू -- कर, (परवरूय ) 
और. र(ग--थ) +> कख (अतिपरवलूय ) 


तत्यब्चात्‌ उमर ख़य्याम ने अपनी छेखनी घन समीकरणों पर उठायी 
कहा जाता है कि एकवार उसने यह वकक्‍तव्य दिया था कि घन समीकरण 
;क्‍ या-+रच्ल्ला 

का बन एांकों में हल नहीं निकाला जा सकता । पता नहीं कि इस कथन में तथ्य 
कितना है क्योंकि उमर खय्याम की कृतियों में ऐसा वक्तव्य कहीं नहीं मिलता । 
किन्तु उमर खय्याम ने अन्य कई प्रकार के घन समीकरणों का साथन तो किया है। 
उसने निम्नलिखित समीकरण 

य-+-खय +>खे ग 
का हल निम्नठिखित शांकवों (००४८७) के कटान विन्दु निकाहूकर किया-- 

यो -- खर्‌ 


और रुच्त्य (ग-नय) । 


इस प्रकार के समीकरणों 


या-.कय जन गे 
हे हछ उसने निम्नलिखित श्ांकवों के कटान विन्दु निकाहकर किया-- 
हे यरच्त्गः 
बार रे 


. चत्ग (य+क) । 
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इसके अतिरिक्त इन शांकवों 
रज्त(य-£क) (ग--य) 
ये (ख--र) >-खग 
के कान विन्दु निकालकर उसने निम्नलिखित समीकरणों का साधन किया-- 
या कय --ख य + ख ग। 


और 


अन्य लेखक 
अरबी लेखकों में इब्स अल-पास्मीन वग नाम उल्छेखनीय है | इसका पूरा नाम 
अच्बुल्छा इब्न मुहम्मद इब्न हज्जाज, अबू मुहम्मद था। बह मोरबकों का निवासी 
था और इसकी मृत्यु १२०३ और १२०५ के बीच हुई शी । इसकी प्रसिद्धि इसकी एक 
कविता अजुद्ा' से हुई जो इसने बीजगणित पर लिखी थी। उतने रचना की करे 
देलशिपियां आप्य है और उसने वीवनपित को जनता में बहुत लोकप्रिय चना दिया । 


२०८ गणित का इतिहास 


एवं अन्य छेखक अछ तूसी का भी नाम छिया जा सकता है। इसका वास्तविक 
नाम अल मुजफ्फर इब्न मृहम्मद इब्न अल-मुज॒फ्फर झरफ़ उद्दीव अल तूसो था। 
यह तूस का निवासी था और इसकी मृत्यु लगभग १२१३ में हुई थी। इसती 
कृतियाँ ज्यामिति और वीजगणित पर है । इसने एक नश्नतन्यलर (25०४९) 
बा मी आविष्कार किया था जो तूसी-दण्ड' के नाम से प्रसिद्ध हुआ। 


(७) सोलहवों और सत्रहवों शताबिदियाँ 
यूरोप 


मोलहदी इताऊी के गणितज्ञो में प्रमुख नाम इटली के जिरोलेमो कार्ड 
((७॥770!9770 (:»0»7) का आता है। इसका जीवन काल १५०१-१५७६ था । 
यहें फेसियों बाईनों (४४८० (४तेंशा०) का अवेध पुत्र था जो मिलन का एक कानून 
का विद्वानू था। काईन का जन्म पविया (7४७४७) में हुआ था। इसने पविया 
और पडुआ में शिक्षा पायी और यह औपवि विज्ञान का स्नातक हो गया। विश 
इसके अवैध जन्म के कारण मिलन के वेद्यव कालिज से इसका निप्वासन हो गया। 
१५३४ में यह ज्यामिति का अध्यापक हो गया। सन्‌ १५४३ में यह पत्रिया विश्व 
विद्यालय में औषधि विज्ञान का प्राघ्यापक् नियुवत हो गया । 
काईन ने वीजगणित और फ्लित ज्योतिष (250००) ) पर जो पुल 
लिखी उनसे उसकी ख्याति यूरोप भर में फल गयी । जब वह अपनी अमिद्धि वे शिलर 
पर पहुँचा तव॑ उसके लडके ते एक लडकी से विवाह कर लिया जो पर्ति परायण नहीं 
निकली । उसके पति ने उसे विप दे दिया जिसके कारण उसे फाँसी पर चढा दिया 
गया | इस घटना से काईन की कमर टट गयी और उसकी ख्याति को मी बडा मारी 
धक्का छगा। उसे किसी अज्ञात अमियोग पर मिलन से निकाल दिया गया। सर 
१५६२ में बहू बोीना (90०79) मे प्राफंसर नियुक्त हो गया । सत्‌ १५७० 
में वह पदच्युत कर दिया गया और बन्दी ववाकर रोम मेज दिया गया) उसके जीवन 
के अन्तिम वर्ष रोम में ही कटे । अन्त समय तक उसे पोष से पैशन मिलती रही। 
कार्डन के चरित्र के विषय में स्मिथ का यह पैरा उल्लेखनीय है जो उसने अपन 
गणित के इतिहास कै प्रथम माग के पृ० २९६ पर दिया है-- 
काईन में परस्पर विरोधी गुणा का समावेश था। यह एव ज्यौतिषी मो 
था और दक्षत का गरमीर विद्यार्थी भो | वह एक जूआरी था, फिर भी एक उच्च 
बौटि वा बीजगणितज्ञ था । वैद्यन्‍' में उसका निदान बडा सम्यक््‌ था, तथाएं 
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उसके कथन बड़े अविद्वसनीय होते थे । वैद्य होते हुए भी वह एक हत्यारे 
का प्रतिरक्षक था। एक समय वह बोलोना विश्वविद्यालय का प्राध्यापक था। 
किस्तु एक अन्य अवसर पर वह अनाथाश्रम का निवासी भी वन गया था। वह अच्च- 
विद्वासी था, फिर भी मिलन के वैद्यम कालिज का कुछाचार्य ( रि०८८० ) 
वन गया। वह एक उद्धर्मी (स्रिट्ाट्त॑ट) था, जिसने ईसा की जन्मपत्री प्रकाशित 
करने का दुस्साहस किया । तथापि उसे पोष से पैशन मिली। वह अतिवादी होते 
हुए भी प्रतिभाशाली था। तिप्न पर भी था वह विलकुरू सिद्धान्तहीन ।” 

निकोलो टाई ग्लिया (]२८८०० 7थ८४९१७) भी इटली का ही एक गणितज्ञ 
था। इसका जन्म लगभग १५०६ में ब्रेस्किया (37८४८०) में हुआ था और 
मृत्यु सन्‌ १५५९ में । इसका बारूपन दारुण दारिद्रय में बीता । १५१२ में ब्रेस्किया 
के विध्वंस के समय फ्रांसीसी सिपाहियों के द्वारा इसके कई आधात छगे। ब्रण 
तो धीरे धीरे ठीक हो गया, परन्तु इसकी जिह्नला पर कुछ प्रभाव रह गया जिसके 
कारण यह हकलाने रूगा । इसीलिए इसका उपनाम “ार्टों ग्लिया' पड़ गया, इटें- 
लियन भाषा में जिसका अर्थ हकलाने वाला' है। इसने स्वाब्याय द्वारा ही शिक्षा 
पायी । किस्तु फिर भी यह १५२१ में वैरोना (०८०७७) में गणित का एक प्रतिष्ठित 
जअध्यावक हो गया । 

टाट स्लिया की पहली मुद्रित पुस्तक शातब्निकी! (6ए0०ए) पर थी 
जो वनिस (ए०८म८९८) से १५३७ में प्रकाशित हुई | इसकी दूसरी पुस्तक एक 
भब्नोत्तरी के रूप में है जिसमें शातध्तिकी और संवद्ध विपयों के अतिरिवत घन 
पमीकरणों पर भी कुछ प्रइन दिये गये हैं । इसने गणित पर भी एक ग्रन्थ लिखा है 
जिसमें व्यापार गणित के नियम दिये गये हें । इसके अतिरिक्त उक्त ग्रस्थ में जन- 
जीवन और व्यापारियों के रीति-रिवाज का भी विवेचन किया गया है। इसकी 
दी अच्च कृतियाँ उल्लेखनीय हैं--- 

१. आकिमेडीज़ के ग्रस्वों की टीका (१५४३) 

२. यूक्लिड का अनुवाद, जो इटेलियन भापा में, उक्त लेखक के ग्रन्थ का, सबसे 
पहला अनुवाद था। (१५४३) 

कार्डन और टार्देंग्लिया की जीवनियां एक दूसरे में गुँवी हुई हें। टाठें ग्लिया 
ने लिखा है कि १५३० में जॉन डा सोइ (]00 १७ ८०॑) ने, जो ब्रौस्किया में एक 
जव्यापक था, उसको चुनौती के रूप में निम्नलिखित दो समीकरण हल करने के 
लिए भेजे- 

श्ड 
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यॉ+रेय ५ 

और यो+श्या+८यत १०००. 

टार्दे ग्लिया उस समय तो इन समीकरणो को हल नहीं कर सवा। किलु १९१९५ 
में उसने एक ऐसी विधि निकाल छी, जिससे वह्‌ निम्नलिखित प्रकार के रिसी भी 
समोक्रण का सावन कर सकता था-- 

यौ+बय >-ग | 

सन्‌ १५३५ में टार्टे ग्विया का पछोरिडो ([40700) से इन्द्र निश्चित हुआ। 

टार्द ग्लिया जानता था कि फ्ओोरिडो ने इस प्रकार के समीकरण 
य+सय व गे 

वा हल निकाल लिया था। अत उसने जथक परिश्रम सिया और इन्द्र से दुठ ही 
समय पहले इस समीकरण का रागघन करने में सफल हो गया। इस प्रत्ार उसी 
जीत निश्चित हो गयी, क्योकि वह जानता था कि वह पलछोरिडो के विसी भी प्रखे 
बा उत्तर दे सहेगा, रिस्ठु उसके पास ऐसे प्रश्न विद्यमान ये जो पछ्लोटिश हैः ब्ही 
वर सकता था । 

डासोई ने टार्टो स्लिया को लिसा कि वह अपने हर की विधि को प्रवाशित दरें 
मैदान में आये। किस्तु टार्टग्लिया ने ऐसा बरने से इनशार वर दिया। इग सब ये 
में बार्दन और टार्टे ग्छिया में भी छुछ पत्राचार हुआ और निश्चिय हुआ हि दोनों 
आपमसे में मि्यर बात कर छे। टार्टी ग्लिया ने इस आश्वासन पर कि बाई उस 
गहरथय वो गुप्त रसेगा, उसे अपने हल वी विधि बता दी । 

सन्‌ १५४५ से वाईत ने अपना ग्रन्य अमंमेंग्ना (#5ण2872) प्रराशित 
सिया और उसम घन समीररण मे हल वी टाट्टी ग्िया वी विधि भी छाव दी, हिंगे 
गुप्त रुसने बा उसने बचस दिया था। टार्ट/ग्लिया वी विधि इस प्रतार है” 

यदि योौ4राय जग 
वा मान छो जि ये -5 प-्स और सा ० २७ पग। 
वा यकूपर >सरे 
व्याकि (वर श्श ग्)ज सायपिरे नगर) + पनया 


कारईल या कया है कि उपरिर्थि र ४ घन सभीगरध एश गीत सीचियो $8 
करा (९लपूप० त॑ |. घछ) ने सन्‌ १५१४ के आगधाग की निशा टिया था 


बीजगणित - २११ 
और उसने उसका रहस्य अपने-शिप्य फ्लोरिडो को बता-दिया था। टाटे ग्लिया भी 
इस वात को मानता है। 


काईन ने अपनी असमेंग्ता में निम्नलिखित - समीकरणों का सावन भी 
किया धा- 


यो -- कय +-ग 
बार या--कय  सन्ग। 


पहले समीकरण में उसने य 55२ |-! के रखकर य के पद को अन्तहित कर 
दिया। दूसरे समीकरण में उसने य 5- र--3 क प्रतिस्थापित किया | 


हब लग गले 
कारन ने यन्‍- - . रखकर इस सर्म 
र्‌ 
योग -- कयो 


के भी हु किय्रा। उसने य* के पद को लुप्त करने की यही विधि साविक घन 
समीकरण 


यौ--कय +-खय जग 
पर भी छगायी । समीकरण 


या--खय जग 
का हुछ उसने इस रूप में निकाला-- 


कं 


डैस प्रकार कार्डन ने ऐसी राशियों 
हक अमन कक न 
शक ० शंख 
“गे उपानयन किया जो यूक्लिड की राणि 
क -- जले 
से भिन्न थीं। 
इसमें सन्देह नही कि कार्डन में अदनत प्रतिमा थी। उससे घन समीकरण की 
अजपुकरणीय दवा ([पाटतेपटणिंट ८8४४०) पर भी विचार किया । इसके 


पनरिक्‍त उसे इसका नी ज्ञान था कि किसी समीकरण के कितने मृच्ठ होते हैं और 
जन एक प्रदार से सम्मित फलनों ($07॥रगराए८ एफाट्पं05) के निद्धान्त वी 
न्त नींद डाली 


् + च्चा ॥दग्गाएनत, ०-७३ ऋओं मा सिली कट 
इसने बीजगणित के अततिरइत अकगाशणत, उयोपतियं, भीतिद 


श्श२ गणित का इतिहास 


और अन्य कई विपयो पर भी पुस्तके लिखी हू । किल्तु वह जितना प्रतिभाशाली था 
उतना ही बेइमान भी था। उसका एक शिष्य फेयरी (स्टए्श्टा) था, जिसने 
चतुर्धात समीकरण ((१७४७८ झपुष्पध०्ण) 
यॉ+धय+३६ न्‍| इण्य 
का घन समीकरण 
रो+ १५९ + ३६२ 5८४५० 

मे परिणत करके उसका हछ निराला था। काईन ने उक्त हल भी अपनी अत 
मग्ना' से छाप दिया । और विशेषता यह थी कि डासोइ ने कान को मी एक समस्या 
हल बारने के लिए दी थी, जिसमे उपरिलिखित चनुर्घात समीवरण का सापत कला 
पडता था । जब बाईन से स्वय यह कार्य सम्पन्न न हुआ तो उसने उतत प्रन फैरारी 
ना दे दिया। जब फेरारी मे उस हल कर दिया तब काईन ने उसे अपने नाम से 
प्रवाशित कर दिया। /१ 

छांड्ोविको पैरारी (7.08०9॥८० फल्यक्ाा) वा जन्म १५२२ में बोलोता में 
विपन्रावस्था म हुआ था । उसकी मृत्यु लगभग १५६० में हुई थी! १५ वष 
अयस्था में उसे बार्डन के घर में मौकरी मिल गयी। कार्डन ने देखा कि हंडगा 
हानहार है। भतः पहले तो उसे अपना सचिव वनाया और वाद में शिष्य के स्‍्प 
में स्वीकार बर लिया। विल्तु फैरारी मिज्ञाज वा वडा तेज़ था। अत वरईनर्स 
उसकी पटती नहीं थी। १८ वर्ष बी अवस्था में उसने गुरु से सबन्ध वाड दिया और 
स्वय अध्यापव' हो गया। उसे पैसा भी प्राप्त हुआ और रयातिं भी। तपरचात 
बह बालाना में प्राध्यापक हो गया । विस्तु एक वर्ष के अन्दर ही रे८ वर्ष की अत्पाः 
बस्था में उसका दैेहान्त हो गया। छोगा का अनुमान है कि उसकी बहिते मे ञ्से 
विप दे दिया था । 

फरारी ने चतुर्घात समीकरण 

य+वर्या+-खय +गय+घ कर ० 
दे हल वी जो विधि निवाली है वह इस प्रवार है-- 

पहरे चनुर्घात समीकरण को इस समीकरण 

ये +पर्या +फ्य कब ू२ ० 
से परिवर्तित कर लो । 


बीजगरणित २१३ 


कवर इस समीकरण से हमें प्राप्त होगा 
या/-रपया--प न्‍ू प्या--फय-त्र £प , 
अबवा (यो८-प)' नू प्य --फय +प >-्ते । 
अतः (बो++प4+-र) स-(प+रर)य-फय +(प व : रेप ; र)ी। 
अब र का मान इस प्रकार निर्वारित करो कि दक्षिण पक्ष एक पूर्ण वर्ग हा जाय, 
जिम॒के लिए आवश्यक अनुवन्ध 


फोस्न४(प्‌+२र) (प्र ३-शपय :-< ) 
। 


/7 


यह एक घन समीकरण है । इसका साधन करते ही मौछिक समीकरण का 
हल निकल आता है । 


राफ़ेल वॉम्बेडी (२४व्चिर्ण 307८) ) बोलोना का निवासी था, जिसका 
जन्म लगभग १५३० में हुआ था। वॉम्बेली के जीवन के विपय में कुछ भी पता नहीं 
है। उसकी वीजगणित की पुस्तक की मूमिका से यह अनुमान होता हैं कि वह एक 
इंजीनियर था। उक्त पुस्तक १५७२ में प्रकाशित हुई, जो इठली की सर्व प्रथम 
पुस्तक थी, जिस पर अलजेन्ना का नाम पड़ा था। सन्‌ १५५० में उसने ज्यामिति 
पर एक पुस्तक लिखी । दोनों पुस्तकों में उसने काल्पनिक सम्मिश्न राशियों (77028- 
हगथाए ८णगफ०८ वृण्णाभं०४) का उपानयन किया है । उक्त राशियों को 
सहायता से वॉम्बैली ने घन समीकरण की अलरूघुकरणीय दशा का हल निकाला । 
उक्त हल में उसने यह सिद्ध किया हैं कि-- 





४प५२--५/०--२२०९--४--४०--१- 

इस प्रकार गणितीय जगत्‌ को काल्पनिक राशियों का स्व प्रथम परिचय घन- 
समीकरणों हारा मिला, और वह भी उस दश्शा में जबकि उक्त समीकरण के मूल 
वास्तविक होते थे । किन्तु आजकल काल्पनिक राशियों से विद्यार्थी की पहली मुठ- 
भेड़ वर्ग समीकरणों में होती है। ह 

वॉम्बेडी की पुस्तक बंहुत छोकप्रिय सिद्ध हुई, और गणितीय जगत्‌ में सम्मिश्न 
राशियों का जो डर बैठा हुआ था, वह जाता रहा। 

फ्रैसॉय बीटा (प्शा८०ं5 फैं८८७) फ्रांस का एक गणितज्न था, जिसका 
स्थिति काल १५४०-१६०३ था। यह क़ानून का अव्ययन करके एक वकील बन 
गया। इसकी प्रसिद्धि बढ़ती गयी और १५८९ में यह संसद की परिपद्‌ का सदस्य 
हो गया । 


श्र गणित का इतिहास 


वीटा के जीवन की एक घटना वडी राचक है। स्पेन का राजा फिडिप डितीए 
दूसरे देशा को अपने सदेश एक साकेतिक भाषा में मेजा करता था और उसे विश्वास 


था वि उसके सकेता का अथ काई अय व्यक्ति नही निवाल सकेगा! एक बार 


मु हि 02 हा 
पर औ जल, फल 
८2222, कि 
४ ५ 2 2 ६6 8 
5 का 
डी 202 25% कह १5 
रद हि / कक 
कै व ह। 
हि र्ं ये हा 
बॉ एफ 5 न 
$ पर, के. 
है 9० दर 
सही. जिक्र कण. के तर 
जता | 
अचल ज्््् त्ड>ः 
। ह ला नए ःश्या कि ] 
के 
(्‌ ख्ब्बॉ है 
के कक 
का ॥_ # ड़ 
पा 
5 
खफा 





चित्र ३८--क्रेंगॉंय बीडा (१५४०-१६ ०३) 


| दायर ५ स्ल्य से ३ वॉसेरिटेंट न्यूवॉर-६० बी अदुए सडी खूहक एत ६ वपॉनराइड 
दिखी अक मर्येकेकास ( ६ ७ दाटर ) सप्रयुपदित ] 


बीजगणित श्‌' 
बीटा के हाथ में एक ऐसा संदेग पड़ यया, जिसमें ५०० से अधिक वर्ण थे । बीटा 
उमका अर्थ निकाल लिया। तत्य से प्रकार के जिनने भी संदेश फ्रांसीसियों 
हाथ भे पड़ते थे, बीटा के पास मेल दिये जाते श्रे और वह सदैव उनका ठीक ठीक : 
मिकाछ दिया करता था। जब फ़िलिप द्वितीय को इस घान वा पता चला कि फ्र 
में उसकी सांकेतिक भाषा का अर्थ निकारझू रिया जाता है तो उसने पोप के ५ 
शिकायत भेजी कि फ्रांस चाछे उसके विरद्ध जादू का प्रयोग कर रहे हे । 
वीटा को विज्ञान और अव्ययन से इतना प्रेम था कि वह जितने अभि 
(007०५) छिखा करता था, सबको अपने ही व्यय पर छपवा कर बूरोप के सम 
देशों में मेज दिया करता था। 


वाट को आधुनिक बीजगणित का जन्म दाता कहते है। वचह् उन छेखको 
भे था जिन्होंने सब प्रथम वीजगणित में संस्याओं को निरूपित करने के लिए बर्णो 
भैयोग किया--ज्ञात राणियों के लिए व्यंजनों का और अनात राजियों के लिए रू 
की। समीकरण चिह्न को छोड़कर उसकी प्रायः समस्त संकेतलिपि वैसी ही 
जैसी आवुनिक ब्रीजगणितीय पुस्तकों में प्रयुवत होती है । वह अजात राणि के वः 
लिए 'अक़' लिखा करता था, घन के लिए 'अक' और चतर्थघात के लिए 'अवः 
वीटा से पहले समीकरणों के हल के लिए ज्यामितीय विधि का प्रयोग 
करता था। बीटा ने बैशलेपिक विधि को अपनाया । वह वर्ग समीकरण 
य-+कथ -+ ख ल्‍र ० 
को इस प्रकार हल करता था-- 
यज-ल+-व 
उतने से समीकरण का यह रूप हो जायगा-- 
छ-+- (सव-+क)छ-+-(व--कव- ख) ++ ०. 
अब व को इस प्रकार चुनो कि श्व--क -+ ०, अर्थात्‌ चर 
त्तो ले (क डंख ) सन्च्०, 
अतएव छ ++ --) «का ख्ख । 


् 


ये न्‍त्क+व 5८--हक -: ६ */क --थख । 


चीटा की घन समीकरण को हल करने की विधि यह थी--- 
समीकरण यॉ+पया--फब--व नूर ० 


स्न्स्न््डै प 


२१६ गणित का इतिहास 


रखने से समीकरण इस रुप में आ जावगा-- 
रो-+उखर 5 रंग । 





इस पप्ठघात समीकरण को वर्म समीकरण की मातरि हल करके छ का मात 
निकाला जा सकता है। इस प्रकार 'र' का और फ़िर अन्त में था का मात निरक 
आयगा। 
वीटा ने घन समीकरण के और मो कई हल दिये हे, किन्तु यही हल सबसे 
मरल है। 
वीटा ने चतुर्घात समीकरण का मी अव्ययन क्या था। उसकी विधि ईस 
प्रकार थी । 

समीकरण य-सछयाॉ्खय न्‍ूये 
को इस प्रकार लिखो-- यॉ+रछय' ++ ग--सय । 

अब इस समीकरण के वाये पक्ष को पूर्ण वर्ग ववाकर आगे बढो । 

इस विधि में भी अन्त में हल एक घन समीकरण पर ही आयृत होता है। 

वीटा ने इसकी विधि दी कि किसी साविक समीकरण के मूलो को किस प्रार 
किसी दी हुई सख्या 'ठ' से बढाया अथवा घटाया जा सकता है। इसके अतिरित्त 
उसने सख्यात्मक समीकरणो के मूला के निकट मान निकालने की भी विधि वा । 

वीटा ने किसी गुणोत्तर श्रेढ़ी का, जिसका सा्वे जनुपात ((0शाशणा 720०) 
१ से कम हो, योग निकालने का सूत मी दिया था। 

किस्टफ स्डोल्फ ((शप॒र्णी२णतेणर्वि) एक जर्मद गणितज्ञ घा। देने 
जीवन के विपय में बहुत कम जानकारी प्राप्त हुई है। इसते १५२५ में एक व्ज* 
गणित लिखा जो इस दिपय की जर्मनी से प्रकाशित हुई पहली महत्त्वपूर्ण पुस्तक गयी 
उक्त पुस्तक का नाम कास (00७) था और उसने जममती में बीजगणित को बहुत 
लोकप्रिय बना दिया। स्डोल्फ ने दो पुस्तकें और छिखी हैं जितमें से दूसरी मे 
प्रइनों का सम्रह है। वह १५३० ई० में प्रवाशित हुई थी 

मूल चिह्न ९ का प्रयोग सबसे पहले रूडोल्फ ने अपनी कॉर्स' में ही दिया 
या। बुछ इतिहामज्ञो का अनुमान है कि सह चिल्ले अग्रेजी 7 का ही विदत पे 
है और झूडोल्फ ने इसलिए इसका प्रयोग दिया था दि यह //7७”“ का पहडा 
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रण था जो इसने छगमग १५५३ में निकाछा। इस पुस्तक से ही इसवी स्थाति 
बढी । उक्त पुस्तक में इसने 
0 न डी फ्री 
के लिए इन चिह्नो का प्रयोग क्या है 
है; एक पर, उठ टेट, 

कुछ छसको का जनुमान है कि घातांक नियम ([76८४ .2७) वे तिम्ह- 
लिखित उदाहरण सबसे पहले स्टाइफेल ने ही दिये थे-- 

२! २४२ , रा .रपनर | 


(२-८२ , (२) फेर 

स्टाइफेंल ने केवल ये उदाहरण ही नही दिये हे । उसने चारो मूलमूत घाताई 
नियमों को झब्दों में व्यक्त किया है। इसके अतिरितत उसने ऋण घातोको पर भी 
विचार क्या है। 

१७वीं शताब्दी में पदापण करते ही पोयेर फर्मा (था सिथरा॥॥0) हीं 
माम प्रमुख रूप से आता है। यह फ़ास का एक ग्रणितज्ञ घा और इसका जीवन काठ 
१६० १-६५ था। इसने संस्याओं के गुणघर्मों पर बहुत सा गवेषणा कार्य विया है! 
इसका कार्य स्याओं के क्षेत्र में इतनी उच्च कोटि का था कि इसे आधुनिक संध्या 
मिद्धान्त का जन्मदाता बहा जाता है। डायफण्टस के पदचातू सस्या सिद्वाल वीं 
इतना भहान्‌ जानकार कोई मही हुआ था । यह प्रतिभाशाली तो था ही, कदाचित्‌ 
कुछ सनकी भी था। तीस वर्ष की अवस्था तक तो इसने गणित पर ध्यान मी नही 
दिया था और इसका भी कारण समझ में नहीं आता कि इसने अपने गवेषणा की ः 
मुख्य फछा का विवरण अपने मित्रों को लिखे गये पत्रों मे क्यो दिया है। इन 
डायफॉण्टस के ग्रन्थ पर अपनी टिप्पणियाँ और पत्र लिखें हे जो टीवा के रुप में इसकी 
मृत्यु के पश्चात्‌ इसके पुत्र ने १६७० में छापे । इसका सपूर्ण कार्य ऊद्रे (07्ररतठ) 
माम से १८९१ में वेरिस से प्रकाशित हुआ, जिसमे उपरिलिखित टिप्पणियों वे अति 
रिक्त इसके पत्र भी समाविष्ट है, जो इसने दकारते (068८7), पासर्ल 
(22४८५) और ख्वर्बल ((२०७८८००) इत्यादि को लिखे थे। 


फर्मा ने छिखा है कि समीकरण 
योर नञकी 
बा वाई पूर्णाक हछ हो ही सदी सकता, यदि स २ से बहा कोई मी पूर्णाव हो । सह 
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5 ( 5 हर संनीयाान >नप्माहा 
के नाम से प्रशिंद है। फर्मा ने एस सगेस बन स्व शातात की 
उपानि ६.0 2... 5 2. 5 बत" हु न्‍ द्पा ब :७ जज नस | दे 
दयानि नही दी है। जो बुछ भी उसदे सीये प्रभाग मिदे है राग्गन्त (५ छ०छ) 
८ 


3 हू मे मी न में मित्री थी। फर्मा िि 
छिपि दाना प्रात्त ऋृग # जा १८०९ में टीन में मिद्री की। कर्मा न 


र्‌« 


लक जक यो के पड मेने न्ल्प्प 

शाह इथान मर लिया हू हि. शत «|| 
हे प्रमेग की न 

ये की शक सल्दर 


पति नगाली 9. |, किल्लत ब्जपल आन्‍क डर मर द्धा ग्घान बाल 
मुन्दर उपयस्ति निकाड़ी हूं) किल्‍्तु उसे सर्ा दस का लिए रखताव बहुत 
या 3 

सह! 


यह प्रभेय आज विश्वविरमान हो गया हे भौर बटवा खेगदा उसे प्र्मा लग अन्तिम 
प्रमेन कहते हूं। फर्मा के समेय से झ्ाज तक दसियों गणितयों से इस पर माथा पत्चा 


और कुछ विशिष्ट दशाओं में इसकी उपपत्तिया भी निकाली है । किन्‍्चु साबिक 


की है 
प्रमेय की सत्तोपजनक उपपत्ति आज तक कोई भी नहीं दे पाया हैं। उबत गशितज्ों 
में निम्नलिखित के नाम चिश्ेष रूप से उल्देसनीय हे--- 

बॉयलर (70०), छामे (.09०), कोशी (९००८५), ऊुँमर (88 0- 
ग्रके, लेजाण्दू ([.08०१०), लेचेग ([-000४8५०), दिविसन (90507॥) । 

मंस्या सिद्धास्त पर अनेक छेखकों ने छेरानी उठायी है। इस संवस्ध में वेंशेंट 
(82८४०) का नाम उल्लेखनीय है। यह कुछ दिनों तक इलछी में रहा और 
असका विचार घामिक क्षेत्र में पदापंण करने वा था । किन्तु कुछ समय परचात्‌ यह 
पेरिस चछा गया और फ्रांस की विज्ञान परिपद्‌ (ह८४वैशगउ० तेंट5$ 5$लला८०5) 
का सदस्य बन गया । इसने टायफेण्टस का अनुवाद किया, जो १६२१ में प्रकाशित 
हुआ इसकी सर्वोत्कृप्ट कृति गणितीय मनोरंजन पर थी, जो आजतक आदर की 
दृष्टि से देखी जाती है। 


हि 

टामस हँरियट ([॥0798 लिक्षाए7००) का जीवन काल १५६०-१६२१ था । 
यह ऊंललेंण्ठ का निवासी था और १५७९ में यह ऑक्सफोर्ड का स्नातक हो गया। 
पह सर वॉल्टर रेंडे (5७ एटा 7२/लह्ठी)) का सहायक नियुक्त हुआ, जिसने 
६५८५ में इसे वर्जीनिया (फ्रशष्ठाणमं) का सर्वेक्षण करने के लिए अमेरिका 
भेजा । इंग्लें्ड छौटने पर इसने अपनी यात्रा का वृत्तान्त (१५८८) प्रकाशित किया | 
इसने वीजगणित पर एक पाठ्य पुस्तक छिखी जो इसकी मृत्यु के दस वर्ष पश्चात्‌ 
उवी। इसने जज्ञात्‌ राशियों के लिए छोटे स्व॒रों जौर ज्ञात राक्षियों के लिए छोटे 
वपंजनों का प्रयोग किया था । से बड़ा है! और से छोटा है! के लिए इसने ये चिह्न 
>» < प्रयुवत्त किये थे। इसके ग्रन्थ में निम्नलिखित प्रकरणों का समावेद् है-- 


दिये हुए मूलों के समीकरण बनाना, मूलों की संख्या के! नियम, मूलों और 


२२० गणित का इतिहास 


गृणाको का पारस्परिक सबन्ध, समीकरणों का रूपान्तर, सस्यात्मव' समीकृणा। 
का साधन । 

जॉन नेपियर (]० 'िथछा८) (१५५०-१६१७) स्कॉटलेप्ड का एर 
गणितज्ञ और लघुगणका ([.08गारध॥75) का आविष्कारक था। इसने १५४) म 
मट्रिक परीक्षा पास की । तत्पश्चात्‌ यह अध्ययन के लिए पेरिम चला गया और 
इसने इटली और जमंनी में पर्यटन किया । लछौटकर इसने विवाह क्या। इसी 
एक लडका था आविवाल्ड (/८४४र्श), जो वाद में छाई नेपियर कहलाया। 

नेपियर ने स्कॉटलेण्ड के पर्मशास्त्र के इतिहास पर एक पुस्तक लिखी, जिम 
बडा आदर हुआ । तल्वस्चात्‌ इस) युद्ध के बहुत से उपकरणा का आविणार तिया। 

१६१४ में इसकी पुस्तवा डेस्क्रिायों (0७ल्‍८70900) निकली, जिसे 
इसने रूघुगणकों के आविप्कार का विवरण दिया था। उक्त पुस्तक में पहली गए 
रूघुगणका की परिमापा और एक लघुगणव सारणी भी दी गयी थी। पुल्तकर्ग 
हपते ही बड़े बड़े गणितज्ञा--राइट (छफ्ा8/॥0) ऑर ब्रिग्स (07885) वी &8॥ 
आहप्ट किया। राइट ने उसका अप्रेजी मे अनुवाद किया, जिसे उसकी मूल 
पदचात्‌ १६१६ में उसके पुत्र ने प्रकाशित कया। 

जो लधुगुणक नेपियर ने आविष्ड्डत क्ये थ, वे वह मही है, जो शाजाल 

द्मलव लघुगणक वहछाते है। मौलिक लूघुगणकी वा नेपियर और दिस ते 

ही दशमछव लूघुगणका में परिवर्तेत क्िया। इन दीनो ने मिलकर १६२४ में एक 
पुस्तक' एरियम टिका ला्गेरियमिका (ैपरशटप८७ [.08आ/00) प्रकाधित 
की, जिसमें १-३०,००० और ८०,००० से १,००,००० तक वी सख्याओं ने हई 
ग्रणवा दिये गये थे। 

मेपियर ने १६१७ में एक अस्य पुस्तक रेड्ड्रॉवोजिया ( पछदणंग्ठ्ाग) 
प्रकाशित की । इसमें गंणक छडा ([पिंएगालाय्य्माह 7००5) का उल्हेस पिया है, 
जिनसे गुणन और भाजन में वही मुविषा होती है । कुछ लेखकों का अनुमात है हि 
यही प्रुस्तत नेपियर की महत्तम शैति थी। 

छघुगणत्रों वे अतिरिक्त नेपियर को दशमलव मिन्ना और दशमलव बिंदु पद 
भी बड़ा अधिकार था। 

हूनरी दिग्स (वलाए) 0सट85) (१५९६-१६३०) एक अग्रेड गधितज था! 
१५८१ में यद नेम्विज का स्तातक हुआ। १५९२ में रोडर (स्त्सवय) हा गया 
और १५९६ में लमदत है एव काहिज से प्रोपेंसर हो रया। इसने लेपरिस्श से यह 
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प्रस्ताव किया कि लघगणकों का आवार संख्या १० को बना दिया जाय | कक 

के हर भतो ने मिलवार १६०४ में लघुगणक सारए 
इम प्रस्ताव से सहमत हो गवा और तब दोनो ने मिलकर श१६४४८म ३ 7 पी 
छाप्ी, जिसका उल्लेख हम ऊपर कर चुके है । ब्रि्सने सब मिलाकर दस उस्तक 
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चित्र ४०--नेपियर (१५००-१६१७) 

[डोवर पब्लिकेशस, इन्फॉर्पो रेट, न्वूयॉर्क--१ ०, की अनुज्या से, टी० स्ट इक इत 'छ कॉन्साइज 
हिस्ट्री ऑफ में थमेट्क्स' (१९७८५ टॉलर ) से प्रव्युत्पाठित | ] 
प्रकाशित की और छ. अन्य पुस्तके लिखी, जो छप नही पायी । प्रकाशित पुस्तको 
के विपय यूक्छिड, रूघुगणक, त्रिकोणमिति ओर नौवहन (ऐे४एांडु॥प००) हे । 


श्र२ गणित का इतिहास 


विलियम आउद्रेंड ( एक 0पश्ाघत्ठ) (१५७४-१६१७) 
गणित था जिसने अकगणित और वीजगणित पर एक छोटा सा ग्रन्थ हि 
ग्न्‍्थ में क्दाचित्‌ पहठी वार ममानपात चिद्ध (587 ० क०.लाएणा, 
और अन्तरचिह्न (झा ० तालिसा८८) (>) का प्रयोग जिया गे 

आदठद्रेंड ने एक पुस्तवा लघुगणको पर भी लिसी। विस्तु इसकी अपि 
सूपर॑सक (5]0 १७४०) के वारण हुई । 

ऐड्मण्ड गष्टर (69एा0 6णराएट्व) एवं अग्रेज गित॒जञ था गिर 
बाल १५८१-१६२६ था। इसने बेरटमिस्सटर ( एतवाफात ) 
शिक्षा पायी और १५९९ में यह आँद्सफोई के एक बाज में भर्ती हुआ 
से अन्तकाल तक यह ग्रेशम काछिज (5:०9.0॥ 00८2०) में ज्यौतिष गे 
पक रहा। इसने सामान्य आधार पर आश्ित छूपुगणवीय ज्याओं | 
और स्पज्याआ (7माहुटला७) की पहनी सारणी प्रशाशित की और भ 
शिग्स को सुचाय दिया वि लूघुगणयों में अक्गणिवीय परवा [/747 
(७०॥/॥॥ए८॥४१) वा प्रयोग किया जाय । इसके व्यायहारिय आविएोर 

2 ग्रष्डर शूसल्ा (ठशावः (वंध)--छो सर्वेक्षण में बाम भा 

२ ग्रष्डर रेसा ( 6णाध्य स्‍.0० )--जो गुपरेसाा बी अप्रगाहि 

३ गष्णटर चरण (6णएाता (प्रण्तेत्शाम)>-जों बरयुओं जा 
(हैधि ॥6०) निय्राटने में अयुत्त होता है । 

४ ग्रण्दर माविनी (ठछाल $८४०)--जिशगे नौरत से बी र 
मिलती है। 

स्यूहन का साम कौन सरी जाना। डिब्नोड (लीं) मे ए 
फटी था कि यदि आरि पा से ग्यूटस मे समय शाप न गणिए बा टिंगाई | 
जाये सा जो वार्य न्यूटम ने हिया बट आधे से अधिक बड़ेगा। या प्रासो हें 
गाय है। 

सन दगाशय का हय आ्रशतिर दादनिक रीरेशप्ों वी तु 
लिखगा स्थिति क्‍ोठा १६४२-१७५७ थां। इसे दिया रेसतें जरम में पर 
सर चुई थे और जब यत हीक एप था था तय इसी माहषां से दरसणा दिए” 
हिंय ) हंसते बाई झग अपतो नागी है दाग गाने शाप । विरु हुए गाए 7 
इसके रहे ह० दिता का दौचल हर पर इसपी गाश आएं पुरी घर रत आर्य 
डक ही ईिश चआह २ बताथ रहते आश्रय 


बीजगणित श्र 


दो वर्ष तक इसने एक व्याकरण के स्कूल में शिक्षा पायी और कोई प्रगति नहीं 
दिलायी । किन्तु एक दिन एक लड़के से इसकी लड़ाई हो गयी, जिससे इसका 
सर्द भाव जाग्रत हो गया और ज्ञीघत्र ही यह स्कूल का नेता वन गया। जब न्यूटन 
१४ वर्ष का था, इसकी माता लौट आयी और उसने इसे स्कूल से हटा लिया | वह 
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चित्र ४१-.आइज़ञक च्यूटन (5900 'पिटज्ा07) (१६४२-१७२७) 


[ डोवर पब्लिकेशंस, इन्कॉर्पारे टेंड, न्‍्यूयॉक--१ ०, की अनुज्ञा से,डी० स्ट्ू 


; टू इक कृत ० कॉन्साइज 
ईैस्ट्रा ऑफ़ मेंथमेंटिबस' ( ९.७५ डॉलर ) से प्रत्युत्वादित | ] 


चाहती थी कि उसका पुत्र उसके प्रक्षेत्र (एवात०) पर काम करे । किन्तु ्यूटन का 
गहन उस काम में नहीं छगता था। उसकी रुचि तो यन्त्रिकों ()(०८८९॥शा१८६ ) 
पहुइंगीरी, कविता, और उद्देखण ()79ए778) में थी। अतः उसे फिर स्कूल 
भेज दिया गया। २३ वर्ष की अवस्था में वह केम्त्रिज का स्नातक हो गया और २८५ 
नेष की अवस्था में टिनिटी काछेज का अधिसदस्य (ए८०७) वना दिया गया। 


श्र४ गणित का इतिहास 


हे १६६४-६५ में न्यूटन ने द्विपद प्रमेय (9770एंग] प)००7८०७) और अतसे 
श्रेणी (/76 5८755) पर कार्य आरम कर दिया ! न्यूटत के कलन सखी 
कार्य का उल्लेख तो हम आगे करेंगे , यहाँ हम उसके कार्य के अन्य पक्षों का विवरा 
देते है। दो क्षेत्रो में उसका कार्य बहुत उच्च कोटि का है--प्रकाश सिद्धात्त बौर 
गुरत्व सिद्धान्त । न्यूटन के गति नियम [74७७5 ० +(०ध००) आज भी वाले 
के विद्याथियों को पढाये जाते हैँ । और न्यूटन ने विदव के आकार प्रकार के विपते 
में जा सिद्धान्त धत्तिपादित क्ये है, उन्हें आइन्सटाइन (एकासंध्क) के अति 
रिक्त कोई चुनौती नहीं दे पाया है। उक्त सिद्धान्त म्यूटन ने अपने महान गले 
प्रिन्‍्सीषिया (077709:9) में दिये है जो १६८७ में प्रकाशित हुआ या। 

उक्त ग्रन्थ से न्‍्यूटन की रूयाति चारो ओर फैल गयी । विश्व की सृष्टि के सर 
में जा सिद्धान्त उसमे प्रतिपादित क्यि गये थे, दो मौ वर्ष तक सारे जगत्‌ पर छाये रह, 
और न्यूटन की यान्त्रिकी ने सैक्डो वर्ष तक गणितज्ञों, ज्यौतिषियो और बैज्ञानिरीं 
का पथ प्रदर्शन किया और आज भी कर रही है। 

१६६६९ में न्यूटन केम्ब्रिज में गणित का प्राघ्यापक हो गया ! हूगमग ६० वे 
तक उसे स्याति और मान मिलता रहा और वह गणित और भौतिकी का अशिीय 
विद्वानू माना जाता रहा। १६७२ में वह रायल सोसायटी (7२०) 5००८०) 
का अधिसदस्य निर्वाचित हो गया ! और १६८९ में इग्लेंण्ड की सखद में मी विश 
विद्यालय का प्रतिनिधि वनकर पहुँच गया ! १७०५ में उसे सर” की उपाधि मिली । 

न्यूटन के विश्व अक्गणिता (#7्रथीग्रालाट३ एप्राश्टआड) का विपय 
बवीजगणित और समीवारण सिद्धान्त है। यह पुस्तक पहले पहल १६७३-८३ में 
व्याख्याना के रूप में लिखी गयी थी। विन्तु इसका प्रकाथन १७०७ में हुआ! 
“यूटन ने १६६९ में एक ग्रन्थ श्रेणियों पर भी लिखा था, विखु उसता प्रताशत 
१७११ से पहले ने हो सका । 

१७२७ में न्यूटन रग्ण हो गया। या भी कुछ दिनो से उसका स्वास्थ्य गिरने 
लहंगा था। २० मार्च १७२७ को उसतव्रा देहान्त हो गया। न्यूटन के तीन वि 
रायलछ सोसाइटी में और बई ट्रिनिटी वाडेज मे हूँ । 

अन्य प्रतिमाथाली व्यक्तिययों की भाँति न्‍्यूटन में भी जुछ विलक्षणाएएँ भी । 
बह बहुधा मोजन करना मूठ जाता था। एव बार वह भोजन गरपे बाहर जा रहीं 
था हि उसे ध्यान आया हि वह कदाचितु मोजन बरना मूछ गया है। वी में छोट 
पट्टा । धर लौटपर आया नो देसा ति सनौवरानी उसते भोजल ने बरतन मॉजने गे 
जिए जरा चुक्ों है। तय उसे याद आ गया दि यह माजन कर चक्ा था । 


बोजगणित २२५ 


एक बार न्यूटन घोड़े पर जा रहा था | जब एक पहाड़ी आयी तब वह घोड़े से 
उतर पड़ा और लगाम हाथ में लेकर उसे ले जाने छगा । जब वह पहाड़ी के ऊपर 
पहुँच गया तो घोड़े पर फिर चढ़ने के लिए मुड़ा। देखा तो उसके हाथ में लगाम थी 
किन्तु घोड़े का कहीं पता न था । 

एक वार न्यूटन ने कुछ मित्रों को भोजन पर बुलाया था। मेज पर मदिरा की 
कमी पड़ गयी तब वह मदिरा लेने के छिए तहस्ताने चछा गया । उन दिनों निजी 
भकानों के पूजागृह तहवानों में ही हुआ करते थे । न्यूटन वहाँ पहुँचकर मदिरा की 
बात तो विलकुछ भूल गया और घा्िक चोग़ा (5प्ाए0०८ ) पहनकर पूजा करने 
लगा। हे 

जॉन वॉलिस (१६१६-१७०३) एक अंग्रेज गणितज्ञ था | उसने केम्ब्रिज 
में शिक्षा पायी । शिक्षा तो उसे धामिक व्यवसाय की मिली थी, किन्तु उसकी रूचि 
गणित और भौतिकी में थी। १६४९ में वह ऑक्‍्सफ़ो्ड में ज्यामिति की गद्दी का 
आचार्य हो गया और अपनी मृत्यु तक उसी आसंदी पर विराजमान रहा। 

वालिस ने बहुत से विपयों पर अपनी लेखनी उठायी है, जैसे यान्त्रिकी, ध्वनि- 
विज्ञान, ज्यौत्तिप, ज्वारभाडे, देहिकी (2॥ए४0०029) , संगीत, भौसिकी ( ७०००९५) 
और वानस्पतिकी (00079) । इसके अतिरिक्त वह सांकेतिक भाषा वा भी मर्मज्ञ 
था। और राजनीतिक संदेशों का अर्थ निकालने में सरकार की सहायता किया 
ऊसता था। उसकी दो पुस्तकें प्रसिद्ध हैं-- 

१, एरस्थिमंटिका इन्फ़िनिटोरम (&7797०प८३ 7797 007प0 )(१६५५)-- 
जिसका विपय चत्रों का क्षेत्रकलन हे 


२. एलजक्ना ट्रेक्टेटस ( 9८००७ ॥7३८४४0०५) (१६७३ )--जिसका विपय 
वीजगणित है । 

वॉल्स ने ही पहले पहल घातों की परिमापा को व्यापक बनाकर उसमें भिन्ना- 
पक और ऋणात्मक संख्याओं का समावेश किया । इसके अतिरिक्त वालिस ने 
ही सब प्रथम काल्पनिक राशियों का लेखाचिन्नीय निरूपण आरंभ किया। 


- एशिया 
१६वीं और १७वीं घत्ाव्दियों में भारत ने कोई विश्येप प्रगति नहीं दिखायी । 
फैल दो गणितज्ञों के नाम उल्लेखनीय हें--सूर्येदास और गणेश । सूर्यदास का 
जन्म १५०८ में हुआ था। इन्होंने भास्कर के वीजगणित पर एक टीका लिखी है, 


जिसका नाम 'सूर्यप्रकाश' है। एक टीका इल्होंने छीछावती पर भी लिखी है, 
१५ 


२२६ गणित का इतिहास 


जिसमें छीछावती के कुछ इछोका के कई कई अर्थ दिये है ! इनकी छेखनी से ही पता 
चलता है कि इन्होने ये आठ ग्रस्थ प्रकाशित क्यि--लीलछावती टीका; बीज दौगा, 
श्रीपतिपड्ठति गणित, वीजगणित, धाजिक्रालकार, वाव्यद्य, वोधसुधाकर और 
सु्यप्रकाश । 


कैश 
॥ 






// | १९ न-पे पैर शक अंक | 


2] 





जा 









/0पिआ।| 








॥ण कि ब्नाणिणा। 
बा निजाधिम 5 ण॥| 
0 54०7४ व] 


00 य4५(7%॥ || 


(:4०७+० ६ >| 
८०४०७ ।॥| 
8 
शा त] कस 















अर 3०१ 
3|ग॑प् 

७ उनकी कर्ण 
2/| 


कि. 
| ॥8280/0000 00 
॥70/ | 
/3/4% ७७] 
॥ 8० 


हटा न 
रा. 
#०)॥|५६ ४) 
4 22]085) 


8७2५०] 






82 8 88 
£4॥ 80303] | 3॥ /2// 3468 


चित्र ४२---एक जापानी माया वर्ग । 

जिन ऐंण्ड कम्पनी वी अनुजा से, डेविह यूतीन स्मिथ झत “दिस्ट्री आकि में मैंमेंटिस' ते 
अत्युत्पादित। 

कोलब्रुक ने इनके एक अन्य ग्रन्य गणितमालती का भी उल्लेख जिया है! 

सूर्यदास ने अपने वीजगणितीय ग्रन्थों में थ्रीधर की विधियों पर टीका की हैं 
और अनिर्णीत समीक्रणों का मी विवेचन किया है । 

गणेश दैवज्ञ का जन्म भी १६वीं झतादी के आरम में ही हुआ था। इनके 
अधिकाश् ग्रस्य ज्यौतिष पर हूँ । विच्छु दो टीकाएँ इन्होने 'छीलावती” और 'सिद्धारत 
शिरोमणि' पर भी ल्खि है। ग्रह गणित पर देश मर मे जितने ग्रन्थ इनके प्रचलित 
है उतने फ़िसी अन्य ज्यौतिषी के नही हे । शुद्ध गणित में इनवा क्षेत्र भी वही था, 
जो सूर्यदास का, अर्थात्‌ कुटूटक, अनिर्णोत समीकरण, सुसेय त्रिभुज, वृत्तीम 
(८५८४८) चतुर्भुज । 
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निम्नलिखित वृत्त मोजेई के ग्रन्थ मन्‍्टोकू जिकौ-की' (१६६५ ) से लिया गया 
है। केद को १ मानकर गिनने से किसी सी तरिज्या की संख्याओं का जोड़ ५२४ 
बधवा ५२५ जाता है। 





चित्र ४३--१२९ संझ्याओं का एक जायानी साथा वृत्त। 


[जिन ऐँग्ड कम्पनी वी अनुज से डेविड यूजीन स्मिथ छत 'हिस्द्री ऑफ मेंथेमेंटिक्स से 
अत्युत्पादित। ] 

सत्रहवीं शताब्दी के एक जापानी गणितज्ञ सेकी कॉँवा का नाम विद्येप रूप 
से उल्लेखनीय है | इसका स्थिति काल १६४२-१७०८ था। पूत के पैर पालने में 
ही दिखाई पड़ने रूगे थे और इसने वचपन में ही बिना किसी शिक्षक की सहायता के 
गणित की कई शाखाओं में, विशेषकर यास्त्रिकी में, योग्यता प्राप्त कर ली थी। 
इसने १६८३ में एक ग्रस्थ लिखा, जिसका नाम 'कई फूकू दई नो हॉ था। उक्त 
ग्रन्थ में इसने सारणिकों ( &&पगं7०४०७ ) का उपानयन किया है। 
किस्तु आइचये है कि इसने सारणिकों से केवछ विछोपन (छग्रांपा]ण ) 
का काम ही लिया । उनका यूगपत्‌ समीकरणों (570प(शा८०८५ एत००४००७) के 
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साधन में कोई प्रयोग नहीं किया ! इसके अतिरिवत इसने प्रस्तुत ग्रन्य में उच्च पात 
समोवरणों पा मी विवेचन किया है। 





चित्र ४४--जापानी सायावर्ग का आधा भांग । 

[ लिन ैंग्ड वम्पनी की अनुश्ञा से, डेविह यूजीन स्मिथ हृत 'हिररी ऑक में यैमटिकस' प्ै 
प्रद्युप्रादित। ] 

साया वर्ग वा उपरिलिखित आधा भाग सतेनोयू वे ग्रन्थ कॉ-को जैन झो 
(१६७३) से लिया गया है। 

सेकी का कार्य विज्ञेष रूप से मौलिक न भी रहा हो किस्नु इसमे सदेह नही कि 
इसकी रयाति में बहुत से विद्याधिया को इसके व्यवितत्व और यणित वी ओर अ्डिप्ट 
क्या। कह सकते हे वि' इसकी शिक्षण शैली में जापानी गणित में एक नयी जान 
डाल दी । इसकी सृत्यु के परच्ात्‌ जापानी सझ्ाद्‌ में इसको जापान की सबसे जेँची 
उपाधि दे दी। सेकी काँवा ने साया वर्गों और सम्बद्ध विषयों में भी प्रयप्ति रुचि 
दिखायी थी । 

इस हस्वस्ध में १७की बताब्दी के दो ऋय जापानी फणितक्ो के नाग्र भी उल्लेख- 
नीय हँ--भुरामत्सू कुदायू मोजेई और होशीनो सनेवोबू । 


बोजगणित २२५९ 
(८) अठारहवीं-उन्नीसवीं दताब्दियाँ 
यूरोप 
अगरहवीं और उन्नीसवीं झताब्दियों में यों तो यूरोप में अनेक गणितन हुए हैं 
किन्तु स्थानामाव के कारण हम उनमें से थोड़े सों का ही नाम दे सकेंगे । 
जॉन विल्सन (]099 ज्श$०7) (१७४१-९३ ) इंग्लेण्ड का एक गणितज्ञ 
था। इसने केवल एक ही महत्त्वपूर्ण प्रमेय का आविप्कार किया और उसी से इसका 
नाम अमर हो गया। वह प्रमेय इस प्रकार है-- 
यदि प कोई रूढ़ (?पा०) संख्या हो तो 
१+|प-३ 
प से भाज्य होगी । 
इस प्रमेय का संख्या सिद्धान्त में इतना महत्त्व है कि उक्त विपय की किसी भी 
मानक पुस्तक में इसका देना अनिवार्य है। इसे विल्सन प्रमेष कहते हैं। इसका 
भाविष्कार लिब्नीज़ भी कर चुका था, किन्तु वह इसे प्रकाशित नहीं करा पाया था| 
विल्सन १७८२ में रायल सोसायटी का अधिसदस्य बना लिया गया था। 
हि विलियम जॉजे हॉर्नर. (एतपशा 5००7४2० पिठ्याथ) ( १७८६-१८३७ ) 
भी एक अंग्रेज़ गणितज्ञ था। यह कोई बहुत बड़ा विद्वान्‌ नहीं था। इसने संख्या- 
त्मक समीकरणों के साथन की प्राचीन चीनी विधि का अव्ययत किया और, उसे एक 
नया रूप दे दिया । इसका अभिपत्र १८१९ में रायछ सोसायटी में पढ़ा गया और 
१८३८ और १८४३ में पुन:त्रकाशित हुआ। उक्त विधि आजतक हॉनर विधि 
कहलाती है । 
पीटर बार्लो (एल डफ्रग्ो०्स) ६ १७७६-१८६२) एक बहुत ही प्रतिमा- 
ही अंग्रेज गणितज्ञ था। १८२३ में यह रायछ सोसायटी का अधिसदस्य हो गया 
ओर दो वे पश्चात्‌ इसे कोपछे (०90०५) पदक मिला। यों तो इसने प्रयोजित 
गणित पर भी कई ग्रन्थ लिखे, किन्तु इसकी दो पुस्तकें बहुत प्रसिद्ध हुई, एक तो संख्या 
सिद्धान्त ह १८११) पर और दूसरी एक गणितीय कोप (१८ श्ड) । 
जोजफ लुइ लेंग्रांज (]05०ए 7,0प$ ]9छ8:078०) फ्रांस का एक बहुत बड़ा 
गणितज्ञ हुआ है जिसका स्थिति काल १७३६-१८१३ था। इसकी शिक्षा ट्यूरिन 
(एफ) कालिज में हुई ।' आरंभ में तो इसकी रुचि प्राचीन साहित्य में थी । 
किस्तु एक दिन इसके हाथ में हेली (्रशी८०) का एक अभिपत्र पड़ गया। ड्से 
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पढ़ते हो इसका मस्तिष्क! बदछ गया और यह यमारता से गणित वा अध्यययवज 
६ छगा। इग़ने छीन ही इतनी योग्यता प्राप्त कर ली वि यह गणित का तेवत बच 





ल्‍ ई 
हि 
की 4 


अर 


चित्र ४५--हग्राज (१७३ ६-१८१३) 
विद्वान माना जान छगा। यह १८ वष की अवस्था म ही ज्यामिति का प्राश्यापक 
नियुक्त हो गया और २३ वष की अवस्था म इसन दो अभिपत्र लिख जो इतनी उच्च 
कोटि के थ कि उहोत आयरूर और डिल्ेम्बट (० #वप/धा) जसे गणितजों को 
आइृष्ट कर छिया। उक्त दा अमिपतो से विचरण कलन (८जेंव्पॉफ़ 
'ए५हगाणा5 ) की नीव पडी ! उक्त दोनो गणितज्ञों की स्तुति पर फ्रडरिक महा 
(०पंथ्पवो: धंए० 672०८) त इस बहिन बुला लिया। फ्रडरिक न इसे जो पत्र 
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ढिखा उसके शब्द ये थे--यू रोप का सबसे महान्‌ राजा यूरोप के सबसे महान्‌ गणि- 
तज्ञ को अपने दखार में वुलाता है 7 लछेँग्राज वलिन में २० वर्ष रहा और उससे 
वीजगणित, यास्त्रिकी और ज्यौतिष पर अनेक अभिपत्र लिखे । फ्रेडरिक की मृत्यु 
के पश्चात्‌ लइ १६ ([.०प४४६ >ए]) के निमंत्रण पर यह पेरिस आ गया। १७६ ३ 


में यह माप तौल सुधार आयोग का अध्यक्ष नियुक्त हुआ और १७५७ में एक कालिज 
की प्राध्यापक हो गया। 


लेंग्रांज की दो पुस्तकें प्रसिद्ध हें--एक खगोलीय यान्त्रिकी (2८८४०) 
/८८०॥५४८४) पर और दूसरी वेइलेषिक फलनों (#र्वएपंटग एणा०तंणा5 ) 
पर। वीजगणित संवस्थी इसका एक महत्त्वपूर्ण काये यह था कि इसने तिम्न- 
लिखित समीकरण का हल निकाला, जो फ़र्मा ने प्रस्तुत किया था-- 

सय'--१ ८-२ , 
जिसमें 'स' पूर्णाक है, किन्तु पूर्ण वर्ग नहीं है। 
इसके अतिरिक्त लेंग्रांज का उच्च घात समीकरण सम्बन्धी कार्य भी प्रशंसनीय 
हुआ है। 

एड्रियन मेरी लेजाण्डू (#वीसंटा शशा० ॥,८2ु०ावा०) (१७५२-१८३२३ ) 
एक फ्रांसीसी गणितज्ञ था | इसकी शिक्षा दीक्षा पेरिस में हुई थी । इसके अध्यापक 
आवे मेरी (0७0८ ७५८) ने १७७४ में यास्त्रिको पर एक ग्रन्थ लिखा, जिसके 
कई लेख लेजाण्डू के लिखे हुए थे यद्यपि उसमें इसका नाम नहीं दिया गया था। शीघ्र 
ही यह पेरिस के एक कालेज में प्राष्यापक हो गया। १७८२ में इसे वलिन परिपद्‌ 
से एक लेख के लिए पुरस्कार मिला । लेख का विषय था-- पक्षेप्यों के पर्थ' (?275 
० ७:0०८४|७) । पत्पश्चात्‌ यह्‌ कई वैज्ञानिक आयोगों का सदस्य रहा। 
इसके अन्तिम दिनों में सरकार ने यह्‌ प्रयत्व किया कि पेरिस परिपद्‌ उसके संकेतों 
पर चले । इसने सरकार का विरोध किया। सरकार ने इसकी पेंशन ज़ब्त कर ली 
भोौर इसका अन्त बड़ी ग्ररीवी में हुआ। 

यों तो छेजाण्डू ने गणित की कई शाखाओं में कार्य किया, किन्तु इसकी विशेष 
स्याति इसकी दीर्घ॑वृत्तीय फलनों (9५८ एए८५०४४) संवच्बी गवेपणा से हुई। 
१८११-१६ तक इसकी पुस्तक 'समाकलऊून गणित पर प्रइनावलियां' (फऋललं205 ठं& 
(2०० ॥76७:४) त्तीन भागों में छपी । तीसरे भाग में इसने दीघेवृत्तीय समाकलों 

(६॥७४८ ए१६८९ुप्थ५) की सारणियाँ दी हैं। १८२७ में इसका दीघेंवृत्तीय 
फलनतों सम्बन्धी ग्रन्थ दो भागों में निकला । किन्तु उसके तुरन्त वाद दो युवक 
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गणितजा भार्वेड ( 0८ ) और जेकोरी (3८०४) का उसी विपय वा सोपण 
काये प्रकाशित हुआ। हेजाण्ड्र ने तुरत्त स्वीकार किया ति उत दोता वा बाप 
उसके वाय्य से उत्तम है और सन्तति ने आजतक उसकी सम्मति वो गरत नही मादा। 


छः 
के 





चित्र ४६--लेजाण्डू (१७५२-१८३३) 
(डोर पब्लिकेशस दर्शपरिनेंड पयूवार-१० वी कतुश स ची० खूड़र इत ० था साइश 
दिल्ली भाफः मर्भेमटिस्स (१ ७५ टालर) स प्रयुपादित । ] नि 
जैजाण्डू न सरया सिद्धान्त पर भी अठमुत काय किया है। इसकी उक्त विषय 
की पुस्तक के १८०१-१८३० तक तीन सस्करण निकल गय। इतका एवं फठ 
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साम्प सता नियम यछ ण 

छत प्रसिद्ध हो गया है जिसरा सोसे कंगल्मित् चुद मता नियस ६ | 
ह हि के सिम हे विषय में गाउस (५१७५६ 

ऐप रिव्यंफातलीा ) है। जया सिमस मे विधय में भारत (5 

ने वहा है कि यार अग्ाणित जा रतन हूँ! 


कं 


हु 


री ज 
छः न 
धन 
हे 
डर २ 
रु न 
धर रे 
ह 
ट 
४६ के #० 
रु री हे के 
है 
रा हि 
ई शक 
रे हि 
गन | 
४ हु न 
रथ ७. ४६ न 3 ५२ 
कम, ६ ए्‌ 4 2 ण्‌ 
हे ग 
के 3.77 हह रह रे 
५ हैँ रे 
पा 5 पा! 
! ह न. + 
के पा ३ 
रण 
हि 
हे न + ; 
ह 4 
] 
आल है 
$ लक हक ई 
हि $ ्ई 
5 42 
' 3 
ऐप है 
हज 8 है । 
कु लओ 


दी अधन्की ना 


चित्र ४७--गेलायस (१८११-३२) पर 
[ ढोवर पब्छिकेशंस, इन्वॉर्पोरेंटेट, न्यूयॉर्द--१० की जनुशा से, टो० स्ट्,इक कृत 'ए कॉन्सॉड्ज 
हिस्द्ी घॉफ में थैमेंटिफ्स' (१.७५ टॉलर ) से प्रत्युवादित | 
छेजाण्डू की गवेषणा के अन्य विपय थे--आकर्षण, भूमिति (5८०१८5ए ) 
न्यूनतम वर्ग विधि (#श८०ा०वं 6 7,८४४ $तृ०था८७) और ज्यामिति। 


ररे४ गणित का इतिहास 


ग्रेंडॉयग (60%) (१८११-३२) एक वहूत ही प्रतिभाशाली फ़्णीगी 
था, जिसने सौवनास्थता में ही अपनी जात दे दी। अपने राजनीति विचारों 
नारण यह दो बार बारागार यया और २१ वर्ष गी अवस्था में ही अपने हे अति 
परिक्षाओी व्यतित से इन्द्र कर बैठा, जिसमे इसकी जान गयी। हिल्‍्तु वाह है 
तीन चार वर्षा में ही इसने गवेषणा कार्य में अदुभुत प्रतिमा दिया दी । इगरी इस 
वार उच्प घात बीजगणितीय समीष रणो और प्रतिस्थापन समुदायों [$7/ए/७0 
(7०75) पर है। 

लियानाई ऑयछर (7,000 70८) (१७०७-१०८३) छिद्वए 
लग्ड का एक महान्‌ गणितज्ञ हुआ है। इसको ध्रारमिक शिक्षा इसके पिता जी नें कै 
दी थी, जा स्वय एप गणितज्ञ थे। १७२३ में यह जॉन बर्नोंडी (वशे्ाए) 
22८700|||) के श्िप्यत्व में स्वावत' हुआ। तदनन्तर इसने पर्मशास्त्र, प्रध्यमापरी 
और ओपकि विज्ञान का भी अध्ययन किया / १७२७ में यह पेद्रोग्राड में मो 
का और १७३० में गणित का प्राध्यापत' हो गया । १७३५ में अयधिक ४॥ 
कारण इसकी एवं ऑस जाती रही । १७४१ में यह विन गया और २५ वर्ष तर 
वही रहा । १७६६ में यह फ़िर रूस छीट आया, बिन्‍्लु उसके बुछ ही दिवां परवार 
इसवी वायी आस में मोतियाविन्द हा गया और यह प्रायः नेत्रह्टीन हीं गया। 
भी इसने गवंषणा काय नही छाडा । इसके अमिपत्र इसके पुत्र लिखते रहें! अस्तिम 
सात वर्षा में इसने ७० अमिपत्र तैयार किये और यह मृत्यु वे समय अधूरे रूप में २०९ 
अभिपत्र और छाड गया । 

ऑयलर ने गणित की बहुत सी शाखाआ पर कार्य क्षियां है, जैसे ज्योतिष, 
द्रवयान्निती ( हउव7०-गल्टगग॥८ ), चाक्षपी ( 00७ ), कि इसी 
सप्से अधिक कार्य शुद्ध गणित में हुआ है। आधुनिक वैदलेपिक गणित के निर्माताओं 
में ऑॉयलर वा स्थान बहुत ऊँचा है। १७४८ में अनन्त विद्वेषण” पर इसरी 
ग्रन्थ निकला जिसके पहले भाग में वीजयणित, समीकरण भीमासा, 
(7रशट्ठणाणाप्रथए७) आदि विपय थे। उक्त पुस्तक म इसने 'फ्छनों मे श्रेणों 
रूप में प्रसार, श्रेणिय का सकलन आदि विपया का विवचन क्या है। उस 
समय तक श्रेणियों के अभिसरण ((०एटपूटला८८) का भाव भी गणितज्ञा के मेवे 
में नहीं उगा था। एक स्थान पर आयलर ने स्वय किसा है कि-- 


१+ब+य+- तह हु 
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चित्र ४८--ऑयलर (१७ ०७-८३ ) 


[ डोबर रेप 
न र्‌ पब्लिकेशंस, इन्फोपो रेट ड, न्यूयॉर्क---१ ०, की भनुशा से, टी० रटइक कृत 'ए कॉन्सा- 
ऑफ मेंथमेंटिवर्सा ( ९.७५ डॉलर ) से भत्युत्पादित । ] 


इस सर्म 
गरीकरण” को आजकल हास्यास्पद माना जायगा। कुछ समय परचात 


तबायलर ने 
स्वयं कहा है कि हम अनन्त श्रेणियों का प्रयोग तभी कर सकते है जब 


रहेद गणित का इतिहास 


वह अमिवारी (007एशइथा() हो। कह सकते है कि ऑयलर अभिम्॒स्प के 
भाव का जन्मदाता था ! 
कुछ बीजगणितीय व्यजक ऑयलर के नाम मे ही विस्याते है जैसे-- 


सौ... (१ +  +-.+ . +-.... लघु सर) 
र्‌ डे सर पड 

का मान। ऑयछर ने इस व्यजक का मात ५७७२१५६६४९०५३२८ दिया है। 
इस राशि को ऑयलर अचर (८ (००७६४॥६) कहते है । आधुनिक समय में 
वो एडेम्स (00008) ने इसका मात २६६ द्ामलब स्थानों तक विवाला है। 

ऑयलर की रुचि गणित और भौतिकी के अतिरिक्त और भी कई विपया रे 
थी, जैसे सगीत, रसायन, वानस्प्रतिकी, औषधि विज्ञान । ऑयलर के अन्तिम दित बडे 
कष्ट में बीते। यह प्राय अन्धा हो चुका था, इसका मकान जछा दिया गया था 
और बहुत से कागज पन नष्ट हो चुके थे। फिर भी यह अपने कार्य में दत्तवित्त या 
और बहुत रा परिकलन मस्तिष्क में ही किया करता था। 

ऑयलर के जीवन कय एक उपारयान वडा रोचक है। डिडेरट (70740४०) 
एक दास्तिक था। ज़ारीना ((«श74) उससे अग्रसन्न हो गयी थी और चाहती 
थी कि उसके विचार बदलने मे ऑयलर उसकी सहायता करे। ऑयरलर वी सहगति 
मिलने पर रूसी दरबार में दोनों की भेट का कार्यक्रम बनाया गया। डिडेस्ट 
कहलाया गया कि एक महान्‌ गणितज्ञ ने बीजगणितीय विधि से ईश्वर का अस्तिव 
सिद्ध कर दिया है। ऑयलर जानता था कि डिडेरट बीजग्णित से सर्वया अति 
है। अत उससे में हाते पर ऑयलर वे बहा-- 

+ महाशय, 


अत ईश्वर का अस्तित्व है।” न्‍ 

डिडेरट कुछ न समझ पाया और हकक्‍ता बवक़ा हो गया और दरबारी खिल 
खिला कर हँस पडे। उसने कहा कि उसे फ्रास लौट जाने की अनुज्ञा दी जाय। 
अनुत्चा मिल गयी और वह फ्रास लौट गया। 


मील्स हंप्रित्रा ऑबेल (]प९४ प्रल्माप्टों, 4८) स्कप्डिनेतिया का एक 
8 ३ 05 पक अर नीम, 200 238, 








'दीजगणित २३२७ 


हमिट (न्॒लारा।०) को इसके विषय में कहना पढ़ा कि “उसने इतना काम कर 
छोड़ा है कि गणितज उसरो ५०० वर्ष तक व्यस्त रहेंगे ।” इसका जीवन का १८० मु 
१८२९ था। इसवंग जन्म एक निर्येन, किन्तु सुसंस्क्रत परिवार में हुआ था। इसके 


पिता जी नाँवें (२०7७४५) के एक गांव के पादरी थे। ऑल एक स्कूल में पढ़ता 





चित्र ४९--आऑवेल (१८०२-२९) 

था कि एक दिन एक अध्यापक ने इसके एक सहपाठी को इतना मारा कि वह मर गया। 
इस घटना से ऑल की चेतना जाग उठी और यह गणितज्ञों की कृतियां पढ़ने में 
दत्तचित्त हो गया। १८२० में इसके पिता का देहान्त हो गया और ६ भाई- 
वहिनों के लालन पालन का भार इसी के ऊपर आ पड़ा । किन्तु इसने कभी आशग 
नहीं त्यागी । यह विश्वविद्यालय में प्राष्यापक तो हो ही गया था | इसके अतिरिक्त 
निजी अध्यापन कार्य करके माँ और ६ भाई वहिनों का पेट पालता था। फ़ाल्तू 
समय में गवेषणा कार्य किया करता था। 

सरकार की सहायता से ऑल १८२५ में फ्रांस और जमनी गया। वलिन में 
यह ६ महीने रहा जहाँ इसकी क्रेले (८7००) से मित्रता हो गयी। क्रेले उन्हीं 
दिनों अपनी प्रसिद्ध पत्रिका (४००४ [००४७४ निकालने वाला था। विन 


श्३्८ गणित का इतिहास 


से ऑर्वेक फ्राइवर्गं गया जहाँ इसने दी्घेवृत्तीय फछनो पर गवेषणा कार्य दिया जो 
जगत्‌ असिद्ध हो गया है। आधिक अमाव के कारण आर्बेल को नॉवें लौट बात 
पडा। १८२९ में क्ेके ने इसको छिखा कि वह इसको वलिन के विश्वविद्यारय में 
भआध्यापक कय स्थान दिलाने में सफल हो गया है । किन्तु उक्त पत्र के पहुंचने ते पहल 
ही आवेल का स्वगंवास हो चुका था। ५ 

आवेल का प्रथम महत्त्वपूर्ण कार्य साविक पच घात समीकरण के सम्बंध में 
था। उसके पूवग्रामिया ने ऐसे समीकरण पर वहुत परिश्रम क्या था किल्लु काई 
मी उसका हल नहीं निकाछ सका था। ऑल से अपने विचार से उसका हह 
निकाल लल्‍्या था। उबत हल जाच के ठिए डेस्मार्क (एव्ाएशक्षां:) के संस व१ 
गणितन्न के पास भेजा गया । किन्तु इसी बीच में आदेंड ने अपनी गहती पकड़ री। 
उसका “हल” वारतव म हल था ही नहीं । अब उस यह सन्देह हुआ वि उवत रमी 
करण का हछ निकालना सम्भव भी है या नही । तब उसने यह सिद्धि कर दिया हिं 
यह कार्य असम्मव है। हम उवत कथन को आँवेल के ही शब्दो में देते है। 

सकूछ म विद्यार्थी सर और वर्ग समीकरणा 

क्य+ख ++ ०, कय +खय+ग 5२० 

को हल करना सीखता है । कालिज में उसे निम्नलिखित डिघ'्त और चदुर्घात स्मीक एों 


क्यौ+सय +गय+घ <5 ०, 
कयो-+ सर्या+गय +घय+च 5८ ० 
के साथन वी विधियाँ सिखायी जाती हे। 
वर्गत्मक समीकरण के हल इस प्रकार हें-- 
7 + %/ख “थे क्ग हा 
र्क 
वर्ग समीकरण के मूल निकालने के लिए जोडने, घटाने, गुणा बरने, माग देने, वर्ग 
मल निकालने आदि की क़ियाएँ करनी पड़ती है । इसी प्रकार अस्य उपरिलिसित 
समीकरणी के साथन बे लिए ग्रुणाका पर इसी ढय की ज़ियाएँ वरनी होती हैं । 
ओर इन समस्त क्रियाआ की सस्या सान्‍्त (+क्र2) रहती है। ऐसे हठ का 
वीजगणितीय हल” (#8फज्वाट $०पा07) कहते है । यदि उपरिलिसित 
वियाओ में से किसी भी त्रिया को अनत बार करना पड़े तो नासस्बाधी हल को 
बीजेगणितीय हठ नहीं कहेंगे। 


यः 


बीजगणित श्र 5 


अब साविक पंचधात समीकरण 

कर्या--खय -+-गय--घय +चय+ रे 7२ ९ 
पर विचार कीजिए । बहुत से गणितज्ञों ने इस समीकरण के बीजगणितीय हल 
निकालने का प्रयत्त किया और विफल रहें | ऑल यह सिद्ध करने में सफल हो गया 
कि इस समीकरण का कोई वीजगणितीय हल सम्भव ही नहीँ है। 


असे रिका 


कह सकते हें कि अमेरिका में वास्तविक गणितीय काये १९वीं शताब्दी में ही 
बारम्म हुआ। उक्त शताब्दी में अमेरिका में कई गणितज्ञ उत्पन्न हुए। इनमें 
प्रमूख ताम वेन्‍्जैमिन पियसे (किए ुक्ाओं0 ए८४८९८) का जाता है। इसका 
स्थिति काछ १८०९-१८८० था। इसके पिता हा्वेड विश्वविद्यालय के पुस्तका- 
ध्यक्ष और इतिहासन थे। यह १८२५ में हावेड का स्तातक हुआ और १८३९१ में 
वहीं पर अव्यापक नियुवत हो गया । लगभग ५० वर्ष तक यह उसी विद्वविद्यालय 
से सम्बद्ध रहा । पियर्स एक बहुत ही सफल अध्यापक था और. ज्ञीघत्र ही इसकी 
ख्याति दूर दूर फैल गयी। यूरोप में इसको इतने मान प्राप्त हुए-- 
(१) रॉयल ऐस्ट्रोनॉमिकल सोसायटी का सहचरत, 
(२) रॉयल सोसायटी की विदेशी सदस्यता, 
(३) ब्रिटिश एसोसियेशन फॉर दि ऐड्वांसमेण्ट ऑफ़ साइंस के संवाददाता 
का पद, 


(४) ऐडिस्चरा की रॉयल सोसायटी की सम्मानित अधिसदस्थता। 


पियस का अधिकांश कार्य प्रयोजित गणित पर है । शुद्ध गणित में इसकी 
प्रमुख गवेपणा एकघात सहचरण वीजगणित ([47८थ: #55०८408ए०८ / 8००००) 
पर है। सब मिलाकर इसने .११ ग्रस्थ प्रकाशित किये हें । 

मेक्सिम बोगर (/४5296 50०६४) (१८६७-१५ १८) का जन्म वोस्टन 
में हुआ था । इसने केम्त्रिज छेंटिन स्कूल जौर हावेडे कालिज में शिक्षा पायी और 
१८८८ में यह स्नातक हो गया । तत्पशचात्‌ यह अव्ययन के लिए गटिंगन गया जहाँ 
हि इसने १८९१ में पीएच० डी० की उपाधि प्राप्त की । १६०४ में यह हावंई में 
ही प्राव्यापक नियुक्त हो गया । इसने वर्षों कई अमेरिकी गणितीय पत्रिकाओं का 
सम्पादन किया। इसका प्रमुख गवेषणा कार्य अवकल सनोकरणों (टाल 


४० 


गणित का इटिहास 


हवृण्मयण७), श्रेषियों और उच्च वीजगश्ति पर है। इसडी दो पुस्तें हरि 


ही गयी है-- 
(१) उच्च वीजगणित वी मूमिका, 


(२) समावल समीकरपों(िल्टरसर्श हवुण्मधण)) के अध्ययन की मूमिता । 


एशिया 


१८ वी और १९वीं झतारदियों में भारत ने तो गथित में काई प्रगर्ति दिवारी 
ही नहीं। जापान १८ वी इताव्दी वे अन्त तक तो देशी वलल्‍न में ही उठठ हुई 


(90096) की जी 
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[ विन झेंप्ड कम्पनी बी बअनुझ्या से देव 
चूजीन रिसिय इत 'हिस्टी फ मेंगेमेंटिस' से 
बअ्रदुवादित!] ध्च्ा 
हो पायी। 


मचाता रहा। उसका उत्हख गधा 
स्थान विया जावगा। तप 
चीन दी भांति वह भी परिती 
सम्यता के चबकर में पे गया और 
दोना देशा का ग्रशित पश्चिमी 
साँच में ढलने छगा। हैम एक रियो 
जध्याय में लिख आये हैं हि दिस 
प्रकार चीत में ईसाई पर्म प्रचारकों 

का आविर्माव हुआ जिन्‍्हाने रात 
देश से प्रश्चिमी गथित मी ते 
डाली । बुछ दिन तक ता चीनिरा 
मे पश्चिमी मावा और सस्हेति वा 
आदर किया, रिख्ु १८ वी झताली 
के जन्‍्त में प्रतिक्रिया आरम्भ हो 
गयी और ईसाई प्रचारक सह 
की दृष्टि से देखे जाने लग। देशों 
ग्रणित का प्रचलन फिर बढने गा 
यद्यवि उसमें कोई विश्वेष श्रयाी के 


पियर जादों (प-प८ उ[ब्त०ए5) एक ईमाई घर्म श्रचारक था जो १७०९ 
चीनियो को 


में चीत गया? इसका जीवन काछ १६७०-१७२० था। इसने ची 
बीजगणितीय श्रेणियों का ज्ञान कराया । उसी समय के आस पास चीन में लूपुगणवीय 
और अन्य प्रवार को सारजणियाँ तैयार होने छूगी। 


बीजगणित र्‌ 


एक उल्लेखनीय चीनी गणितज्ञ हुआ है मुरई चर्जन (थिपायं (क्पट2 
जिसने १७६५ में उच्च घात संख्यात्मक समीकरणों पर एक ग्रस्थ लिखा। उबत * 
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चित्र ५१--सइयाँ सम्पाँ का एक प॒प्ठ । 


अनुज्ञा 


का नाम था केंशो तैम्पेई सम्पॉ' । १७८१ में इसने एक और ग्रन्थ सम्पाँ द 
५६ 


श्श्२ गणित का इतिहास 


मन लिसा जिसमें दिसी द्विपद मे प्रसाद ने गुणारों के विरूुषग के लिए पास 
पिमुज (््य 7/््ाष्टॉ) वा प्रयोग तिया गया था। 

हम पिएले एक अध्याय में सेवी काँवा का उल्टेस बर चूते हैं। उसते वीजा 
णशितर वी एस नयी प्रणाली तिराली थी जिसे तिस्डन बीजगणित कहो है। ऐसा 
रहो (१७१४-१७८३) ने उस्त प्रणाली का विस्तार रिया। उसी इंति वी 
क रूप में है जा इन विषयों से सम्दद हे-- 

समीवरणों वे मूठ, दि श्रेणी, अनिर्णीत समौतरण, भृूषिष्ठ और अस्यिछठ 
बिचु. (क्रयाग3 गाव पापवा३ 2000), वीजेगणित वा ज्यामिति पर 
प्रयाग जादि। 

उतने समय वे जापानी वीजगणित में एश ही नाम और उल्टेखनीय है 
हप्डा टईहैन (१७३८-१८०९)। इसता अधिक प्रसिद्ध नाम फू जिता सदायुर या 
इसने गणित पर बई पुम्तदों लिखी जिनमें से इसका बीजगणित, जिसका नाम सझयाँ 
सम्पों था, प्रसिद्ध हो गया है। इसमे काई विशेष मौलिक्ता तो नही भी विन्ठु व 
अव्पापन कार्य में बहुत कुशल था। गत 

इसमे चीनी सस्याक्रा के गुम्फानश्षर (2/०॥7०ह८्श॥) रुप बियि गये है। 


अध्याय ५ 
ज्यासिति 


(१) नाम और प्रकृति 


ज्यामिति गणित की तीन मुख्य शाखाओं में से एक है। इसके द्वारा आकाश 
(50०८०) के गुणों का अध्ययन किया जाता है। इसकी प्रारम्भिक झाखाएँ 
पत्मेक स्कूल में पढ़ायी जाती हैं। समतल ज्यामिति (7?]॥06 566०7०८०%५) में 
हम समतरू आक्ृतियों का अध्ययन करते हैं और ठोस ज्यामिति (50 
0०00८ध५) में ठोसों का | या यों कहिए कि समतल ज्यामिति का विपय द्विविम 
(छ०-पपरलथाञंगाए) है और ठोस ज्यामिति का त्रिविम (फ्राट०-पीडला- 
भंणा) । किन्तु जैसा इस इतिहास से स्पप्ट हो जायगा, ये दोनों शाखाएँ ज्यामिति 
का एक बहुत ही छोटा अंझ हैं। अब ज्यामिति में ऐसे कई विपयों का समावेश 
हो गया है जिनका पहले आविप्कार ही नहीं हुआ था। 
जैसा हम पिछले अध्याय में लिख आय हें, भारत में ज्यामिति का आरम्म 
शुल्त्र सूत्रों से हुआ। इन सूत्रों में यज्ञ वेदियाँ बनाने की विधियाँ दी जाती थीं । 
इस देश में प्राचीन समय में यज्ञ दी प्रकार के हुआ करते थे--नित्य अथवा विवशक, 
और कास्य अथवा ऐच्छिक । नित्य यत् प्रत्येक हिन्दू को करने ही पड़ते थे । उनका 
न करना पाप समझा जाता था। काम्य यज्ञ किसी विशेष हेतु से किये जाते थे । 
पैत्न की प्राप्ति के लिए पुत्रेष्टि यज्ञ किया जाता था । इसी प्रकार रोगों से बचने के 
डेए अथवा व्यापारिक सफलता के लिए विजश्ञेप प्रकार के यज्ञ करने होते थे । इनका 
करना न करना व्यवित को इच्छा पर निर्मर था। 
प्रत्येक प्रकार के यज्ञ के लिए एक विद्येप प्रकार की वेदी वनायी जाती थी । 
वेदियों के निर्माण की विधियाँ बड़े विस्तास्पूर्वक दी जाती थों। उनकी रुचन 
में तनिक सी भी त्रुटि होने से यह आशंका होती थी कि यज्ञ का फल प्राप्त नहीं होगा. 
इसीलिए भारत में जुल्व विज्ञान का इतना विकास हुआ। नूत्रों में यह दिया जात 


जज 


था कि किस प्रकार के यज्ञ के लिए कौन सा स्थान उपयुक्‍त होगा, किस आक्ृत्ति क॑ 


कट गणित का इतिहास 


ईंट छगगी, बेदी की आइलि किस प्रकार की होगी, उसकी हस्बाई, चौडाई और 
उँचाई वय्ा होगी इत्यादि | ईटों की आइति इनमें से कोई मी ही सकती थी 

वर्ग, समचतुर्मुज [२]077909), समवाहु समलम्ब (505८७ पृष्ककुध्टाण्प, 
आयत, समकोण तिमुज, समद्रि समकोण जिमुज । 

साधारणत ईटो की पाँच परतें छपयायी जाती थी और प्रत्येक परत में २०० 
ईंटे रखी जाती थी। इस श्रकार वेदी मनुष्प के घुटने तक उवी हाती थी। 

इन झुल्व सूत्रों दा समय ३००० वर्ष ई० पु० से मी पहदे का माना जाती है। 
इतन प्राचीन समय में ज्यामिति शात्न वा इन सूत्री से पृथद्‌ कोई अस्वित्व नहीं पा। 
मध्यकादीन युग में उबत विषय का नाम रिखायणित पड़ा । कारप मह हे हि एव 
समय की ज्यामिति मुस्यत रेखाजों वी रचता पर ही आधृत थी। 

ज्यामिति' वा अंग्रेजी नाम 'ज्यॉमट्री! है। इसो नाम को तोड़ मरोहर 
ज्यामिति/ बना लिया गया है! उक्त अंग्रेज़ी नाम जया और "मीटर! से बना हट 
जिनका अर्थ है पृथ्वी! और माप । इस विस्देषण से स्पष्ट है कि यूरोप में 
विषय वा आरम्म पृथ्वी को नापने के प्रयत्त से हुजा। हिन्‍्ठ ताम विषय से बदिरि 
पुराना है। कम से कम ७०० ई० पू० तक इस नाम वी प्रबोग मिलता हैं। किए 
उस काछ में यह झद्ध उस विद्या का द्योतर्व था जिसे आज सर्वेक्षण (95० पट) 
कहते है । यूरोप वी ज्यामिति विपयक सर्व प्रथम व्यवस्थित पुस्तक यूविडड मी ऐंटी- 
प्टूस (शिध्याथा9) है जिसका जीवन दाल ३०० ई० पु० के लगमंग मा जाता 
है। उस समय तक उक्त विपय ने ज्यानेंद्री नाम नटी अपनाया था। १२वी प्रताददी 
$० में यूक्लिड के ग्रल्य का लटिन में अनुवाद हुआ। उबत अनुवाद के विभिन्न 
सस्करणा में, कमी भुखपृष्ठ पर और कमी अन्तिम पृष्ठ पर, 'ज्यामेट्री' लिखा रहा 
था। ज्यामेद्रीट झद का उक्त विषय के अर्घ में पहला ऐतिहासिक अ्रयोग यही प्रतीत 
हाता है। तब से अब तक यह घद्द बराबर इसी बर्ष में प्रयुतत होता आ रहा है। 


(२) ज्यामितोय अलंकार 


मनुष्य स्वशाव से ही सौन्दर्य प्रेमी है। चह यवासाध्य प्रत्येक वस्तु को सजाकर 
रखना चाहता है। अंग्रेजी की एक कहावत है जिसका आर्य है “मनुष्य उपयोग से की 
पहुंदे अडकार पर छ्यान देता है ॥7 यदि ऐसा ने होता तो डुम्हार अपने बस्ती 
पर खित्र न बनाता, पुस्तत्रों की जिल्‍्दें सुन्दर न दिखाई पडती और महान बनाते मे 
बह़दे दस दस बार उसके नकझें से वनाय जाते । तवनिक और दूर तक विचार बीजिए 
3 8200 02003 अब का 2 हक के ८ हक तह को जज हैं: 


ज्यामिति रए४५्‌ 


हुआ होता और अजस्ता तथा अछोटा के चित्रों का कोई अस्तित्व ही ने होता । 
स्ियों के प्रसाघनों का आविष्कार ही न हुआ होता, छपाई और कडाई के व्यवत्ताय 
बस्तिल में न आते और बरतनों की नवक्ाशी जैसी कोई विद्या ही न होती । जितना 
भी भागे आप सोचते जायेगे आप को यही दिलाई पड़ेगा कि संसार का ढांचा ही कुछ 
दृसरा होता। 
जबसे मनुष्य ने संसार में पदार्पण किया है तमी से उसके मन में कछा प्रेम का 
आविर्भाव हुआ है। या यों कहिए कि विश्व में मानव जीवन और कला प्रेम साथ 
साथ उपले हैं। एक समय था जब आवूनिक सम्यता का अंकुर भी नहीं उगा था और 
कि प्रस्तर युग में रहता था । वह मकान तो पत्थर के बनाता ही था, उसके उपकरण 
भर वस्तन भी पत्थर के ही होते थे। कुछ समय पश्चात्‌ उसने मिट्टी के पात्र बनाने 
सीखे। न जाने कितने राजा राज कर गये, सम्यताएँ लुप्त हो गयीं, देशों के नक्गे 
बदल गये, किन्तु कुम्हार की कछा अभी तक विद्यमान है। अन्तर केवल इतना ही है 
कि अब पहले से भिन्न आकार प्रकार के व रतन वनते हैं 
बव भी वही है। 


। किस्तु कछा का मूल तत्त्व 


हक 


प्राय: संसार के समस्त देशों में 
प्राचीन काछ से आज तक किसी न 
किसी रुप में ज्यामितीय चित्र बनाये 
जाते रहे हें। और ये चित्र जीवन के 
प्राय: समी क्षेत्रों में, समाविप्ट रहते हैं। 
उत्सवों में, क़न्नों पर, घर के वरतनों पर, 
दरियों, क़ालीनों पर, ऐतिहासिक स्मा- 
रकों पर,दीवारों पर, निर्धन की कुटिया 
आर व 
सामग्री पर ज्यामितीय कला का प्रदर्शन कक का 
मिलता है। इतिहासज्ञ और पुरातत्त्वविद ॥ के लक पर ५ हु उस हि 
नि सम्यता के विपय में बहुत सी हक हा ! 6 
यूजीन स्मिथ कृत 'हिस्द्री भा मेंथमेंटिक्स से 
कुछ संग्राहलयों की तो यही विशेषता प्रत्युल्ादित। ] 
होती है कि उनमें प्राचीन मिट्टी के वरतन संगृहीत किये जाते हैं। 





३४६ गणित का इतिहास 


सदि कोई प्राचीन बरतनों मर हो ब्योगेयार अध्ययन बरता जाय वा इसे 
दा चढता जायगा मि छत समय के निवासियों से स्यामितीय बुद्धि का जिम श्ाई 
वितास होता गया। अति प्राचीय मोड़ में तो बर्तनों पर केवल हेदी मेही लहर 
बनायी जाती थी । नत्यश्चात्‌ ये खतीरें समास्तर होने छगी। और थोड़े समा 
परचात्‌ आयतायार और अिमुजायार आइतियाँ भी बनने छगी। कही कहीं वृर 
समयलुर्मुन और स्वस्तितरा भी दृष्टियो घर होने छगे। ब्यावहारित दृष्टि से देखा जार 
सो कहना पड़ेगा हि ज्यामिति की नीव वच्छा द्वारा ही पड़ी । 





गे चित्र ५४--लौह सुग का शझर । 
चित्र ५३-काँसे को एक प्राचीन सुराही ! रे एव 
'काँसा यग' वी लौह युग! का साइप्रम का ए। 
'कॉसा युग' वी सादप्रस की एक दे 9 
सुराही अमर हद झट्तर। समय १०००-७५० ई० है 
पलोपॉलीटन आप कस्की किक की! की डर मेंट्रोपॉडीटन संग्रहालय, स्पूयाँरक ! 
मंद्रोपॉलीटन सग्रह्ाछम, न्यूयॉर्क । 
[जिन एड कर्पनी वी अनुश से, ठेविह यूज़ोन स्मिथ इत 'हिसी ऑक में बेमेंमिकट' से 
प्रत्युपपादित ? ] 





चित्र ५"--आठवीं शताददी का झंझर । 
८ वीं शताब्दी ई० पू० का एक झंझर । 


[ जिन एंड कन्पती की अनुज से, डेविई यूजीन स्मिथ कृत हिस्ट्री आऑफऊ में थर्मेटिवस' से 
प्रत्युत्पादित । ] है 


( दे ) पूवे ऐतिहासिक काल से ३०० न ० पू० तक 


चीन 


॥१ 


चीन की गणितीय कृति कहल्मने योग्य सबसे प्राचीन पुस्तक चउनपेइ है। इसके 


लेखक और रचना कार का कुछ पता नहीं है। किस्तु उबत पुस्तक में कई संचा 


द्च्यि्‌ गये कक रे . हा ०० मन्त्री हे झंगः सर हे 
दिये गये हैं जो राजकुमार चउ-कंग और उसके मस्त्री शमन्‍्काव मे हुए य। और चउ- 
कंग की मृत्यू ११०५ ई० पू० में 


[2 


पं 


6093॥ 


हुई थी। इससे अनुमान लगता है कि चउनपेइ का 


र्ड्ट गणित का इतिहास 


रचना काल ११०० ई० धर० के आस पास ही रहा होगा। चउ-कय के सम्बय में वई 
वहानियां प्रसिद्ध हें । उन में से एक यह है कि वह कमी कभी स्तानागार से गीते दा 
हाथा में लिये या ही निकछ आया करता था और उसी दशा म अपने माजिया मे 
परामश किया करता था । एक छोकोक्ति यह भी है वि उसकी क्छाई इतनी मुठायम 
थी कि फिरिकी की भाति चारो ओर घूम जाती थी। 





चित ५६--चउ पेह का एक चित्र । 
(जिन एड बम्पनी की अतुशा से टेविह यूजीन रिमिथ कृत हिस्टी भाक मर्थेमेंटिस में 


प्रत्युत्पादित । ] 

ऊपर दिये हुए चित्र से यह पता चच्ता है कि इतने प्राचीव वाक्ूम भी चीनियों 
को मथाकथित विथगोरस के एमेय का ज्ञान था यद्यपि उक्त ग्रन्थ स इस प्रमेय की कोई 

६ उपपत्ति नही दी गयी है। उपरिक्तिस्तित चित के अतिरिक्त चउनपेइ में कही कही 
पर इसी प्रभेय से सम्बद्ध प्रबन और तिर्मेय भी मिलते हे। स्मिथ से अपने इतिहास 
के पहले मांग के पृ० ३१ पर उत्त पुस्तक के एक आग का इस प्रकार अनुवाद 


किया है-- 
रेवा को तोडो और चौडाई ३ रूम्बाई ४ छो । तो कोनो की मध्यर्य दूरी ५ 


होगी। 
चीन की अगली उल्ठखनीय गणितीय पुस्तक क्यू चय स्वातशू (माँ विभागा 
मे अकगणित ) है। यह चीन की सबसे महान्‌ गणितीय इतियो में से है। इस ग्रय में 


इन प्रकरणा का समावेश है-- 


ज्यामिति र्४5 


(() फ़ंग तिथैत (खेल का वर्गण) । इस अध्याय का विषय सर्वेक्षण है। इस 
का सान ३ लिया गया : विभिन्न आकृतियों के क्षेत्रफलों के सूत्र दिय गे 
हूँ जैसे प्रिभुज, समलूम्ब, वत्त । 


(४) चू भी (चाजों का परिकलन) । इस अध्याय का विपय प्रतिशतता औ 
समानुपात है। 


(9) इवाइ-प्रेन (सागों का परिकलन )--साझा और त्रशशिक । 

(९) बाव-कुअंग (लम्बाई निकालना )--आाकृतियों की मुजाओं की लम्ब्राइय 
बगे और घन मूछ। 

(५) शंग-कुंग (आयतन निकालना) । 

(एं) चून-णू (मिश्रण)--गति जौर मिश्रण सम्बन्धी प्रश्न । 

(शा) बिननू-त्मू (आधिक्य और न्यूनता )--मिथ्या स्थान नियम । 

(ए४) फ़्रंग चैेंग (समीकरण )--युगपत्‌ एकघात समीकरण और सारणिक 

(४४) कउ-कू (समकोण त्रिभुज) 

इस ग्रन्थ के लेखक और रचना काल भी ज्ञात नहीं है | किन्तु इतना पता है | 
चीन के सम्राट्‌ शी ह वांग ती ने २१३ ई० पू० में यह राजाज्ञा निकाली कि समः 
पुस्तकें जला दी जाये और सव विद्वानों को जीवित दफ़ना दिया जाय | तिस पर भी व 
पुस्तकें जलाने से अवध्य ही बच गयी होंगी, और कुछ जो लोगों को कण्ठस्थ ९ 
दुबारा लिख ली गयी होंगी । उक्त घटना के कुछ ही समय पश्चात्‌ एक चीनी गणिर 
चंग संग हुआ है जिसने पिछले छेखकों की क्ृतियों का एक संग्रह प्रकाशित किय 
जनुमान है कि स्वान श्‌ भी उसी ने लिखी । किवदन्ती हैं कि उक्त ग्रत्थ चउ-कंग 


अपनी ही देख रेख में तैयार कराया था । इस प्रकार स्वान ज्ञ का रचना काकू १०, 
४० ५० से पहले का ही बैठता है। 


यथाकथित 'पिथेंगोरस का प्रसेय' 


यह वात अब अधिकांश इतिहासजञ् मानने रूगे हैं कि पियेंगोरस का प्रमेय' श्‌ 
देता के लेखकों को पिथेंगोरस के जन्म से सैकड़ों वे पहले जात हो चका था । 3 
अब हम इसे शुल्त्र प्रमय' कहेंगे । स्मिथ ने अपने इतिहास के भाग १ के प० ९७ 
ल्खि है कि 'शुल्व सूत्रों में पियेंगोरस के प्रमेव का न्यास ( 5ग॑धापटाा) स्पष्ट श॒ 
में दिया गया है, किनत हिन्दओं को उक्त प्रमेय की ज्यामितीय उपफपस्ति उन उप 


६५० हकिक का इकिासग 


भी बरी ही धा। हय देगा इकाततक सिय & हंतीसररधात कहर हो शा है 
कयोरी ढक कप्+ वह शाशाईऊ वी बहु झो प्रयकाबढ हक हा केक शाप 
हुक मे पधत है है शिवा परक्‍च कब 404 अप्नाक यू इए चढ |] 

हक प्षम 7ग डीच 6क शत्र गुत (१) हो // बी 2० ३ 2१ ३९ 7«- 

दा कपुए4 हवर रच हच्क या प६" किद्वशशावा पे कब कपपश शहर 
शक १ 

औापर राव ४ (3) का कौद शापयण भी 7४ ताप है 

४ घुरता एकचिटरेश आॉशिप + विवगा हा थदात बुषामत दुगशफदुमर करी । 

बोल णत “पे (08) ४ 7४ 784 877 * मी द्रा मे (#7 

भरीपण--पराल का विताण हागा हशवर है ही हाप्र शशापरे 7 शारा! 
आर भौष्ाई भार धर पृणाए कर) 7॥ 

अधाक किला आप ₹ विपणन पर थे या शत बा बाववात में उत् शेते ही 
बे समा होता है रा हाना मजा पर शान जाय। 

शाकवाशं भय पर के ७पात शुया भा क कुछ गया क्य हिरण 


76%): #- थू ४ 
(सं) ६ १ १३ 
(१) >" >* «५१ 
(घ) “४ १९ १७०१ 
(४) १२ ३५०३७) 
सापायात घत्या में व अब उाहिरण भा ल्यिगय # रिलु वहहा मर्याजी 
गा अगायों से उत्पप्त द्वात € 
उपरिलितिक उ्यहरणां से य* विकय पे वियाहनां पराहिए हि हिट दी 
धाय प्रभय मे बवल बुछ उठाहरण हा चात थे रह झारित सूत्र का पता हो कटा था। 
हृपर हिय हुए समर उता”रघ सुम्य शिया के ह॥ हिल्लु शुल्दा में असुमय राधियां 
मे उल्यहरण भा मिरल ह। आचमघ की यह में इस समहाण विमुज जा योग 
दप्टिगावर होता है-- 
१५६३० ३१६६२ ३९५२ 


ज्यामिति 


श्सदे इस समझ 


धर: 5 ग्‌ होना $ः 
मय घेर ; तिमम का प्रयोग होता हू 


कि] 


ब््ा 


मिरित सौजार्मा: हु 
अभिर्लित सौणार्मा: 

ड्‌ की 5 आग कं 5 
0६४४३, ०४४६-४३. 5* 


न है.५2 

अत ड़ पु 5, ६ बे 757 दिशायर सभा गिल | समा दिला सप 
क्षतः, यह असाग्मद है हि भारतीय गधितशों छा उनसे प्मस हे से ह्प 

निखार कल 5 . कप हु ७ ग् 85... प्म्त +>अटकिक अज म वानस ४ हेलो 5 पु 

काल ने ही। कार्यागन से डाल प्रभय हे स्यास था धन्य में सह वाह ४ ६०77४ 


सर्य-- यह ज्ञान क्षेत्रों (समतस् आऊंतियो) 
इस वाक्य से स्पष्टलः सह नि्ार्प निकहता है कि गल्वपगरों को प्मेय का ज्यासि- 
तीय रूप भी ज्ञात था। इस कथन मी पुष्टि के मोर भी 


०५४१ 


का सम्बन्ध में है । 


पाई प्रमाण घुल्व मुत्रों में ह्दी 

मिल जाते है । कात्यायन के निम्नलिसित इलोकों पर विचार कीजिए । 

द्िप्रमाणा चतु: करणी भिप्रमाणा नवकरणी चतुः प्रमाणा पोटश फरणी । 
अधंप्रमाणेन पादप्रमाणं बिधीयते । 





चित्र ५७--शुल्व प्रमेय का ज्याभितोय प्रदर्शन । 


आधूनिक ज्यामितीय भाषा में हम इन इलोकों का भावार्थ इस प्रकार देंगे--- 


श्ष२ गणित का इतिहात्त 


“इगुनो रेसा से चार वर्ग बनेंगे, तिगुनी रेखा से ९ वर्ग बनेंगे, चोगुनी रेसा से ३ 
आधी रेखा से चौथाई वर्ग बनेगा।! 


अव इस सम्बन्ध में आपस्तम्ब (78) ७ और वात्यायन (77) ९ पर वि 
बरना आवश्यक है जिनका भावार्थ इस प्रकार होगा-- 

जितने मान्य विसी रेखा में होगे, वर्गों की उतनी ही पतितयाँ उसके वर्ष 
हागी।” 


अब इस नियम का किसी समकोण तिमुज पर प्रयोग करने देखिए तो इत मा 
की आह्वति प्राप्त होगी । ( देखिए चित ५७ ) 

आहृवि से स्पष्ट है कि इसमे शुल्व प्रमेय का ज्यामितीय प्रदर्शन सप्निहित है। 

शुल्व प्रमेय वा प्रयोग शुल्वा में दो चार नहीं, दसियों स्थानों पर हुआ है 
किसी आयत के बरावर एक वर्ग बनाना, वर्ग के वरावर एव. आयत बताती जिंक 
एक मुजा दी हो, 4/२, /३, . की ज्यामितीय रघना निकालना इस 
ऐसे समस्त निर्मेया में उक्त प्रमेय का सहारा लिया गया है। सूत्रा से यह भी पता ख 
है कि शुल्वकारों को निम्नलिखित विछोम प्रमेय वा भी पता धा-- 

'बदि कोई त्रिमुज ऐसा है कि उसकी एक भुजा का वर्ग शोष दोनों भुजाओ के व 
दे योग के वरावर हो तो पिछली दौना सुजाओ का मध्यस्थ कोण एक समकोण होए। 


हम यहाँ तत्सम्वन्धी दो एक रचनाएं देते हे-- 


बीधायन-- 
मि केजत गारण्य 
माना चतुरखरे समस्यनक्नीयस करण्या वर्षयिसों वृश्भुल्छिखित्‌ बृधास्या4णार7 
समस्तया पाइवमानी भवति । 
4 ; 
उदाहरण--मान लीजिए कि दो वर्ग दिये हुए हे और एक ऐसा वर्ग बनाना 
जो क्षेत्रफल मे इन दोनो क्षेत्रफ्को के जोड के बरावर हो । 


यदि दिये हुए वर्ग का खाग्राघा और चा छा जा झा हो तो ना खा में से वा या- 


चा छा काट लो। 
था या को जोडो । 
अब, का यानिवा घाजत्थां या, 


है ५28४ 5 30 5 ५ 03 के की «०2 आह 7 


ज्यामिति २०३ 


अतः यदि घा या पर एक वर्ग खींचा जाय तो उसका प्षेत्रफल दोनों दिये हुए वर्गों 
के क्षेत्रफल के जोड़ के वरावर होगा। 


घा | ८ 





या 


का दवा 
न्त्त सवा 


चित्र ५८--दो शुल्व सूत्रीय क्षेत्रफल । 


भव शुल्व प्रमेय की एक विशिष्ट दशा पर भी विचार कीजिए । 
वौबायन (3) ४५-- 
समचतुरुस्त्रस्यादणयारज्जुद्विस्तावतींभूमि करोति । 
भापस्तम्व॒ (4) ५-- 
चतुरख्नस्पाध््णयारज्जुद्विस्तावतीं मूमि करोति । 
कात्यायन (४) १२-- 
समचतुरस्त्रस्थादूणया रज्जुद्विकरणी । 
इन समस्त इलोंकों का अर्थ एक ही है-- 
किसी वर्ग के विकर्ण का वर्ग (मौलिक) वर्ग का ढुगुना होता है । 
इस प्रकार यह सिद्ध होता है कि शुल्वकार 5/२, &/ह,.- की ज्यामितीय 
रचना की विधि भी जानते थे। इन रचनाओं और ऐसी ही अन्य रचनाओं के लिए 
शुल्व प्रभेय के साविक ज्यामितीय रूप का ज्ञान अनिवार्य था । 
.. ऊछ शुल्वकारों ने वर्ग वाली विशिप्ट दच्मा आयत वाले सा्विक प्रमेय से पहले 
दी है। यज्ञ वेदियों में से एक प्रकार की वेदी का नाम दक्षिण वेदी' था। उसकी 
रचना में एक वर्ग बनाया जाता था जिसका क्षेत्रफल दूसरे वर्ग के क्षेत्रफल का दुगुना 
हो। इस प्रकार हम देखते हैँ कि कम से कम वर्ग वाली विभिष्ट दा तो अति प्राचीन 
है क्योंकि दक्षिण वेदी की रचना सम्बन्धी सूत्र ऋग्वेद से मी पुराने हैं । और ऋग्वेद 


रप४ गणित का इतिहास 


३००० ई० पू० से पहले का है। अत यह मानना पड़ेगा कि शुस्व प्रमेय की वग 
माली दशा का ज्ञान २००० ई० पू० से भी पहले वा है। 

हमने पिछदे अध्याय में बुछ ज्यामितीय रचनाएँ दी हे। ऐसी बहूत सी बय 
रचनाओं का उल्टेख घुल्व सृत्रा में मिलता है जो विना शुल्त्र प्रमय वी सहायता कै 
सम्मव ही नही है। वाम्य यज्ञ 
की वेदिया में से एक वा ताम 
है चतुरक्त श्येन चित्‌ जिश्रमें एव 
ऐसा वर्ग बनाना होता है गिरती 
क्षेत्रफल ७३ वर्ग मात्रक हो। 
इसकी रखना में चार वर्ग बदाते 
होते है जिनकी भुजा १ मह् 
हो, दो आयत बनाने होते € 
जिनकी मुजाएँ ११८ १६ ००५ हा 

[एँ 
चित्र ५९--इयेन चित्‌ बेदी में शुल्व प्रमेय । पह ५४ 

इस वेदी की रचना से स्पष्ट है कि इसमें शुल्व प्रमेय का प्रयोग किया गया है। 
इसके अनिरिषत शुल्व सूत्रों में ऐसी अनेक रचनाए है जितमे जिसी वर्ग वे १३ *३ 
रेड गुने क्षेत्रफल का वर्ग बनाना होता है। 

इस भ्रकार शुल्व प्रमेय की प्राचीनता में तो तनिक भी सन्देह नही रह जाता। ष््म 
सम्बन्ध में हम पाठका का ध्यान निम्नछिखित कृतिया की ओर आहृष्ट करते हैं“ 

() 437 ९ 5फ्राशा ठात्ल: 5०ण्ालाए गया वगक 0० झादापं 
79प्रणाय (7889) 99 29, 37. 

(2) ०0 8 फरकलापधर्वत 0॥6 6०0क्रलााल एावे ह6 6०0ण०705व४ 
जग एप्पल 5, 7.९एयड (7870) 82 

(3) 4 फरणा. डब्रक्रंधहि पद वेदाकफलीला ग्रागह्ागिकफवीया 


665थ5८0४०७६ 7,ए फए 556 ६ ड़ 
(4) श टकराव. एग्रीकिणाइला परटए ठक्करीरी0० बैक परगीव 


ग्राबधॉपट, उफ्ते ९७ छत व 385 
(3) [ (09३ 4 आागय प्रकागड गी ठाब्ल॑ कगीयायमल, पे 
508० (7884) 755 6 
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ज्यामिति रण 


5 है. 


(०) ले. जगाप्ल ; 2प7 .र्लांगाहर तल ऐैद्रागला0 202 का. /ध्टा- 
गपण पा (तट्वाप्ल, ॥.ठ9शगां8 (7874) 97 | 


(7) 7, ]. पलक + गाल एस्‍छत्ला 800: 5 एप्लीएवड हांशाशला। 
| ३ ए०४., (शत छु० (7908) [, 352 


(8) 6. [07९० : ५ 'निव्नज्ला) वी ठकतीला त॥5 7407० 


कावत्त॑ए--]१०ए१० $ज्िएबर [०र्लाएंगंटवर, निरवी० (7907) 227-6+ 
(००८व ७ए म८शा। ], 3575. 


(9) 0. राह : 'ग)6 ॥॥पीटावतो:ठ बैक 5परबातक, वात 
3.0, (७४), उ०ए्राक्ष, 6, परशाएपरएडटीला प्राण, फवे, स्व (929) 
3775-205. 

(70) 6. एप्रछव्ण ; $प्रा490:३5 


शुल्व प्रमेथ के विपय में एक बड़ी विलक्षण वात यह हैँ कि इस का कोई प्रमाण 
हीं है कि पिथेंगोरस ने इसकी कोई उपपत्ति निकाली थी । पिथेंगोरस का जीवन 
का छठी ई० पू० था। उसके लगमग ५०० वर्ष पश्चात्‌ लोगों ने कहना आरम्म 
किया कि उसने शुल्व प्रमेय का आविष्कार किया था। और यह अनुमान एक अस्पप्ट 
अमोत्यादक कथन पर आधृत था । इस प्रकार पिथेंगोरस को मुफ्त में ही श्रेय मिल 
गया। हँकेछू और यंग तो निश्चित रूप से यह कहते हूँ कि उक्त प्रमेय की कोई उपपत्ति 
पिथेंगोरस ने दी ही महीं | अल्मेंन और केंण्टर ने यह अनुमान लूगाया है कि कदाचित्‌ 
पिथेंगोरस ने कोई उपपत्ति दी हो । किन्तु उनके तक सन्‍्तोषजनक नहीं हें । 
ब्रट्इनाइडर का विचार है कि उक्त प्रमेय की जो उपपत्ति पि्थेंगोरस के नाम से 
पम्वद्ध है, वास्तव में वही है जो ११५० ई० में भास्कर ने दी थी। हँकेल एक पग और 
थागे बढ़कर कहते हें कि “वास्तव में उक्त उपपत्ति की उत्पत्ति में यूनानी शैली का तो 
वाभास भी नहीं है, उसमें तो भारतीयता झलकत्ी है।” हँकल की उक्त टिप्पणी का 
भैमर्थन अल्मेंन, हीद और गाउ ने भी किया है। इसी बिना पर हीद ने यह सुझाव 
दिया है कि इस प्रमेय का नाम “कर्ण के वर्ग का प्रमेय” होना चाहिए । हिन्दू गणित 
प्रमेय कर्ण के वर्ग के रूप में नहीं दिया गया है,वरन्‌ आयत के विकर्ण के वर्ग के 
रुप में दिया गया है। अतः डा० दत्त के विचार में इसका नाम 'विकर्ण के वर्ग का 
प्रमेय” अधिक उपयुक्त होगा। पश्चिमी गणितज्ञों ने विना किसी प्रमाण के, केवल 
अटकल के सहारे उक्त प्रमेय का सारा श्रेय पिथेंगोरस को दे दिया। किन्तु पर्याप्त 


२५६ ग्रणित का इतिहास 


प्रमाण होते हुए भी हिन्दुओ को इस श्रेय से वचित रखा। सब बावों पर विचार क्से 
से हम उक्त प्रमेय के विपय में इन निप्कर्षों पर पहुँचते हं-- 

(क) यह बात विबिवाद रुप से सिद्ध है कि शुल्व.प्रमेय ४०००-३००० ई० 
पृ० में ही हिन्दुओ को ज्ञात था। वह उक्त प्रमेय वे वेवठ अवगणितीय उद्दाहरणों सै 
ही परिचित नही थे, वरन्‌ उसके साविक ज्यामितीय रूप के भी ज्ञाता थे 

(ख) हिन्दुओ से कही पर भी छुल्व प्रमेय वी कोई उपपत्ति नहीं दी है! एम 
बात की अत्यविक सम्भावना है कि उन्हें उक्त प्रमेय की कोई उपपत्ति भी प्राप्त होगी 
थी, विन्‍्तु हमारे पास इस बात का कोई अकाट्य प्रमाण नही है। 

(ग) ११०० ई० पु० के लगभग चीन में भी उक्त प्रमेय का आभास मित 
चुका था जैसा कि हम ऊपर लिख चुके हैँ। यह सम्भव है कि चउ-पेइ के रेसक को भी 
उसकी कोई उपपत्ति न मिली हो 

(घ) पिवगोरस ने उक्त प्रमेय की कोई उपपत्ति दी ही नहीं। अत शुल्े प्र 
हे! आविप्कार का सर्वे प्रथम श्रेय शुल्ववारों को मिलना चाहिए, दूसरा श्रेय घेर 
के छेखक़ को। पियेंगोरस उक्त श्रेय ने तनिक से मी अश का भागी नहीं है। 


बब्लिन (बाबुल) 


बढ्लिन वे आरम्मिक्त काल के अक्गणितोय ज्ञान वा उल्लेख हम एए पिएं 
अध्याय में कर चुके है । उक्त भूलण्ड ने ज्यामिति में भी कुछ प्रगति साई पी। 
१५०० ई०पू० वे लगमग ही इन लोगो को ज्यामिति के बुछ सूत्रों वा ज्ञात ही गया था। 
में छोग वर्ग, आायत, समक्तोेण विभुज और समझम्व का क्षेत्रफल निवाल ऐसे में। 
सम्मवत' बुछ दोसा के आयतन वे सूत्र भी इन्हें ज्ञात थे जैसे समान्तरफ्क (मर: 
००१००) और वेडन (05 धाठे८7) । 

मिस्र 

सिख बी अति प्राचीन ज्यामितीय इतियाँ उसके गूनीस्त्म (7) साफ) 
है । यदि इनको प्रावीत इजीनिवरी चमत्यार भी बहें तो कोई अदुश्तिंग 8) ! 
में सूचीस्वम्म ३००० ई० पू० से मो पटठे के बताये जाते हैं । इतने आधार हे 
है और पार पलत्ा (59० (८८5) सामद्िवादु तिमुज (०८वैंस पृष्शाट्टाॉ०0 
इसरी प्त्पति इस प्रशार हुई हि प्राचीन काल में मिस में पहले एक बर्गाहाए काए 
बनाया हाता था। उस में मरे गाड़ दिये जाने थे। घहई पर बाँस साहा हुरहे 7! 


ज्यामिति र्‌ण७ 


खपच्चियों और ज्ञाड़ झंकाड़ से पाट कर ऊपर से बालू से ढक दिया जाता था। 
जैसे जैसे समय वीतता गया, इन क्त्रों की निर्माण विधि में अच्तर पड़ता गया और 
आवश्यकता ने कछा का रूप घारण कर लिया। 

ये यूचीस्तम्म सदैव राजघरानों के सदस्यों के लिए ही बना करते थे । प्रत्येक 
राजा का एक मन्दिर होता था जिसमें पूर्व की ओर एक द्वार रहता था। राजा उक्त 
द्वार में से अन्दर जाकर पद्चिम की ओर मूह करके पूजा किया करता था। सूची- 
स्तम्म सदैव मन्दिर के पश्चिम की ओर बनाया जाता था, और उसकी पश्चिम की 





चित्र ६०--चट्टान काट कर बनाया हुआ एक मिस्री सन्दिर । 
गा [ इन्साइवलोपीडिया ब्रिटेनिका से ] 
दीवार में एक द्वार बनाया जाता था। किंवदन्ती है कि उक्त द्वार से ही दिवंगतात्मा 
दूसरे संसार को जाया करती थी । 
अधिकतर सूचीस्तम्भों का प्रवणता कोण (४7९० ०६ 5:०9०) छगमग अचर 
(५१९ के आस पास) है। किन्तु कुछ सूचीस्तम्मों के कोण ४५" से ७४“ तक के हें । 
एक अनुमान यह है कि इन सूचीस्तम्मों के आधार का आधे उच्चत्व से अनुपात अचर 
है और 5 के वरावर है। सम्मव है यह अनुमान सत्य हो क्योंकि इससे “7 का माच 
३.१४ आता है। । 
सि्र के राजाओं में से अमेनैमहट ३ अथवा 'मोरिस' का नाम विद्येष उल्लेखनीय 
है। इसका राज्य कारू १८५० के आस पास था। इसके समय में मिस्र में सिंचाई की 
एक बृहत्‌ योजना चालू की गयी । इससे पता चलता है कि इतने प्राचीन काल में भी 
मिज्तियों ने सर्वेक्षण और मापिकी का पर्याप्त ज्ञान प्राप्त कर लिया था | छोगों का यह 
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भी अनुमान है कि जहमिस पेंपिरस इसी वे” राज्य काल में लिसा गया था जिया 
उल्देख हम एक पिछठे अच्याय में कर चुरे हे! 
जिस समय वा हम उल्लेस वर रहे हे, उसे मिख का सामन्‍्त युग कह सकते हे 
उक्त युग का अन्त १८०० ई० पु० के लगमग हुआ। उन दिनो मिद्नू मं डक प्रथा 
चालू ही गयी थी, तिथिपत्र बनते छगे थे और नदियों वे' उतार चढाव के अमिकेस री 
तैमार हो गये थे। अत हम बह सकते हे क्रि उस समय तक मिस्र के गणितीय शीत 
का बुछ कुछ विवास हो चुता था। 
अहमिस पपिरस का विपय मुस्यत व्यवहार गणित है, किन्तु उसमें कुछ प्र 
मापिवी, श्रेणिया और समीकरणों पर मी है। उबत ग्रन्थ वा पहला प्रश्न इस प्रकार है” 
“(बहू राशि वताओ जिसका) पूरा और ७ वां माग मिलावर १९ होते हैं।” 
इसे प्रदव का निरूपण इस समीकरण से होता है-- 
यक+छ य 5२ १९ 
हल करने की विधि 'परख भूछ विधि' ही थी। 
मिल्र की चित्रलिपि में यह समीकरण 
ये ($+इ+ड+१) 55३७ 
इस प्रकार लिखा जाता था-- 





चित ६१--मिल्न को चित्रलिपि। 
( इन्माश्क्लाप्राटिया अ्िटेनिया से ) हा 
मिस्र की धर्मेलियि (सलाएत०) में यही समीकरण इस प्रकार छिखा जायगी' 
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किश्व ६२--मिल्ष की धर्मलिपि 


0 20 72032 हू । , 
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कु 


अहमिस में वर्गों, आयतों, समह्विवाहु त्रिमुजों और समलम्बों के क्षेत्रफल निकाले 
गये हैं। वृत्त के छेत्रफल के लिए निम्नलिखित सूत्र दिया गया है-- 


(व्यास-॥ु व्यास) 


इस सूत्र से + का मान ३.१६ आता हैं। उस समय के हिसाव से इतना सूक्ष्म मान 
दे देना श्रेयस्कर था । 

अहमिस में सूचीस्तम्मों के जो नाप दिये गये हैं, श्रमोत्पादक हैं, किन्तु उसी समय 
के एक अन्य पेंपिरस में एक आयताकार सूची स्तम्म के छिन्नक (सिपकपा॥) का 
ठैक ठीक आयतन दिया गया है। 

सिसॉस्ट्रिस मिस्र का एक पौराणिक राजा हुआ है। इसका जीवन काल १३४७ 
ई० पू० के लगभग आरम्म हुआ था। हरोडोटस (लगभग ४८४-४२५ ई० पू०) 
लिखता है कि सिसॉस्टिस ने सारे संसार को जीता, अपने देश के लिए क़ानून वनाया 
और देश के निवासियों में भूमि का विभाजन किया । जैसी जिसकी फ़सल होती थी 


वैसा ही उससे लगान लिया जाता था। मिश्र की सामान्य जनता का ज्यामिति से 
प्रथम परिचय इसी प्रकार हुआ। 


यतान 


हम एक पिछले अध्याय में यनान के अंकगणितीय कार्य का विवरण दे चुके 
किन्तु यूनान की प्रतिमा सबसे अधिक ज्यामिति के क्षेत्र में चमकी । यों तो ज्यामिति 
के कुछ सिद्धान्तों से मिस्र वाछे परिचित हो चुके थे, किन्तु उक्त विपय को व्यवस्थित 
रूप से प्रथम यनान ने ही दिया । यूनानी गणितज्ञ ज्यामिति में इतने व गये थे कि 
उन्होंने अधिकांश अंकगणितीय और वीजगणितीय प्रश्नों को भी ज्यामितीय विधि से 
ही हल किया। यूनान के इतिहास का ९वीं से ७वीं शताव्दी ई० पू० तक का काल ज्या- 
मितीय युग” कहलाता है। इस युग में ज्यामितीय आक्ृतियों का प्राघान्‍्य था। मिट्टी 
के वर्तनों पर, मन्दिरों पर, क़न्नों पर--सर्वत्र कछापूर्ण ज्यामितीय आक्ृतियां दिखाई 
पड़ती थीं। त्रिमुजों, वत्तों और सममुजों (.02८72०७) में इनकी विशेष रुचि थी। 
थेल्स (परप४८४) (६४०-५४६ ई० पू०) मिलेटस (!/८६०४) नगर का 
निवासी था। यह एक गणितज्ञ, दाशनिक और ज्यौतिपी था। यह यूनान के सात 
हुए वद्धिमानों' में से एक था । इसने सूर्य ग्रहण के विपय में एक भविष्यवाणी 
की थी जो सच निकली । इसी से इसकी ख्याति देश मर में फेल गयी। इसने मिस्र 
जाकर ज्यामिति सीखी | थेल्स के समय तक लोग इतनी ही ज्यामिति, जानते थे कि 
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ठोसो वे तठझ और आयतन निकाल छेँ। थेल्स ने पहले पहल यह प्रइन उठाया कि 
किसी आशइति की भिन्न मिन्न रेखाओ में क्या पारस्परिक सम्बन्ध होता है, और इस 
प्रकार रेखा ज्यामिति' की नोव डाली । $ 

थेल्म ने निम्नलिखित ज्यामितीय साध्यों वा आविप्कार किया-- 

(१) प्रत्येक वृत्त अपने किसी भी व्यास पर समद्विमाजित होता है। 

(२) किसी समद्विवाहु त्रिमुज के आधार कोण बरावर होते हे । 

(३) जब दो ऋजु रेखाएँ एक दूसरे को काटती है तब सम्मुख धीर्ष कोण 

बरावर होते हे । 

(४) अधवत्त का कोई भी कोण एक समकोण होता है। 

(५) समरूप धिमुजों की भुजाएँ समानुपाती होती हे । 

(६) दो त्रिमुज सर्वागसम होते है यदि उनके दो कोण और एक मुजा बरावर हो। 

थेल्स ने उक्त प्रमेयो का दो व्यावहारिक प्रइनों पर प्रयोग भी किया--- 

(क) समुद्र में किसी जहाहु की दूरी निकालूना। 

(ज) किसी सूचीस्तम्म की छाया नाप कर उसवी ऊँचाई निकालता! 

भआाज हमे उपरिलिखित प्रमेय बहुत सरल और महत्त्वहीन दिखाई पह्ते हैं, कि 
समार के उक्त समय के ज्यामितीय ज्ञान के विचार से ये साध्य बहुत ही महत्ववूरग 
है। घेल्स के प्रथम दो साध्यो में रेखा ज्यामिति, समीकरण और समिति के मावों की 
नीष है। 

पिथेंगोरस 

पिथेंगोरस ने ज्यामिति की बहुत सी परिभाषाओं कया निर्माण क्या। इसके 
अतिरिक्त उसने बहुत से ज्यामितीय प्रसेयो को सिद्ध क्या और रचनाओ बी विधि 
निवाली-- 

(9) विसी त्रिमुज़ के तीनो कोणा का योग दो समकोण होता है। 

(7) एक बहुमुज बनाना जो क्षेत्रफल में एक दिये हुए बहुमुज के बरावर हो और 
एक दूसरे दिये हुए बहुमुज के समरूप हो। 

(77) पौच सम वहुफलकों (?०[ज़ाटट7०) की रचना। 


पिथेंगोरस को चतुप्फलक (॥८४४८०४०४) और द्वादशफ्लक (00८८श१४रप- 
707) की रचना तो अवश्य ज्ञात थी। यह सम्भव है विः अप्टफ्ल्व (04गो०व॑- 
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707) और विशतिफलक ([0082॥००7०॥) की रचना का आविष्कार एक अन्य 
गणितन थीटेटस (']८४८८८८७५) ने किया हो । 


((ए) किसी ऋजुरेखाकृति के समरूप और एक दूसरी ऋजुरेखाकृति के वरावर 
एक अन्य ऋज्रेखाकंति वनाना । 

सम्मवतः पिथेंगोरस ने लोगों को यह भी वताया कि पृथ्वी अन्तरिक्ष में एक गोला 
है। इस प्रकार हम देखते हैं कि पिथेंगोरस ने ज्यामिति के क्षेत्र में कई महत्त्वपूर्ण 
आविष्कार किये हैँ। किन्तु हम एक पिछले प्रकरण में कह चुके हैं कि उसने उस 
प्रमेय को सिद्ध किया ही नहीं जो उसके नाम से प्रसिद्ध है। 

ईलिया के जीनो (22०१0 ० 9०७) का जन्म लगमग ४९६ ई० पू० में और 
मृत्यु ४२९ में हुईं। यह एक दाशनिक और गणितज्ञ था। इसका सिद्धान्त यह था 
कि संसार में 'एक' की सत्ता है, न कि अनेक' की ६ इसके कुछ विरोवामास जगत्‌ 
प्रसिद्ध हो गये हँ-- है 


. (१) यदि संसार में अनेक की सत्ता है तो वह अत्यल्प भी है, अति महान्‌ भी । 
अत्यल्प तो इसलिए कि उसके विभिन्न भाग अविभाज्य हूँ, अतः परिमाणहीन हें । 
अति महान्‌ इसलिए है कि प्रत्येक दो भागों को पृथक्‌ करने के लिए उनके बीच में एक 
तीसरे भाग की सत्ता होनी चाहिए। फिर इस तीसरे माग और पहले भाग के बीच 
में एक चौथा भाग होना चाहिए, और इसी प्रकार अनन्त तक। 

(२) प्रत्येक वस्तु आकाश में स्थित है, अतः आकाश भी आकाश में स्थित है। 

(३) यदि नाज का एक मुट्ठा भूमि पर फेंका जाय तो उसमें से कुछ ध्वनि 
निकलती है। अतः उसके प्रत्येक दाने से व्वति निकलनी चाहिए, किन्तु वास्तव में 
एसा नहीं होता। 


(४) संसार में किसी प्रकार की भी गति असम्मव है। मान छीजिए कि हम 


एक तीर छोड़ते हैं । वह किसी भी क्षण या तो उस स्थान में चलता है जिसमें स्थित है, 


या ऐसे स्थान में जिसमें स्थित नहीं है। जितने स्थान में स्थित है, उतने में तो चल 
ही नहीं सकता। और जिस स्थान में है ही नहीं, उसमें चलेगा कैसे ? 

(५) मान छीजिए कि कछुए और खरगोश में इस शर्ते पर दौड़ हो रही है कि 
आर|्म में कछुए को १० गज आगे से चछाया जाब। तो खरगोश कमी कछुए को 
कड़े ही नहीं सकेगा । यदि खरगोश की चाल कछुए वी चाल से दुगुनी है तो जितनी 
देर में खरगोश १० गज़ चलेगा, उतनी देर में कछुआ ५ गज़ बागे निकल जायगा। 


जब तक खरगोश इन ५ गज्ों की दूरी पार करेगा, कछुला शा गज़ और बागे चढ़ 
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जायगा। जब तक खरगोश २॥ गज्ञ और चलेगा, कद्ठुआ १३ गज और बढ़ जायगा। 
और इसी प्रकार यावदनन्त (व प्रिय) । 





चित्र ६३--हिपॉक्रेंटोज के त्रिभुज की दो भुजाओ पर अधंतरूत। 

हिपॉननेटीज (70००४) भी ५वी शताब्दी ई० पु० का एक दाशेनिक 
और ग्रणितज्ञ था। गणित के क्षेत्र मे इसबी विश्येप रुचि ज्यामिति में थी। इसमे वृत्त 
के वर्गंण पर बहुत परिश्रम किया । इसने एक समद्विवाहु समकोण प्रिमुज लिया और 
उसकी तीनो मुजाओ पर अर्धवृत्त बनाये। तत्पश्चात्‌ इसने यह सिद्ध किया कि 
दोनो रेखित चद्धमों ([,07८४) का क्षेत्रफल त्रिमुज के क्षेत्रफल के बराबर है। 
इसके पश्चात्‌ तो केवल एक वर्ग बनाना रह जाता है जो क्षेत्रफल में उत्त बिभुज के 
बरावर हो । हिपॉ्क्रेटीज़ की उपयत्ति इस साध्य पर आधूत है--वृत्ती के क्षेरफत 
उनके व्यासो के वर्गों के अनुपात में होते है । 

आककइ्टस (/ए2०॥9७७७) (लगमग ४२८-३४७ ई० प०) पिथेंगोरी सम्धदाय 
का ही एक वैज्ञानिक और दाशनिक था ! यह सात बार सेना का नायक चुना गया) 
किवदन्ती है कि एक जल यात्रा में यह समुद्र में डूब कर मर गया। इसकी 
बहुमुखली थी । प्रारम्मिक ज्यामिति के क्षेत्र में इसने समानुपात सम्बन्धी कई अ्मेष 
सिद्ध क्ये, जैसे “यदि कसी समकोण त्रिभुज में शोप॑ से कर्ण पर लम्ब डाला जाय 
तो बह कर्ण की अवधाओ का मध्यकानुपाती होगा” और इसका बिलोम । इसने 
विभिन्न श्रकार वी श्वेंडियो के सेदों को स्पष्ट किया, यान्त्रिकी का ज्यामितीय विवि से 
विवेचन किया, घन के वर्गण का एक मौलिक हल्‍ू निकाला, ध्वति-विज्ञान और 
सगीत पर गवेयणा की और एक उडने वाला यन्त्र तैयार किया। इसके नैतिव और 
दाशनिक' सिद्धान्त इलने महत्त्वपूर्ण समझे गये कि अरस्तू ने इसके दर्शन पर एक ग्ररन 
लिख डाला। 

थीटेटस का जन्म लगभग ३७५ ई० पू० में हुआ था । यह एँयेन्स का निवानी 
था और बहत प्रतिमाशाली था । इसने प्रारम्मिक ज्यामिति पर वहुत कार्य विया हैं। 


ज्यासिति २ 


यूतानी किवदन्तियों के अनुसार पंच तत्त्व पाँचों सम ठोसों के बने हँ---अग्नि चतुप्फः 
से, पृथ्वी घन से, वायु अष्टफलक से, विश्व की सीमा हद्ादणफलक से और जल विश' 
फलक से । इस यूनानी परम्परा और प्राचीन हिन्दू सिद्धान्त में केवड इतना अन्तर 
कि हिन्दू परम्परा में पाँचवाँ तत्व आकाश माता गया है । सम्भव है कि आका 
से तात्यय 'विद्व की सीमा' का ही हो। यूनानी विद्वानों में सर्व प्रथम थीटेटस 
ही उक्त सिद्धान्त का व्यवस्थित प्रतिपादन किया है। 
प्लेटो का उल्लेख हम अंकगणित के अध्याय में कर चुके हैँ । उसने ज्यामिति 

अध्ययन्त मुख्यतः दार्शनिक दृष्टिकोण से किया । उससे ज्यामितीय भावों की सर 
परिभापा, और शुद्ध तकंयुक्त उपपत्तियों की नींव डाछी । वह कहा करता था 
जिस किसी मनृप्य को नेता वनना हो, उसके लिए गणित का, विशेषकर ज्यारि 
की, अध्ययन आवश्यक है। उसके विचार में गणित का अध्ययन मस्तिप्क के विझ 
के लिए ही आवद्यक था, चाहे उक्त अध्ययन का कोई उपयोग जीवन में हो या न १ 
प्लेटो का विचार था कि शिक्षा के साथ साथ मनोरंजन का समावेश भी होना चा 
जिससे झूक्ष विषय भी रोचक बनाये जा सकें । 

एक प्राचीन ज्यामितीय-वीजगणितीय समस्या है 'घन का गुणन' (|४/प/४] 
८० ०६ (0० ८प०८) . इस समस्या का सम्बन्ध इस समीकरण से है-- 


रे गत "रे +3 
यू कऋ+ क्क «के चन्मक। 


प्राचीन समय में कभी कभी कुछ घामिक वेदियों के आकार को ढुगुना करने 
“औवश्यकता पड़ती थी । उपरिलिखित समीकरण का उद्भव उसी समस्या से | 
है। उक्त समीकरण का हल प्लेटो, आर्काइटस (07८४४प४) और मैंनीव 
(/८॥३८८॥४॥०७५) ने निकाला है। मेनीक्मस ने इसका साधन परवलय 
अतिपरवरूय की सहायता से किया है। इरॉटॉस्थनीज ने इसके हल के लिए 
यान्त्रिक उपकरण ही बना डाछा । 
प्लेटो की परिपद्‌ का उल्लेख हम एक पिछले अध्याय में कर चुके हेँ। च॑ 
जैताव्दी ई० पू० का प्रायः समस्त गणितीय काये प्लेटो के शिष्यों और मित्रों ने £ 
है। थीटेट्स उक्त परिषद्‌ का सदस्य था। यूडोक्सस (एए००%०७) ने अनु 
सिद्धान्त की तज्ञींव डाछी जिसका समावेश बाद को यूक्लिड के 'एंलोमेप्ट्स' में: 
है। उसने “निःशेपण विधि' (7/०००१ 6₹ फज्ताश्यहं00) से आक्ृत्तियं 
क्षेत्रल्ल और आयतन निकाले । वह प्लेटो का शिष्य था। आर्काइटस, जिर 
उल्लेख हम ऊपर कर चुके हें, प्लेटो का मित्र था । 


२६४ गणित का इतिहास 


यूडावसस (लंगमंग ४०८-३५५ ई० प०) कानून, ज्यामिति, औपधि और 
ज्यौतिष का विद्वानू था। अनुमान है कि इसने अनुपात सिद्धास्त का प्रतिपादन किया 
जो बाद में यूक्छिड के पवे माग के रूप में प्रकाशित हुआ। इसने रेखाओ के वनर 
काट (6० '4०7 $०८४०४) पर भी कई प्रमेय आविष्दृत किये । इसकी नि शेषण 
विधि तो श्रस्तिद्ध हो गयी है। सम्मवत इसने यह भी सिद्ध क्या था कि गोलो के 
आयतन उनकी ब्रिज्याओं के घना के अनुपात में होते हे । कदाचित्‌ यूडोइसत ही 
सबसे पहला यूनानी गणितज्ञ था जिसने यह वताया कि सौर वर्ष ३६५ दिन से छंगगग 
६ घण्टे बडा है। 

मेनीक्सस, जिसका उल्लेख हम ऊपर कर चुके हे, वा जीवन काल ३५० ई० १०९ 
के लगभग था। यह यूडोव्सस का शिप्य और प्लेटा का मित्र था। शाकवों (00779) 
का व्यवस्थित अध्ययन सर्व प्रथम इसी ने किया था । इसने परवलय के सरलतम 
समीकरण 

रचतप य (225८०) 
का प्रयोग किया था, और अतिपरवछूय के इस गुण का मी उपयोग किया था हि 
यदि उसके अनन्तस्पक्षिपों (5)॥79॥00८४) को अक्ष मान लिया जाय तो उसका 
समीकरण 
य रच्च्या (29४) 

होता है। 
कहते हें कि सिकन्दर मी संनीक्मस का शिप्य था। उसने गुई से वहलायां कि 
ज्यामिति विद्या उसके लिए सरल बना दी जाय । मेनीकमस से उत्तर दिया कि ' देश 
म तो राजकीय और निशी--दो प्रकार के मार्ग हुआ करते है, किन्तु ज्यामिति में सबके 
लिए एक ही मार्ग है।” 

अरम्तू (075000०) का जीवन कार ३८४-३२२ ई० पू० था। दर्शन झास्त 
में इसका स्थान बहुत ऊँचा है। गणित में इसकी विशेष शचि ज्यामिति और भौविती 
में थी। इसने अपनी कृतिया मे गणितीय राशियों के लिए वर्णमाठा वे अक्षरों की 
प्रयोग किया है। एक स्थान पर यह लिखता है कि यदि 2 गामक बल (/ै/०!४० 
07८७) ही, 0 गतिभान्‌ वस्तु हो, [? दूरी हो 0 समय हो, व ५ 

अरस्तू में एक नये दा्मनिक सम्प्रदाय को जन्म दिया जिसका घ्येय या श्रर्यकी 
भाव कय सूछ निवालना। बोल चालक की माया म इसे कहते हें वाट की खाल 
निकालना // अरस्तू ने गणित पर दा पुस्तवे लिखी हँ--एक अविमाज्य रेसाओ 
पर, दूसरी यान्वित प्रश्चा पर । उसकी कृतिया का यूक्‍्लिड पर भी प्रमाव पडा है। 


ज्यामिति श्द्प्‌ 


'सातत्य' ( 0०धगरणंपए ) की सब से पहली परिभाषा भी अरस्तू की ही दी 
हुई है-- 

“बदि कोई वस्तु ऐसी हो कि उसके कोई से दो ऋमागत भाग ले लें तो जिस सीमा 
पर वे मिलते हों, वह दोनों के लिए एक ही हो और दोनों भाग एक दूसरे से जुटे हुए 
हों दो उस वस्तु को सतत (0०7रप77005) कहते हैं ।” 

अरस्तू का मत था कि “वास्तविक अनन्त ( रम्र/८ ) का अस्तित्व ही 
नहीं है। 

एक स्थान पर अरस्तू ने कहा है कि “किसी वर्ग के विकर्ण की रूम्बाई, जिसकी 
भुजा की लम्बाई १ हो, सुमेय हो ही नहीं सकती, क्योंकि यदि वह भुमेय हो तो एक सम 
संख्या एक विपय संख्या के समान हो जायगी ।” ' 

आजकल %/३ की असुमेयता की जो उपपत्ति दी जाती है, उक्त कथन की पुष्टि 
करती है। 

जिस काल का हम वर्णन कर रहे हैं, उस काल के एक गणितज्ञ का नाम और 
उल्लेखनीय है--एुरिस्टियस (87:४८०५)। इसके जीवन के विपय में केवल इतना 
पता है कि इसका कार्य काल ३२० ई० पू० के आस पास था। पेंपस (2००7५) इसके 
ज्यामितीय कार्य से इतना प्रभावित था कि उसने कहा है कि यूनान में वैश्लेषिक 
ज्यामिति के क्षेत्र में तीन ही गणितञ महान्‌ हुए हैं---एरिस्टियस, यूक्लिड और 
एपोलोनियस । एरिस्टियस ने शांकवों पर पाँच ग्रल्थ लिखें । इसके अतिरिवत इसने 

पाँच सम ठोसों पर जो कुछ लिखा, उसका समावेश यूक्लिड के १३ वें भाग से 


के गया है। इस प्रकार हम देखते हूँ कि इसकी ऋृतियों ने यूविलड को भी प्रभावित 
या है। ५ 


(४) ३०० इईं० पू० से १००० ई० तक 
यूक्लिड (5८7०) 


यूविलिड के जन्म और मृत्यु का ठीक ठीक पता नही हैं। इतना ज्ञात है कि इसक 
कार्यकानन ३०० ई० पू० के आस पास था। इसने प्राइम्मिक शिक्षा कदाचित एँये 
में प्लेट के शिप्यों से पादी। दोछेमी १ (2०) 7) के राज्यकाल (३०६- 
स्टरे ई० पु०) में इसने एलग्जेप्द्रिया में एक स्कूल स्थापित किया। यूक्छिद ि 
जीवन का एक उपास्थान प्रसिद्ध हो गया है। इसके एक सिप्य ने ज्यामितति का प्रथ 


२६६ गधित का इसिलास 


साहय पढ़ने के पदखा] वहा हि इसने सीख से मिटेस्त कया है युक्टिड ने आने 
सोरर सवच्त नि इस ६ सनी दे दा वयारि यह हर या। से एम की बाग है। 

मृतिश्ड वा सदस प्रसिद्ध ग्राथ एंसीमे टुग (7. ल८॥ा » मद सत्य) है जिम 
१८८० से आज रात एक हज़ार में अधिता सारण निरात भुर है । उता इयर 
विधाप सूला दंगे ब्राएर ऐै-.. 
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हिन्र ६४--यूकिलड के अनुवाद का एक पृष्ठ। प्रथम पवित में यह साध्य दिया 


गया है जिसकी सरुया आवुनिक सर्ह्रणों में २८ है। 
(१) सर्वागसमता (00ाष्ठाप्ढए८८) और समान्तरता (जॉब 


>> 
2 शप्रा(-८:7 एएँ ए््िपलए॥ €९-कृा- र8-- +24:2: 2६525: 22 
'ल्वीश कैसे 
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(२) वीजगणितीय सर्वसमिकाएँ और क्षेत्रफल; 
(३ ) वृत्त; 

(४) अललिखित और परिलिखित बहुमुज; 
(५) समानपात; 

(६) बहुभुजों की समरूपता; 

(७ )-( ९ ) अंकगणित; 

(१०) असुमेय राजियाँ; 

(११)-(१३) ठोस ज्यामिति । 


यूविलड के अन्य ग्रस्थ ये है-- 


(क) डेटा (/0900)--इसमें ९४ साध्य दिये गये हें । उनका विपय यह है 
कि यदि किसी आकृति के कुछ अंग दिये हों तो जेप अंग ज्ञात किये जा सकते हैं । 

(ख) आक्ृतियों के विभाजन पर एक पुस्तक--इस पुस्तक का विपय यह है 
कि यदि कोई आकृति (त्रिभुज, चतुर्भुज, वृत्त) दी हो तो उसे ऐसे दो भागों में किस _ 
प्रकार बाँटा जाय कि दोनों भागों के क्षेत्रफल एक निरदिप्ट अनुपात में हों । 

(ग) स्यूडेरिया (!2$८ए०४०७) जिसमें शिक्षाथियों को यह बताया गया है 
कि ज्यामिति के अध्ययन में कौन कौन सी त्रुटियाँ सम्भव हैं 

(घ) जांकव--चार भागों में । 

(3) पोरिज़्म्स (?07875)--उच्च ज्यामिति पर। 

(च) तल-विन्दुषघ ($प्ा५०८०८ 7,00)--दो भागों में । 

यूक्लिड की शेप कृतियाँ ज्यौतिष, संगीत, चाक्षुषी (099०५) आदि पर हें। 

आ्किमेंडीज 

आकिमेंडीज़ का जीवन वृत्तान्त हम अंकगणित के अध्याय में दे चुके हें । उसकी 
ज्यामितीय पुस्तकें ऋमशणः निम्नांकित विपयों पर हैं--- 

(7) गोले और वेलन पर जिसमें इन ठोसों और गंकुओं ((:०४८४) के आयतन 
आदि निकालने के सूत्र दिये गये हें। 

(3) वृत्त के माप पर---इसमें कुल तीन साध्य हे । दूसरे साध्य में यह असमता 
सिद्ध को गयी है-- 
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(श) घक्वामायों (टणा्ंक) और गोल्ामासो (50075) पर 

(7४) सर्विज्े (59099) पर। 

(५) परवलय थे क्षेत्रस्‍ल्म ((३४००४०४ए7८) पर । 

(४) एप पुस्तत में प्रमेयिताओं (.ला75) का सग्रह--देसमें समतर 
ज्यामिति के १५ साध्य है। 

आकिमेडीज की शेप इृतियाँ याग्त्रिवी और दब॒स्येतिकी ([7)070:07 5) 
पर है। उसने और भी बई ग्रन्य छिसे थे जो अप टुप्त हो गये है। 

एंप्रोछोनियस * 


एपोओोनियस वा से प्रसिद्ध ग्रस्य कॉनिवस (०४८5 & झाकव) है। डा 
पुस्तक ते बारण उसका नाम “महान्‌ ज्यामितित' पद गया । एपोलोनियस ने भरे 
भी वर्ड ग्रस्य लिसे, विल्लु उनमें से प्राय सभी टुप्त हो चुके हैं ! कॉनिकस ८ माया 
में विमाजित है। पहले भाग में ऐंपोडोनियस से यह दिखाया है वि झाकवा का तन 
किस प्रवार होता है। उसने निर्देशाक ज्यामिति का भी प्रयोग किया है। घाव का 
काई व्यास और उसके छोर का स्पर्शी छेरर नियंद्‌ अक्षो (0047० #:9७) 
हारा उसने झाकवों के गुणो का आविष्कार तिया है। झाजतों कै अग्रेज़ी नाम भी पहने 
पहल ऐपोलोनिवस ने ही रखे थे । हा 
कॉनिय्स के मांगों १---४ में मौलिकता तो कम है, किस्ठु एंपोलोतियस ने इसमें 
अपने पूर्व गामियो वा सारा बार्य व्यवस्थित रुप में दे दिया है। भागो ५-७ में एँपोहा- 
नियस ने मौलिक्ता दिखायी है। ५ वे भाग में उसकी प्रतिमा की चरम सीमा दिलाई 
« १इती है। इसमे उसने अमिलम्बा (]ध०४४02)) के गृणो का विवेचन विया है और 
यहें भी बताया है कि किसी विन्दु से क्रिसी झावव को कितने अमिलम्व खीचे जा 
सकते हैं। इसके अतिरिक्त उसने वक्षता केस्द्र (एलाफट ० 0प्रए्शपर) पर 
मी कई साध्य दिये हे। 
एऐपोल्ोनियस की जो कृतियाँ लुप्त हो गयी है, उनमें से मी अधिकाश ज्यामिति 
पर ही है । उनमे से एक में यूविठड को आछोचना वी गयी है। एक अन्य प्रुस्तक में 
उन द्वाइशफ्छकों और विज्ञतिफलको की तुलना की गयी है जो एक ही गोले में खीे 
जा सकें। एक अन्य स्थान पर उसने यह बताया है कि « की सौमाओ के ३डे और 
3३ से भी झुदम मान किस प्रकार निकाछे जा सकते है। 
पेंपस का उल्लेख हम एक पिछले अध्याय में कर चुके हे। उसके समय में गणितीय 
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अध्ययन वहुत उपेक्षित हो चुका था। इस प्रकार वह अपने समकालीन विद्वानों में 
अपवाद था। उसकी प्रतिभा विल्‍क्षण थी, किच्तु उसके देशवासियों ने उसका समादर 
नहीं किया। यहाँ तक कि उसके देश के लेखकों ने कहीं उसके काये का उल्लेख भी नहीं 
किया है। उसने एक गणितीय संग्रह' प्रकाशित किया जिसके आठ 'ागों में से पहले 
दो तो छुप्तप्राय हो चुके हे । उक्त संग्रह में उसने अपने समस्त पूर्व॑गामियों के कार्य 
का व्योरेबार विवरण दिया है। इसके अतिरिक्त उनकी कृतियों पर अपनी टिप्पणिय 
और व्यास्याएँ भी दी हैं 
पेंपस की पुस्तक के जो भाग बच रहे हैं उनके भी कुछ पन्ने नप्ठ हो चुके है। दूस- 
भाग का जो थोड़ा सा अंश बच रहा है, उसमें अंकगणितीय विपय दिये हुए हैं। तीस 
भाग में ज्यामितीय प्रइन हैँ। चौथे भाग में वृत्तों और अन्य वक्नों के गुणों का विवेचन 
है। पाँचवें माग में समपरिमाप (509८7ए८०य०) आक्ृतियों का विवरः 
है और छठवें में गोले के गुणों का । सातवाँ भाग ऐतिहासिक है और आठवें भाग ; 
गुरुत्व केद्ध और अन्य यान्त्रिक विपय हैं । 
प्रोकलस (070७७) (४१०-४८५ ई०) ने एलग्जैण्डिया में प्रारम्भिक दिक्ष 
पाई, और अध्यापन कार्य के लिए वह एथेस चला गया। ४५० ई० में वह दर्शन व 
प्रा्यापक हो गया । उसने प्लेटो के सिद्धान्तों पर कई ग्रन्थ लिखे हैं । इसके अतिरिव 
उसने कई पुस्तकें व्याकरण पर भी लिखी हैं । गणित में उसकी मुख्य कृति यूक्लिड १ 
टीका है | उक्त ढीका में उसने पिछले ज्यामितिज्ञों के कार्य का उल्लेख किया है 
अतः यह ग्रन्थ ज्यामिति के इतिहासज्ञों के लिए महत्त्वपूर्ण है। 
वोथियस की जीवनी हम एक पिछले अध्याय में दे चुके हें । उसने जो पाद 
पुस्तकें लिखी हैं, उनका यूरोप में हजार वर्ष तक समादर रहा। उसने एक पुस्त 
ज्यामिति पर भी लिखी है जिसमें मौलिकता तो विलकुल नहीं है, किन्तु उपस्थापन वह 
सुन्दर है। इस कारण बहुत से घामिक स्कूलों में उसका प्रयोग पाठ्य पुस्तक के रूप 
होने छूगा। 


चीन 
* जिस कारक का हम उल्लेख कर रहे हें, उसमें ज्यौतिप के क्षेत्र में तो चीन में 5 
विद्यान्‌ हुए जिनका मुख्य कार्य तिथिपत्र से सम्बद्ध था, किन्चु ज्यामिति में छिट- 
प्रयस्‍्तों को छोड़कर चीन ने कोई विश्येप प्रगति नहीं दिखायी । एक राजनीतिन च 
सांग (लगमग २००-१५२ ० पू० ) हुआ हैँ; जिसने “९ विभागों के अंकगणितो ! 
एक नया ग्रत्व लिख दिया। उसकी वहुत कुछ सामग्री पुराने ग्रन्थ से छी गयी थी । 
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चाग साय ने अपनी पुस्तक में मापिकी के भी ठुछ प्रश्न दिये हैं, जैसे विसी पेह 
की ऊँचाई निकालना | वृत्तसण्ड (5८७8ए४८१६ ० ४ ८८) के क्षेत्रप्त के 
लिए उसने यह मृत्र दिया है-- 

| ऊँचाई» (जीवा+ऊँचाई) । 

अन्य लेखका में चाँग हांग का नाम उल्लेखनीय है। इसका जीवन वाछ २३८- 
३१६ ई० था। यह एक ज्यामितिन्ञ और ज्यौतिपी था । इसने ८ का निकट मात 
४१० दिया है। 

एव अन्य चीनी गणितज्ञ सुत-त्जी हुआ है। इसके जीवत वाल का टी ढक 
पता नही है, किन्तु अनुमान है कि तीसरी शताब्दी ई० पू० का पहला मांग था। 3४ 
इतिहासज्ञां का भत है कि इसका स्थिति वाछ पहली दताब्दी ई० था। उस समा 
का एक धीनी ग्रन्थ मिला है--वू-त्माओ स्वान किंग । सम्मव्त यह सुत-ली वा 
लिखा हुआ है। पुस्तक में मापिकी के प्रस्न दिये हुए है । मापिकी वे अतिरिततत दुर्ग 
जी ने यीजगणित पर भी परिश्रम क्या है। उसकी विशेष रुचि अनिर्णीत समीर एगा 
में थी। वह ऐसे समीकरणा बे केवल एक हल से ही सन्तुप्ट हो जाता था। सम 
एक प्रइन यह है-- 

एक सस्या ऐसी है कि उसे ३ से माग देने पर २ बचते है, ५ से भाग देने पए रे 
और ७ से भाग देने पर २ बचत हें । समया उपल्ध बरो ।7 

तृतीय झताझी ई० वा एक प्रसिद्ध गणित हुआ है ल्‍्यू हूवी | इसते पा डा 
* ममुद्दी ठापू अश्गणित झास्त्र ' पर छिसा । साम वाल्तव में विशक्षण है। पुरा पर 
विपय मापिकी है और उसया सवप्रयम प्रइव इस प्रतार है “एप टाए है जिसे नाल 
है।” बदाबित्‌ इसी प्रश्त पर पुस्ता वा माम रस दिया गया है। 

इसने पश्चात्‌ दसवी दाताब्दी तत् चीए से और मी बई गशितग हुए हैं, 
उनमे से अधिफाश की रुचि असगणित अथया ज्यौतिष में रही है। 

भारत 
आरयेभ्ट! 

आेमट्ट के अकुयशितीय और बीजगणिगिय काय का उत्टटा हम पिछः अधयाग 
में कर शुरे € । आयंमट्ट से अपने धन्य हे बर्ई अनुच्छेश में उ्याधितिय रिया वी ४ 
विवेधन हिया है। उस अनुछ्छद् में मुख्या विभुता, लगुमूंझा और वृता ने ५५७४ 
और डाया ब' आयात के यूत्र रिये गये हैं । हम ये हुए उयरध देते हैं++ 
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(क) त्रिभुज का क्षेत्रफल 
ब्रिमुजस्थ फल शरीर समदलकोटी भुजाध संवग 
स्मिथ अपने इतिहास के भाग १ के पृष्ठ १५६ पर लिखते हैँ कि (“आर्यमट्ट के 
दिये हुए) नियमों में एक नियम समह्रिवाहु त्रिभुज के क्षेत्रफल का भी है जिससे प्रगठ 
होता है कि आयंभद् अपने कथन कितने अबूरे रूप में दिया करता था-- 


त्रिमुज का क्षेत्र आधे आधार और उस हूम्ब का गुणनफल होता है जो 
बाघार को बधियाए।* 

कजोरी महोदय भी अपने गणित के इतिहास में कहते हें कि आर्यनद्ट ने त्रिभुज 
के क्षेत्रफक का जो सूत्र दिया है वह समह्दिवाहु त्रिमुज पर ही छागू हैं 


कजोरी और स्मिथ नेज्यहाँ समा का अर्थ बरावर छगाया हूं। किन्तु वास्तव 
में इस प्रसंग में 'सम' का यह अर्थ नहीं है। एक णब्द के अनेक अर्थ हुआ करते हू 
हमने आधुनिक गणित में 'सम' को निम्नलिखित दस अर्थों में युवत होते देखा है-- 


(१) सम वरावर 
समभुजीय एक्णीलगो 
सम अतिपरवरूय एवगोगलओ िएएलाए०णे 
समकौणिक एवृणंबाड्पोौश 
समता एवप्भा।ए 
असमता [व्वृपभीए 
()॥) सम 


समभुजीय और समकौणिक 
-.. रिटएपाशा एएणएड0णा 
सम चतुप्फलक एड्णैच पीलाभीर्ताणा 


सम बहुभुज - 


सम वहुफलक छ ०2४70 एणएेज़ीस्वे0ए 
(४४) सम (;0०7४शा 
सम त्वरण एच इषटलेटिबस0त 
सम नियीड (दवात ) एक्रातिफ एएछड्पाए 
(7ए) सम 04 फ्रांणिणश गरश॑गावों 
. सम छड़ | एएऋ्राठपऑ उठते 


सम पटल एक्रतिया क्षराएव 


(४) सम 
सम अमिसृति 
समहयता 
(५7) सम 
समतरू 


समतली, समतरूस्य 


समतल भमि 
समतछ काट 


(ए7॥) सम सरया 
विषम सख्या 


(शा) सम 
सम समान्तर वछू 


(९) सम 
समरंखिक 
समवृत्तीय 


(») सम 
समक्रोण 
सम शबु 
सम स्तूप 


दमने यहाँ सम के वढ़ी अर्थ दिये है जो अब भी गणितीय पुरतका में मिल जाते 
है। शब्दो के कुछ अर्थ ऐसे भी होत है जो अब प्रचलित नही हैँ और केवल शब्द कोषो 
की झोमा बढा रहे हे । गणित की कुछ प्राचीन पुस्तकों में सम सस्या को वुल्य 
सख्या' और “विषम सस्या' को ओज सरया' कहा गया है। थे दोना पिछले प्यार अब 
इस्तको में नही पाये जाते। इस श्रकार के बहुत से शद इस छेस मैं मिस जायेंगे 

बज भौहन थाचीन हिंदू गणित में श्रेढ़ी व्यवहारु--मागरी प्रचारिणी पत्रिवा 
५२-०१ (स० २००४) रप्नरे४ 

झब्दकीपों में सम! का एक अर्थ (:००7०४ (सामान्य, उमयनिष्ठ, सर्वेदिष्ट) 


भी दिया हुआ है। 


गणित वा इतिहास 


एफल्प 
एंकतफ्या! ००१५ थटुध्रात० 
एथशआाकिणांछ 


चौरस 

फएकफ्रव, फोर 5पव०६ 
(० , 

चौरस भूमि 

एगा6 5च्व्यणा 


असल खैपाजाएटर 
090 (ष्माकैय 


एक से, ॥॥ग[ट 
गव6० कृमगोंर िक 


एक 
(एगॉफसाः 
(एगाल्जलार 


ग्रह 

रे डा 2ण्ठां० 
उह६ (गाल 
काछ0 कण 


ज्यामिति ... २७३ 


बव यदि सम' का यह अर्थ लगाया जाय तो आर्यन्नट्ट के उपरिलछिखित इलोक का 
अथ सप्ट हो जाता है। 


काटी >उच्चल (20०) 





भा 
दल>भमाग ही 
इस प्रकार 'दलकोटी' का अर्थ हुआ 4 
बहु कोटी जो त्रिभुज के (दो ) भाग 4 0 
कर दे । अतः आर्यभट्टू के इलोक का अर्थ कर हु 5 
हुआ-- 


त्रिमुज का क्षेत्रफल है (आधार) » सामान्य कोटी 

!(0935९) ६ एणाग्राव07 बर[पपते० 
.  शष्ट है कि उक्त इलोक में आयंभट्ट ने क्षेत्रफल का ऐसा सूत्र दिया है जो किसी 
भी त्रिभुज पर छागू हो, न कि केवल समह्िवाहु त्रियुज पर ही। यों भी यह वात अन- 
होनी सी लगती है कि जिसने किसी भी चतुर्भुज के क्षेत्रफल का सूत्र निकाल लिया 


हो, वह त्रिमुजों में से केवल एक विश्येप प्रकार के त्रिमुजों के ही क्षेत्रफल का सूत्र 
निकाल पाया हो। 


(ख) # का सान 
आर्यभदीयं का १० वाँ इलोक इस प्रकार है-- 


चतुरधिक शतमप्ट्गु्ण द्वापरिप्टस्तथा सह्नणाम्‌ । 
अयुतद्वयय.. विप्कम्भस्यासन्नो.. वृत्तपरिणाह:॥१०॥ 
पहली पंक्ति का अर्थू--सौ में चार जोड़कर ८ से गुणा करो । गुणनफल में वासठ 
हजार जोड़ दो। 
आसन्न-निकट (0997ठःी9६८) 
वृत्त-(एटो८ 
परिणाह-परिधि ((टएत्नटिथा८०) 
विप्कम्म>-व्यास (एथ्ाग८प्टा ) 
अयूत्त>दस सहस्न, दस हज़ार 
इलोक का भावार्थ--- 


जिस वृत्त का व्यास २०००० हो, उसकी परिधि का आसन्न मान-- ६२८३ 
१८ 


श्फ्ड गणित का इतिहास 


परिधि _ ६२८३२ 
व्यास २०००० 
ज्त्हे ४१६ 
“का यह मान चौथें दशमलव स्थान तक ठोक है। और आय॑ंमट्ट ने इसवा मी 
आसन मान! कहा है, यथार्थ मान' नही कहा । इसका अर्थ यह हुआ हि आर्मसटट 
को इस बात का भान था कि - का इससे भी सूक्ष्म मान (00056 एशे७८) विकत जे 
सकता है। 


इस प्रकार ८ का आसत मानरू 


(ग) वृत्त का क्षेत्रफल 

आर्यमटीय के ७ वे इठांक की पहली पक्ति-- 

लमपरिणाहस्याथे विष्कम्मा्ेहतमेव वृत्तफलम्‌ । 

चूत का क्षेत्रठ दे (परिणाह) %४ (व्यास) 

हू | (२->८त्रिज्या) >८त्रिज्या 
या (व्रिज्या) * 
ब्रह्मगुप्त 

ब्ागुप्त के अक्गणितीय और वीजगणितीय कारये का उल्डघ हम पिएडे अधा 
में कर चुके हे । ब्रह्मग॒ुप्त का ज्यामितीय कार्य बहुत महत्त्वपूर्ण रहा है। न जिनुत्र निधि 
लोयता, समलम्वा, वर्गों इत्यादि पर तो यूज दिये ही हे । उसका सबसे से ह 
चृत्तीय चतुमुंजों (0727८ वष्ण्वेगोंअटाग$) और ठोमों पर हुआ है। है 
पहाँ उसके ज्यामितीय काये के दुछ नमने देते हे-- 

(क) घृत्तोय चतुर्भुज का क्षेत्रफल 
ब्राह्मस्फुटसिद्धान्त' के २१वें इलोक की दूसरी पवित इस प्रतार है-- 
मुजयागायंचनुष्टयमुजानधातातू._ पद सूइ्ष्मम्‌ ॥ 

मान लीजिए कि चनुर्मुज की भुजाएँ क, से, ग, घ हे और अ उसता अर्द परिसर 

($लाए फुष्ग्रयट्ध्प्य) है। अर्थात्‌ 
२अचके ->ख+ग+घा। 
ता आधुन्ित गणितीय माया म उपसिखिखित सूत्र इस पवार टिसा जावगीणा 
क्षेत्रस्‍ठ «५ ((अ -क) (अ-स) (अ-ग) (अ-घ)) 


ज्याभिति 


पते 
॥&॥ 
न 


[स्तर ) शआदहान्पट सिद्टाच्ट उपयू २८ सो इदापद-- 


[खितेमेझ पाते वार भव यान ग्ययस्‌ | 


गगन ममप्रतिमदंबंधबो। कुंगो। सदर च्पिम ॥म्टाा 


यदि किसी वुसीय सनूर्भद के दिई्ण ये, द हों तो उ्रिक्िगिल चूच्र के अनुसार 
घज िि पा 
प्‌ मार्ट 02 ० कुक कुक ( 0 80705 सांप) 
पर काश प दा शत 


">> - (संग -- गाय) । 
काघ -- राग 


यदि दम उन दोनों सूत्रों को गणा करे सो बढ़ फछ प्राप्त शोगा-- 
यर 5 कग--पप 
इस साध्य को आजकल टोडेमी (0009)७) प्रमेव बढ़ते है । 


(ग) ब्रह्मग॒प्त का एक रोचक ज्यामितीय प्रग्न रस प्रकार है जिसमें शुल्व प्रभय 


का प्रयोग किया जाता है-- 


रहते है। उनमें से एका को ऐसी सिद्धि 


तक जाता है 


एक पहाड़ी की चोटी पर दो साथ 


 छड़ 


| हु 
सकता है। वह पहाड़ी की चोटी से थोड़ा | विधा त 
ऊपर उट्कर, फिर टेढ़ी दिया में चलकर 
पास के एक नगर में उत्तर जाता उस 


। दूसरा पहाड़ी के नीचे उतर कर पेंदल उसी नगर 
। दोनों की यात्राओं की लम्बाड्या वरावर होती हे। यह वताओ कि 
हेझा साथु ऊपर कितना ऊँचा उड़ता है और नगर पहाड़ी से कितनी दूर है। 
(६) ब्राह्मस्फुट सिद्धान्त के ४५ वें और ४६ वें इलोक--- 
मुखतलयुतिदलगुणितं वेवगु्ण व्यावहारिक गणितम्‌ । 
मुखतलगणितेक्यार्थ बेबगु्णं. स्थादगणितमीत्रमू ॥४५॥ 
औज्रगणिताहिश्ोध्य व्यवहारफर्ल भजेत्‌ त्रिभि: शेपम्‌ । 
लब्घं व्यवहारफले प्रक्षिप्प मत्रति फ्लू सूक्ष्मम्‌ ॥४६॥ 
इन इलोकों में ब्रह्मगुप्त ने सूचीस्तंम (?9थामंते) के छिन्चनक (िप्पाए) के 
भायतन के मूत्र दिये हें । 


२७६ गणित का इतिहास 


मुखदुति न ऊपरी छोर का क्षेत्रफल 

तलदथुति न आयपार वा क्षेत्रफल 

व्यावहारिव फद + शिम्टाट्यों ६ ऑपिल 

औवफ्ल बन. डिलाल एगौपरल 

सूक्ष्म फल नू.. (056 एगेफ्ट, 0०0परलपा एथंपट 


इन इलोकों में छितक के आयतन के लिए तीन सूत्र दिये गये है-< 


ता शर्त हि 
१ व्यावहारिक मान वा (४०) ऊ, 
दः 
जिसमे क्ष, क्षे आधारो वे क्षेत्रफल है और ऊ छिप्तक की ऊँचाई। 


क्ष+ले 
२ औनमानआ न “प्रा ऊ । 


३ सुक्षम मान $(आ-वा)+वबारूई (आ+२ वा) 
_ | (अ+ले)+३-(४क्+४ले)' 
| ऊ (क्ष+क्षे+/क्ष क्षे) 
आधुनिक गणित मे भी सूचीस्तम के छितक के आयतन का यही सूत्र दिया जाता है! 
महावीर 


महावीर ने वृत्तीय चतुर्मुजो के वे सव सूत्र दिये है जो ब्रह्मगुप्त ने दिये थे। 
उसकी हौली अधिक स्पष्ट है! इसके अतिरिक्त उसने और भी बहुत सी 85 
का विवेचन जिया है, जैसे वत्त (0:८८), अर्धबृच्त ($कषप्फदाएथ८)) दी ४ ९ 
(झ%%), निम्नवृत्त (0ग्राव्वच०-दाव्पैय गधध्य), उच्चतवृत्त, (0णग 67 
दष्टप्रॉच्च-ग्र०३), कुबक वृत्त, (एक्तक्ाग्धि। आ८०), अन्तश्चव- 
(्रटए 27प्ए/०७), वहिश्चक्‍्वालबृत्त, (0ए०:-भणर्रो०७) हस्तिदत के 

इसमें सन्देह नही कि महावीर का ज्यामितीय कार्य भी बहुत सहत्वएूणे हुआ ४ 
उसने कई ऐसी आकृतियों के क्षेत्रफलो के सूत्र निकाले हे, जिनका विवेवन उमसे हु 
कसी अन्य हिन्दू गणितज्ञ ने नही किया चा। हम उनमें से कुछ की हे 
देत है-- 


बॉलबृर्त, 


इह्यादि। 


ज्यासिति र्छछ 


ले 





निम्नवृत्त उन्‍्नतवृत्त 
कुंचक वृत्त 
अन्तश्चक्रवालकृत्त (६) 
बीहिश्वक्रवालवृत्त 
हंस्तदन्त क्षेत्र 


(यह नाम हमारा दिया हुआ है) 
चित्र ६ए--भडवीर के कुछ ज्यामितीय क्षेत्रों की आकृतियाँ । 


चवाकर क्षेत्र 'घुस्जाकार क्षेत्र पण्वाकार क्षेत्र वज़ाकर देज 
चित्र ६६--महावीर के कुछ ज्यामितीय क्षेत्रों को आकृतियाँ। 


इनके अतिरिक्त महावीर ने वृत्तों से घिरे हुए कई प्रकार के क्षेत्रों के क्षेत्रफल मी 
निकाले हे, जैपते--- 


श्छ्ट यथित का इतिह्प्त 


वित्र ६३--महावीर के बुछ ज्यामितोय क्षेत्रों शी आहतियाँ ! 


महाकीर ने गोदे के आयतन के डिए ये सूध दिये ह-- 
निकट मान ७ ६ (| ब्यास)' 
भूदम माने | >-०- ३(३ व्यास) 
पिछके सूत्र से - का मान रत अर्यात्‌ ३ ०३७५ आता है। 
अन्य देश 


बगदाद के हाझे उत्समोद (३६३-८०९ ) का नाम कौन नहीं जानवा दर 
2३ वर्ष की अन्‍्यावस्था में ही याजयद्ग पर बढ गया। इसया नाय सगार हे २ 
प्रिय राजाजा में बहुत आदर से झिया जाग है। जलता में इसका साम अत है 
से कायर के रुप में श्रगिद्ध है। इसके अविरिकत अरबी साहिय में दसता नाम अर्ती 
उपास्यानों में सब्बद्ध है । 
होएें ग्वय एका पिदान्‌ था और दिया का वारसी भी था । इसने अपने दरबार 
हिप कल कप 





ज्याभिति २७९ 


>. 
पर ज्यं टन 


घरानों मे श्सवग आद्यन प्रदान चलता था । उससे गणित भीर ज्यानिप का बहु 
प्रोत्माहर दिया। एसी की छत्तदामा में यूतिलिट के एल्ामन्ट्स का अन्त वी में अनव 
शा और इसी क्नशद्ध से मरोप में णविलाए की विशेस प्रशस्ति हुं: और हारने दे; ! 
गज्यकाद में बग़दाद में फिर एक बार हिखू पाण्डित्य का सितारा चमका । 
हाझे उल्रणीद के प्र कल्मामन कय राज्यकाोद (८०९८६ ) भी वचिया' 
रिट से बहने महत्वपूर्ण रहा है। इसने नी ज्यौतिग और गणित 


2१! रु 


9), 
शत 
है: 
हर 
९ 


५६ व 


राज्यकाल में मविकद का अनबाद पूर्ण दो गया। उसने टोडेमी के अल्माजेस्त 
भी अनुवाद कराया। इसके अतिरिवत इसने बगदाद में एकर्सेस्वा ज्ञान कंझ हे 
पित की जिसमें एक पुस्तकालय और एक वेधसात्ण की भी व्यवस्था था 
वीं शताब्दी के उत्तराव में वगदाद में अल्माहानी नोमक एक प्रसिद्ध ज्यीरि 
। इसने घन समीकारणों पर कुछ कार्य किया है। इसमें मौलिकता तो दि 
थी, किल्तु इसने अपनी कृतियों से जनता का ध्यान इस समीकेस्ण 


7! ज्, 


या का स्व र गृ ये 


पर इतना आक्ृप्ट किया कि लोग इसे अल्माहानी समीकरण ही कहने लगे। 5 
अतिरखित इसने यक्लिड के कुछ जंगों पर टीका लिखी है जी प्रसिद्ध हो गयी है। ४२ 
एक टीका आकिमेडीज़ की गोझे और वेलन सम्बन्धी कृतियों पर भी हे । ेु 
बग़दाद में एक हकीम ताबित इब्न कोरा (८१६-९०१) हुआ है जिसन गे 
भर दर्कषंत के अव्ययन को बहुत प्रोत्साहन दिया । इसने ज्यामिति, ज्यौतिय, फा 
ज्योतिप आदि पर अनेक ग्रन्थ लिखे हैं । यूविछठ और टोलेमी का पुस्तका के 
अनुवाद इससे पहले हो चके थे, इसने उनका परिप्करण किया। इसका नाम इस 
विशेष रूप से प्रसिद्ध हआ'कि इसने ज्यामितीय प्रष्नों पर वीजगणित का प्रयोग कि 
जिस काल का हम उल्लेख कर. रहे हे उसके अन्तिम चरण मे बग़दाद मे ६ 
गणितज हुए हैं, ने वीजगणित, ज्यौतिप और ज्यामिति का अध्ययन किय 
इन छोगों ने अनेक पुस्तकें लिखी हैं । इसके अतिरिक्त उसी काल में बहुत सी यू' 
पुस्तकों का अरबी में अनवाद भी हुआ है। एक लेखक अलहज्जाज (लूगभग ७ 
) ने यकक्‍्लिड और टोंकेमी का अनुवाद किया हैं। इसके अतिरिक्त एक 


लेखक इसहाक़ हआ है, जिसने यक्लिड, आकिमेडीज और मनीलाॉज़ के प्रस्थों का 
बाद किया है। 


यॉँके का अल्कुइन (26ए0॥ ० ेण५फ) (७३५--८०४ ) एक बड़ा 
पादरी उन 3 । 3४-8६ 5 ++%य+ पाकर ग्रह प्राचीन हस्तलिपियों की खोज में रोम १ 
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चित्र ६७--महावोर के कुछ ज्यामितीय क्षेत्रो बी आहतियाँ। 


महावीर ने गोले के आयतन के लिए ये प्षृत्र दिये हे-- 
निकट मान 5 ६ (४ व्यास) 
सूक्ष्म मान 5 ७5० ६(३ व्यास)' 

पिछले सूच से # का मान है: अर्थात्‌ ३०३७५ आता है। 





अन्य देश 


बगदाद के हाझऊूँ उल्रशीद (७६३-८०९) का नाम कौन नहीं जानता १ बह 
२२ वर्ष की अल्पावस्था में ही राजगद्दी पर बेठ गया । इसका नाम संसार ते हि 
प्रिय राजाओं में बहुत आदर से लिया जाता है। जमता में इसका नाम अल्फ है 
के मायत के रुप में प्रसिद्ध है। इसके अतिरिक्त अरबी साहित्य में इसका तास अनगिनत 
उपाल्यानों से सम्बद्ध है। मन 

हाहें स्वय एक विद्यन्‌ था और विद्या का पारखों भी था। इसने अपने दखार मे 
कवियों, वैयाकरणों, सगीतज्ञो आदि को प्रथ्य दिया / पश्चिम के विडातो और या 


का जहा मै... ५ +#24:64*7४ ७४४४७ 
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इसने अपने मित्रों और राजा इत्यादि को सैकड़ों पत्र लिखे हैँ जिनमें से ३११ श्राप्य हे । 
इन पत्रों से उस समय के शैक्षिक और सामाजिक वातावरण के विपय में बड़ी जानकारी 
प्राप्त होती है। 

अल्कुइन ने अंकगणित, ज्यामिति और ज्यौतिष पर अपनी छेखनी उठायी है, किन्तु 
इसका सबसे प्रसिद्ध ग्रन्थ पहेलियों का संग्रह' है। कुछ इतिहासज्ञों का सन्देह है कि 
यह संग्रह वास्तव में अल्कुइन ने नहीं लिखा था, वरन्‌ एक भिक्षु अयमर (29777) 
ने लिखा था जिसका जीवन काल ९८८-१०३० था। यह भी सम्भव है कि 
उक्त संग्रह की बहुत सी सामग्री ईसप की कहानियों (3०8०० 7०३०७) से ली 
गयी हो जो कदाचित्‌ ७ वीं शताब्दी ई० पू० में लिखी गयी थीं। इस वात १ ठीक 
टैंक निर्णय देना कठिन है, किन्तु इन पहेलियों का उद्गम चाहे जो भी हो, इसमें संशय 
नहीं कि इन्होंने गणितीय इतिहासज्ञों की छेखनी को सैकड़ों वर्ष तक प्रभावित किया है। 
हम इन पहेलियों के दो एक नमूने यहाँ देते हें--- 

(१) एक कुत्ता एक खरगोश का पीछा करता है। खरगोश १५० फ़ुट आगे से 
चलता है और प्रत्येक छलाँग में जब कुत्ता ९ फ़ुट कूदता है, खरगोश ७ फ्रुट ही कूद 
पाता है। कुत्ता कितनी छलाँगों में खरगोश को पकड़ लेगा ? 

(२) एक भेड़िये, एक वकरी और तरकारी की एक टोकरी को नाव हारा नदी 
कै करी पार पहुँचाना है। नाव में खेवट के अतिरिक्त तीनों में से एक को ही के 
जाने का स्थान है। कितने फेरों में उक्त तीनों को इस प्रकार पार पहुँचाया जा सकता 
है कि भेड़िया बकरी को न खा पाये और वकरी तरकारी को ? 

. अह पिछला प्रइन तो जगत प्रसिद्ध हो गया है और भिन्न भिन्न रूपों में, इसी देश 
की अनगिनत पुस्तकों में समाविष्ट हो चुका है। 


( ५) १००० हि ० से १५०० डं ० तक 


यूरोप 
यूरोप के अनेक गणितज्ञों का उल्लेख हम पिछले अध्यायों में कर चुके हें। यहाँ हम 
केवल उन गणितज्ञों की जीवनी देंगे जिन्होंने ज्यामिति में प्रचुर कार्य किया है। ११वीं 
शताब्दी में एक यूनानी गणितज्ञ सलस (728८५) हुआ है जिसका जीवन काल 
६०२०- ! ११० था। यह छुस्तुन्तुनिया में दर्शन का प्राध्यापक था और इसकी ख्याति 
बढ़ी चढ़ी थी कि उस समय के शासकों ने इसका नाम दाशेनिक सम्राट' रख 
रथा था। इसके ग्रन्य विश्येप प्रसिद्ध इसलिए हुए कि इसकी माया वहुत सरल होती 


अश८० माधत का इ।त्तहास 


७८३ से ७९० तर यह चालमेन (00शॉल्या287८) के दरार में खा शा 
इसका बच्चा जादर था! चार्दमन इससे विद्या दे पुनरथान में सहायता सेवा बाय 
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किया है और दूसरी पुस्तक में भविष्यवाणी की है कि १७३४ ई० में संसार का अन्त 
हो जायगा। इसकी अन्य पुस्तकें दर्शन झ्ञास्त्र और तिथिपत्र पर हैं। 

पाठक, तनिक धैर्य रखें, पीरो द फ्रॉन्सस्की (छछा० १6 शक्चा८७८ं ) 
(लगभग १४१८-९२ ) का नाम छूटा जा रहा है। यह इटछी का एक चिन्रकार 
था। बचपन से ही इसे गणित का शौक था । इसके चित्रों में सौन्दर्य और ज्यामिति 
के बड़ा विलक्षण सम्मिश्रण पाया जाता है। जीवन के अन्तिम दिन इसने अपने 
जन्पस्थान अम्न्रिया ( ए्ग979 ) में बिताये और उन्हीं दिनों दो गणितीय 
प्र्य लिखे--.एक दृष्टिसाम्य (2८७०८८४४८) पर, दूसरा सम ठोसों पर। पेंसियोली, 
जिसका उल्लेख हम अंकगणित के अध्याय में कर चुके हैं, इसका शिप्य था। एक 
लोकोकिति है कि यहू ६० वर्ष की अवस्था में नेत्रहीन हो गया था। 

रीजियोमॉप्टेनस (२ ८७४०7707श779 ) एक जमंन ज्यौतिपी हुआ है जिसका 
मौलिक नाम जॉन मूलर ( ]०0०४० )/एी०० ) था । इस ने अपने गुरु जॉर्ज 
पुंंध (5९०७८ ?पा००८॥) के साथ ज्यौतिय के सुधार का बीड़ा उठाया और 
ज्यौतिप्क सारणियों की ज्रुटियाँ इकट्ठी कीं। इसने अपने जीवन (१४३६-१४७६) 
मे अनेक पुस्तकें लिखी हें जिनके वियय त्रिकोणमिति, ज्यौतिय और फलित-ज्यौतिप 
ह। त्रिकोणमिति पर इसकी पुस्तक इसलिए महत्त्वपूर्ण है कि वह पहली पुस्तक 
है जिसमें केवरछू उक्त विपय का ही प्रतिपादन किया गया है । इसके अतिरिक्त इसने 
पूविछ॒ड पर भी एक जाय्य लिखा है। यह कुछ दिनों नूरमवर्ग (पाएं ए्ठ) 
। था जहाँ इसने एक वेबणगाला स्थापित की । इसने विचित्र प्रकार के कुछ उपकरण 
भी तैयार किये थे । इसने लोहे की एक मक्खी बनायी थी जो सारे कमरे में चक्कर 
>द कर इसके हाथ में छौट आती थी। सम्राट मेंक्सीमीलियन (]/कतागगोिशा) 
> समय में इसने एक ऐसा गुरुड़ वनाया कि जब सम्राट नूर्मवर्ग नगर में घुसते थे, 
'हे उनके आगे आगे उड़ता चलछता था। 

भारत 
भास्कर 

बे के अंकगणितीय और वीजगणितीय कार्य का दिग्दर्थन हम पिछले 
कपास 0 चुके हैं। आचार्य महोदय ने ज्यामिति में भी महत्त्वपूर्ण कार्य 
बजा . अपर लाखावती के क्षेत्र व्यवहार नामक अव्याय में निम्नलिखित 
/ पता का समावेश है-- 

(के) समकोण ब्रिमुजों पर प्रइन । - 


श्व्‌ 


(पर) जिमुजों और चतुर्मजों के क्षेत्रफल । 
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थी। १६वीं शताब्दी में ही इसकी यणितीय कृतियो के तेरह सस्करण निकल गये।वहो 
हे कि इसने यूक्लिड पर मी एक माप्य लिखा था, किन्तु यह कथन असम्दि्ध वही है। 
केम्पेनस ((>वधएआा05) मिलन ()५ए७॥9) के पास के एक गगर नोशर 
(पि०एथ०) का निवासी था। इसका जीवन काल १२६० ई० के आस पम्प । 
इसे ज्यामिति में वास्तविक रुचि थी। इसने कई प्रसचीत समस्याओं का विवेगे 
किया, जैसे 'कोण का समत्रिमाजन, क्नक् काद (608था 5ल्‍्टा50) की #ई 
मेयता, आदि । इसकी सबसे प्रसिद्ध पुस्तक इसका यूक्लिड का अनुवाद या। इसकी 
जीवनी बहुत जुझ अज्ञात है। केवल इतना पता है कि यह गिरजा,ता वोई हिल 
अधिकारी था। 

१३ वी शताब्दी वा एक जन गणितज्ञ उल्लेसनीय है--अॉ्लेस नेमोरेटिस 
([ण३भाए िटामठए०7 7) । इसने एक पुस्तक अक्गणित पर, एक करा 
पर, एक ज्यामिति पर और एक ज्यौतिप पर लिसी । इसके अवगणित में यह किए 
थी कि इसने उसमें सख्याओं का निरूपण वर्णों द्वारा किया है। बीजगणितीर पुरी 
में इसने एक्चात और ट्विघात समीकरणों पर अनेक प्रइन दिये हैं। इसकी ज्या्ित 
चार मागा में विमवत है और उसका मुख्य विपय त्रिभुज है शिस पर इसनें ७३ सार 
दिये हैं । उबत पुस्तक में इसने श्रिभुज के गृस्त्व केद्ध का भी विवेचन विया है। 

१४ वी इताब्दी में एक अनामक (47रणााह्ण०0७) हस्तलिपरि टिसी गरी 
जिसका विषय 'ऊँचाइयाँ और दूरियाँ' था। प्रन्य बहुत ही रोचव ढग से लता गया 
और उसमें दर्शाया गया है कि इण्डे और परकार की सहायता से विस प्रार छा 
मापन और सर्वेक्षण कार्य विया जा सवता है। हस्तलिपि वृतानी संप्रदाय मं सुर 
है और उसका पूरा पाठ इस अभिदेश में मिटिगा-- 

पसाएल.._ (रिशग कैअआधलगाउधटव 56 

एवं जमन गणितज्ञ जुगिगेत का बॉनूड ( 0०ाकार्व णी[णाहपढव ) 
हुआ है जिसका जीवन वाल १४०० के आस पास था। सम्मवत इसने उया्तिती पं 
एव प्रस्थ लिसा है जिसके पाँच माग है । पहले दो मागा में त्रिमुजा का मापतर और एर 
मांगा में चतुर्मुशा और बहुमुजा या विवेचन किया गया है। 

निकालम कुसनस (]चाट0७5 टफ़आए) डुसा (टछव 
काधुत्र था। इसने पहुआ (809) में कानून वी और कोडाव (८गंगा)े 
मे धर्मझास्त्र की झिक्षा पायी। इसता स्थिति माल हृश्ण०्टल्मे६४पा। 
गणित पर कई पुस्तक लिसी है । एक पुस्तक में इसने बुत के क्र ले का परेबत 


)बेएर मे 


ध्यामिति र्८्५्‌ 


(॥) इलोक ६८ का उदाहरण-- 


अस्तिस्तम्मतले बिल तदुपरि क्रीडाणिखण्डीस्थित 
स्तम्मे हस्तनवोच्छिते त्रिगुणितस्त म्भप्रमाणान्तरे । 
द्प्ट्वाहि विलमाब्रजन्तमपतत्तियस. तस्योंयरि 
क्षिप्रं ब्रहि तयोविलात्कतिमितैः साम्येन गत्योर्युति: ॥ 

भावार्थ--९ हाथ ऊँचे एक स्तम्भ 
पर एक मोर बेठा है। स्तम्म के नीचे 
एक साँप का विल है। साँप २७ हाथ 
की दरी से विछ॒ की ओर आ रहा है| 
श्च्न्य उसे देखकर मोर कर्ण की दि्ञा म झपट 

पड़ा। मोर और साँप को वराव्र 

वरावर चलना पड़ा । वताओ कि दोनों की भेंट विल से कितनी दूरी पर हुई । 





(४0) ६९ वें इलोक का उदाहरण-- 


, चक्रक्रौज्वाकुलितसलिले ववापि दुप्ट तडागे 


। 
० 
5० न्‍ तोयादूर्ध्व॑ कमलूकलिकाग्नं॑ वित स्तित्रमाणम्‌ । 
रा मन्दंमन्द॑ चलितमनिलेनाहँत हस्तयुग्मे 
तस्मिन्मर्नं गणक कथय क्षिप्रमम्भः प्रमाणम्‌ ॥ 
य्‌ भावार्थ--किसी ताल में कमल की 
८० कलिका का ऊपरी सिरा जल से इ हाथ 


ऊँचा था। वह पवन से झुकते झुकते 
जहाँ दिखाई पड़ता था, वहाँ से २ हाथ 
हि आगे जाकर डब गबवा। बताओ कि 
ताल का जहर कितना गहरा हूं । 


(ए) ७१ वें इलोक का उदाहरण-- 
वक्षाद्धस्तशतोच्छयाच्छतय॒गे वापीं कपषि: कोअ्प्यगा- 
दत्तीर्याय परो द्वतं श्रतिययात्पोर्डरीय किब्त्चिदुदुमातू । 
जातैव॑ समता तवोयेंदि गतावुड्डीनलमा्नं किय- 
हिहंब्वेत्सुपरिश्रमो5स्ति गणिते क्षिश्न॑ तदाचक्ष्तर में ॥ 


र्टड गणित हा इतिहास 


(ग) वूतों के क्षेत्र फाड़ और ८ बा मान । 
(घ) गोडो के तल और आयनन। 


है| 
। 
हे 


| 

के 2 हे 
कि का कर्ववद्वहतनपिझ १५ ५ 
हय [७ जला ट्‌त' न. घुः 
मानीरी ६३५६४ लय माय, पदटय रथ तने 220 य ते 
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चित्र ६९--लीलावती का एक पृष्ठ । द 
[ बिन एंट बसनी वी अनुषा है, डेविए यूजीन रिमिथ झत 'हिली ओके में मेमेंटिस तै 
प्रत्युत्पादित । 
भास्वर ने समकोण प्रिमुजो पर बहुत से रोचक प्रसव दिये है। यहाँ हम इ2 
नमूने देते है--- 
(3) छीलावती इलोक ६७ का उदाहरण-- 
सदि सममुदि वेणुद्ित्रिपाणिप्रमाणों 
गणव पवनवेगादेतदेशे स मग्न 
भुवि नृपमित हस्तेष्वज्भुलग्न तदग्र 
क्‍्यय कतियु मूलादेप भग्ल करेपु ॥ 


भावार्थें--जल्सम भूमि में ३२ 
हाथ व्म्बा एक सीधा वाँस खड़ा है । 


बह वायु के वेग से टूट पडा और उसका च 

ऊपरी माग अपने मूछ से १६ हाथ की 

दूरी पर जा छग्रा। तो बताओ कि वास । 8: 
अपने मूछ से कितनी ऊँचाई पर टूटा या, वश थे 

और उसके टूटे हुए खण्ड की लम्बाई हल 


ब्या है। ५ 


ज्यामिति २८७ 
भारकराचार्य 0060 को 'कर्ण' कहते है विल्‍्तु आवनिक अब्दावदी हे 
अनुभार हमने इसे विफर्ग कग कहा || 

(४) # के मान के विपय में भास्कर का बह सलाद पठन [से ह-- 

व्यास भनस्दास्ति (३९२७) हेते विभवतत 

सवाणसूरयं: (१२५०) परिविस्तु सूद्म:। 

द्राविशभति (२२) घ्ने विहतेत्य शैल: (७) 

स्वलोउथवा स्थाह्यवहारयोग्य: ॥%८॥ 


न्ण्पुं 


इस ब्लोक के अनुसार 


हक 


न्‍्फ् 


£ का स्थूल मान (२०४९) एशैप९) 


3०7९७ 


और सुक्ष्म मान (005० एरशेी८) <+ ५ हक 


(४१) भास्कर ने एक ही इलोक में वृत्त के क्षत्रफल, गाल का तरू और गोले का 
वायतन दिया 


वत्तक्षेत्र परिधिगणितव्यासपाद: फरले--- 
तत्क्षण्णं वैदेरुपरि परितः कन्दुकस्यंव जालम्‌ ) 
गोलस्वैवं तदपि च फल पृष्ठजं व्यासनिध्न॑ 
पड्मिभंवतं मवति नियतं गोलगर्भ घनास्यम्‌ ॥55॥ 


भावार्थ--वृत्त का क्षेत्रफल 55 परिधि)८ह (व्यास) ८ रू( त्रिज्या) , 
गोले का तलू- (वृहत्‌ वृत्त का क्षेत्रफल) 2४ 
स्तड 7(त्रिज्या ) भर 
गोडे का आयतन+- है (गोले का तल) »< (व्यास) 
१३८४ ; (त्रिज्या) २ विज्यातत्डई र (त्रिज्या) 


(६) सोलहवीं और सन्नहवीं शताब्दियाँ 
सोलहवीं शताब्दी का यूरोप 


इटली और सिसिली--सोलहवीं शताब्दी के गणितज्ञों में लियो ना्डों डा विन्सी 
धणाकाते० 6॥ जगत) (१४५२-१५१९) का नाम प्रमुख रूप से आता 


३८६ गणित का इतिहास 


भावार्थ--१०० हाथ ऊँचा एक वृक्ष है जिस पर दो बच्दर बेटे हुए हैं। वृष की 
जड से २०० हाथ पर एक वापी है। है 
एक बन्दर वृक्ष से उतर कर वापी क्यो ये 
गया। दूसरा बन्दर वृक्ष से कुछ ऊपर 
उछल कर कर्ण की दिश्या मे वापी पर 
कूद कर गिरा। यदि दोना वन्दर्स को 
समान जाना पडा तो बताओ कि दूसरा 
बन्दर वृक्ष से क्तिना ऊँचा उछछा था । 






ठीक ऐसा ही प्रइन ब्रह्मगुप्त ने मी दिया था। देखिए पृ० ३९ 

(५) एक स्थान पर मास्कराचार्य कहते है कि किसी चतुर्मुज के लिर्वारिण के 
लिए चारो शुजञाओं के अतिरिक्त एक विकर्ण अयवा एक लम्ब का जातना आवथी 
है। इसे उन्ही के शब्दों में सुनिए-- 


चतुर्मुजस्यानियती हि... कणों 

कथ ततो5स्मिनियत फल स्‍्थात्‌ । 
प्रसावितो. तच्छूषणी.._यदाये 

स्वकल्पिती तावितरत्र न स्त ॥७८ा 
तेप्वेवः वाहुप्पपरी च कर्णा- 

वनेक्धा. क्षेत्रर्क. ततश्च। 


लम्बयो कर्णयोवेक्मनिदिश्यापरान्कथम । 
पृच्छत्यनियतत्वै:पि नियत चाषि तत्फलम्‌ ॥ 
स॒ ग्रच्छक पिश्ाचों वा वकक्‍ता वा नितरा तत 
यो न वैेत्ति चतुर्बाही क्षेत्रे ह्मनियता स्थितिम्‌॥ 
भावार्थ--विना विकर्ण के जाने चतुर्भुज अनियत रहता है। एक ही * आई 
विकर्ण हो सकते है । यदि हम चारा मुजाओ की हूम्वाइयाँ स्थिर रखें और आीं' 
सामने के दो कोणा का खीचे। ता एक विकर् वडेगा, दूसरा घटेगा, विन्धु गुजर 
परिमाण में कोई अन्तर नहीं पड़ेगा । अब ऐसी स्थिति सें हक 8) 
सकते है । इसलिए यदि चतुर्मुज के क्षेत्रफ्ल का अ्रदन हो तो एवं विकर्ण अधर्वी 
लम्बे का देना आवश्यक है । बह विधाब 
विवर्ण अथवा रूम्ब दिये विदा जो काई चतुर्मुज का क्षेत्रफल पूछता है, व 
है। और जा एसे प्रइन का उत्तर देने का प्रयत्न बरता है, वह महापिद्यात है। 


क्षेत्र में अर 


ज्यामिति २८९ 
इसका पिता कोयढा जलाकर निर्वाह किया करता था । रेंगुस ने एक कॉलिज में 
निम्न कोटि की नौकरी कर ली । दिन मर काम किया करता था, रात में अध्ययन | 
उस समय तक अरस्तु सम्प्रदाय के प्रति विद्रोह आरम्म ही चुका था और उक्त आन्द लव 
में रमन नेता बन गया। इसने १५६६ में मास्टर की उपाधि प्राप्त की और तमी से 
उस मत का प्रतियादन आरम्भ कर दिया कि “जो कुछ अरस्तू ने कहा है, सब मिय्या 
है ।” एक बार इस पर यह जमियोग लगाया गया कि बहू धामिक रिद्धान्तों के 
विरुद्ध प्रचार कर रद्दा है। सात वर्ष पश्चात्‌ उदंत अभियोग से इसे छुटकारा मिला 


हट 
ह किम अप किन कटा 
और यह एक कॉडिज में प्राध्यापक नियुद्त हो गया। १५६८ में इसे अतन धामिक 


विचारों के कारण फ्रांस छोड़कर भागना पड़ा। १५७२ में यहें फ्रांस लौट कर 


आया और उसी वर्ष सेण्ट बायेलोम्यू (50. छ.77ी0ण०॥०७) के हुत्याकाण्ड मे 
मारा गया। 


रँंमूस एक बहुत ही सकछ वक्ता था औौर गणित में इसकी विशेष रुचि थी। इसने 


बंकगणित, चाक्षुपी और ज्यामिति पर पुस्तकें लिखी हैँ और यूबिडड का सम्पादन 
किया है। 


जमेनी--अल्तर स्ट ड्यूरर ( #नट्लीाप 0907०) ( १४७ १-१५२८ )एक जन 
चित्रकार था। इसके पित्ताजी के १८ बच्चे हुए जिनमें से इसकी संख्या दूसरी थी क्‍ 
बल्त्रेस्ट अपने पिता का सबसे प्रिय पुत्र था। पिता ने इसे १५ वर्ष की अवस्था मं 
है। नगर के एक प्रसिद्ध चित्रकार के- पास बिठा दिया था। यह केवल एक बढ़िया 
चित्रकार ही नहीं था। इसने उत्किरण (शाह्ाश्णााढ) और ज्यामिति में मी 
विशेष रुचि दिखायी है। इसने ज्यामिति, गढ़वन्दी, मानवी अनुपात आदि पर कई 
पुस्तकें छिखी हैं।... 

लूडोल्फ़ फ़ेन स्थूलन ( ॥,0०7०ए॥ पद्ा (पका ) (१५४०-१६१ ०) 
जमंनी का एक गणितज्ञ था जिसका अधिकांश समय हॉलेंण्ड में वीता था। यह १६०० 
में लोडेन में सैनिक इंजीनिवरी का प्राव्यापक हो गया । यूँ तो इसने अंकगंणित और 
ज्यामिति पर भी एक ग्रन्थ लिखा,किन्‍्तु इसकी विशेष प्रशस्ति इस वात से हुई कि इसने 
# का मान ३५ दशमलव स्थानों तक निकाला । उवंत संख्या का महत्त्व इसी से प्रत्यक्ष 
है कि यही संरुया स्थूलन की क़न्न पर - खोदी गयी है। वाद को स्पुलन के कार्य से 
प्रोत्साहित होकर स्तलियस (57८४४) , ह।इगन्स (98०0७) आदि ने 5८ का मान 


और भी आगे तक निकाला । इस प्रकार ऋ का मान ५०० दशमलव स्थानों तक निकाल 
लिया गया.है। ' 


१९ 


हक 
डे 
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है। यह केवल गणितज्ञ ही चही था ! इसकी प्रतिमा बहुमुखी थीं। यह एक रुप 
हीं सफल चित्रकार, मूतिकार और स्वापत्य-कलाकार था। इसने चित्रदारीवी गिश्षा 
बेंटोचियो (७४५४०८॥०) से प्राप्त की थी जो इन कठाओ का मर्मज्ञ मर एक 
बहुत सफ्छ शिक्षक था। लियोना्डों के चित्रो की इटली भर में घूम मच गयी पी। 
इन व्यावहारिव कलाओ के अतिरिक्त इसने यास्वरिकी, चाक्षुपी और दृष्टमास 
जैसे गणितीय विपया में मी असावारण प्रतिमा दिखायी थी। 

सन्‌ १४८४-८५ में मिलन में रोग फैले और सैकड़ों घर नप्ट हो गये। मिल 
का ने सिरे से स्वास्थ्यकर ढग से वसाने के लिए लियोनार्डो ने एक प्रतिमात (१/०४८) 
तैयार किय्रा। इसे तैयार करने में इसे कई वर्ष लूगे। इसी बीच में यह कापियों ५५ 
ज्यामितीय गवेषणाओ के फल छिखता जाता था। ज्यामिति में इसकी किये रे 
जता और सम वहुमुजा के निर्माण में थी। भौतिकी हे क्षेत्र में तो यह चाणुपी 
निर्माता में गरिना जाता है। इस पर यह कहावत छागू है कि “इसने जिस वरत ५ 
हाथ रख दिया, उसे सोना बना दिया ।” ऐसे प्रतिमाशाली व्यक्ति संसार मे नि 
चुने ही हुआ करते है। 

फ्रेन्सेस्कों मॉरोलिका ( सिश्वा०50०0 #(वि्ाणी८० ) ( १४९४-१९७१) 
सिसिली का निवासी था। यह कुछ समय सेंसीना (7४७४आ४) में गधित क्ा 
प्राष्यापक भी रह । इसने गणित पर बहुत सी पुस्तक लिखी हैँ । इसने ए' 
के ग्रन्थ के भाग १-४ का अनुवाद क्या । इसके अतिरिक्त आक्रिमेंडीश पर एर 
पुस्तक लिखी और यूविलड के फेनॉमेना (?क८ा०णाटा०) का अनुवाद किया! 
१५२१ में इसने एक पुम्तक चाक्षुपी पर लिखी जिसमें इस बात का विवेषत किया 
कि छाटे छिद्रा में जाने से प्रकाश क्रिणो पर दया प्रक्रिया होती है! 

कटल्डी ((५४०47) बोछोनचा का निवासी था। इसका जीवन काल १६४८० 
१६२६ था। यह पलॉरेस ([]07८7८८) में श्राध्यापक था और इसने ग्िती 
विपयो पर कतिपय ग्रन्य छिखे है । इसने वितत मिप्तो (007रणापरट्वे वियलांण', 
पर बहुत परिश्रम किया है। १६१३ में इसने वितत मिन्तो की विवि से सह्याओं 
वर्ग मूल निवाल । इसके अतिरिक्त उक्त मित्रो के लिखने की आधुनिक प्रणाली हर 
जन्मदाता भी यही था। इस ने वृत्त के क्षेव्कलन पर लेखती उठायी और यूविदई 
६ भागा का सम्पादन भी किया। 

फ्रास--सेंद्रस रमुस (2८४७७ २७) (१५१५-१५७२) 
अपारन का । आए एक ला जिसिडित बराए मे उाषय देज का प्हो गिंयंग ही! 


फ्रांस वा एै 
गया थी। 
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पेष पुस्तकें ज्योतिष जौर नौतरण ( 'पिकए:0र्वणा ) पर हैं। इसका लंडित नाम 
नोनियस (005) था । इसने एक उप्दण तैयार किया था जिससे छोटे कोण 
नापे जा सकते थे । उस उपकरण का मोम भी नोनिसस पड़ गया हैं। इसके अति- 
खित्त इसने प्राचीन पुर्तगादी यन्मों का एक विवरण दिया जो प्रसिद्र हो गया हैं। 

हम ऊपर देस चुके हे कि सोलहूवी शतावदी में गणित के छेत्र में उठली अग्रणी 
रहा है। सतरहवीं शताब्दी में इटली की मानसिक शक्ति छुछ घटी अवश्य थी, किन्तु 
फिर भी उसकी गणितीय प्रद्चिगा का ख्वंधा हास नहीं हुआ था । पिसा, जिसने 
हियोनाओं जैसी प्रतिमा को जन्म दिया था, अब एक समुद्रन्पतन (5८०४-०६) 
महीं रह गया था और वैमिस की शोमा भी दिन पर दिने घटती जा रही थी। तिस पर 
भी सतरहवीं शताब्दी में इटली में कई उच्च कोदि के गणितज्ञ हुए हैं। 


ध् 


इत्लो--ब्ोनावन्वुरा फेबेंछियरी ((077एशाएपाव 0४छ-ीण०ा) (१५९८- 
१६४७) का जन्‍म मिलन में हुआ था । अल्पावस्था में ही सह एक बर्म प्रचारक 
हो गया और यूक्लिड का अध्ययन करने लगा । १६२९ में सह बोलोना में प्राव्मापव 
हो गया और मृत्यु तक उसी पद पर रहा। १६३५ में इसने ज्यामिति पर 
एक प्रन्य लिखा जिसमें 'अविभाज्यों के सिद्धान्त' (7290० ० ॥तीसंअआं०5) 
का प्रतिपादन किया । उक्त सिद्धान्त का सार यह है कि प्रत्येक रेखा में अनन्त बिन्दु 
होते है, प्रत्येक समतरू में अनन्त रेखाएँ होती हैं और प्रत्येक ठोस अनन्त समतलों से 
बना होता है। उदत सिद्धान्त बहुत सन्तोपषजनक रुप में नहीं दिया गया था । 
गुल्डिन (00069) ने उसकी आलोचना की । उक्त आलोचना के उत्तर में केवेंलियरी 
ने एक अन्य पुस्तक छिखी जिसमें उसी सिद्धान्त को सन्‍्तोषजनक रूप दे दिया गया था। 
उक्त पुस्तक में ही परिक्रमण ठोसों सम्बन्धी उस प्रमेय की परुष उपपत्ति दी गयी 
थी जो आज 'गुल्डिन प्रमेय' के नाम से प्रसिद्ध है। उच्त प्रमेय का उल्लेख पेंपस की 
कृतियों में भी आ चुका था। 

केवेलियरी ने अपने 'अविशाज्यों के सिद्धान्त' की विधि से केप्लर (#7००|००) 
दरा प्रस्तावित ऐसे कई प्रश्नों को हूल किया जो आजकल चलराणशि कलन ([म्ट्रा्था 
(१८पौप5) की विधि से किये जाते हैं । 

उपरिलिखित पुस्तकों के अतिरिक्त कबेंलियरी ने अन्य कई पुस्तकें त्रिकोणमित्ति, 
चाक्षुप्री; ज्योतिष आदि पर लिखी हें । 

इवेंन्‍्जें लिस्टा टॉरिसेलो (छएबइलं४० 7 ०ापंत्णीी) (१६०८-१६४७ )का 
जन्म फ्रेन्जा ([ल्ाट+) में हुआ था। अध्ययन के लिए यह रोम गया। वहां इसने 
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जिस्टोफर वलेबियस ( टजऋष्तकाल टश्श७ ). (१५३०-४९) 
जमेनी के उन विद्वानों में से था जिन्होने गणित के अध्ययन को बहुत प्रोत्साहित हिया। 
इसकी पादुय पुस्तक अपने विधय-विन्यास और उपस्थापन वे लिए प्रसिद्ध थी! इसी 
अक्गणित १५८३ में प्रवाशित हुआ और,बढुत लोकप्रिय सिद्ध हुआ ! इसका बीज 
गणित १६०८ में प्रकाशित हुआ जिसने बीजगणित वे क्षेत्र को व्यापक बनाने म सहाय 
दी। १५७४ में पलेवियस ने मूविलड पर एव ग्रत्य लिसा। उस समय तक बूहित 
की 'समान्तरता स्ववसिद्धि। (#तण्णा ० 9४शॉंथिआा) ने प्रति अतिकियां 
आरम्म हो चुकी थी। वलेंवियस ने उबत॑ स्वमृसिद्धि को भी प्रमाणित करने वाले 
किया । सिन्‍्तु इसबा सबसे महत्त्वपूर्ण प्र्य ८०० पृष्ठ की एक पुस्तक भी जो इसने 
तिथिपन्र पर लिखी थी। उस समय तवः धूपधडों आदि के विषय में जिवती मी 
जानकारी लछोया को थी, सवका समावेश उक्त ग्रन्थ में था। 

हलिप्ड--मेंटियसः ( 7८४०७ ). (छगमग १५४२-१६२०) हॉल की 
निवासी था। इसका वास्तविक नाम ऐंड्रियेंन (8002०) था। सम्गव है इन 
सम्बन्ध मेंट्ज (2०६2) से रह! हो जिसवे कारण इसका नाम सेंटियस पड गया हो। 
इसका एक पुत्र था जिसका नाम मी ऐड्रियेन ही था। उसका जीवन वाल १५४ कं 

१६३५ था। उसका विशेष कार्य ज्यौतिय में है। पिता और पुत्र दोनों में हू वी गे 


३५५ होते 
न दिया है। उहोते इस अस्मता 


भ०६६% 5 फैक 


से आरम्म मिया। फिर दोनों अशो १५ और १७ का मध्यक १६ और दीतो हंस 


के कं ३५५ 
मध्यक ११३ प्राप्त किया, और इस प्रकार इन्हे उपर्थुक्त सख्या (१३ मिल गयी गिशकी 


सिकट मान ३ १४१५९२९ है। उस समय के लिए इसे पर्याप्त सुक्षम मार्न मारता 


जायगा, किन्तु कदाबित्‌ उन दोना को पता नहीं था कि चीन में इससे कई 
पहले मे का यह निकट मान ज्ञात हां चुका था। 


पुर्तंगाल--धुतगाछ का एक गणितज्न पेंड्री नूनेज (2८4० प्योथ्ट) वा जि हे 
स्थिति काछ १४९२-१५७७ था। इसे मूगोलू का मी अच्छा ज्ञान था। इसने १५३ 
मे टोलेमी के कुछ भागो का अनुवाद किया | गणित पद तो इसन एक 


लिखी जिसमें अकगणित, बीजगणित और ज्यामिति तीनो का समावेश था। इसकी 
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शेप पुस्तकें ज्यौतिप और नौतरण ( ]ए४ए३22080॥ ) पर हैं। इसका लेंटिन ना 
नोनियस (९०४७५) था | इसने एक उपकरण तैयार किया था जिससे छोटे को 
नापे जा सकते थे । उक्त उपकरण का नाम भी नोनियस पड़ गया है। इसके अर 
रिक्त इसने प्राचीन पुतंगाली यन्त्रों का एक विवरण दिया जो प्रसिद्ध हो गया है 

हम ऊपर देख चुके हैँ कि सोलहवीं शताब्दी में गणित के क्षेत्र में इटली अग्न' 
रहा है। सत्रहवीं जताव्दी में इटली की मानसिक शक्ति कुछ घर्टी अवश्य थी, कि 
फिर भी उसकी गणितीय प्रतिमा का स्वेथा हास नहीं हुआ था । पिसा, जिर 
लियोनार्डो जैसी प्रतिमा को जन्म दिया था, अब एक समुद्र-पत्तन (3९८४-२०: 
नहीं रह गया था ओर वनिस की शोभा भी दिन पर दिन घटती जा रही थी। तिस ' 
भी सत्रहवीं शताब्दी में इटली में कई उच्च कोटि के गणितज्ञ हुए हैं। 


इटली---बोनावन्तुरा केवेलियरी (50%फएथांप३ (३एथीला) (१५९८ 
६६४७) का जन्म मिलन में हुआ था। अल्पावस्था में ही यह एक धर्म प्रचार 
हो गया और यूक्छिड का अध्ययन करने रगा। १६२९ में यह वोलोना मे प्राध्याप 
हो गया और मृत्यु तक उसी पद पर रहा। १६३५ में इसने ज्यामिति ' 
एक ग्रन्थ लिखा जिसमें 'अविभाज्यों के सिद्धान्त' (ऐम/लंफ़ो० जी [्रतशंत्रंणेर 
का प्रतिपादन किया। उक्त सिद्धान्त का सार यह है कि प्रत्येक रेखा में अनन्त 
होते हें, प्रत्येक समतरू में अनन्त रेखाएँ होती हैं और प्रत्यक ठोस अनन्त समतलों 
बना होता है। उक्त सिद्धान्त बहुत सन्‍्तोपजनक रूप में नहीं दिया गया था 
गुल्डिन (5090) ने उसकी आलोचना की | उक्त आलोचना के उत्तर में के बेंलिय 
ने एक अन्य पुस्तक लिखी जिसमें उसी सिद्धान्त को सन्‍्तोपषजनक रूप दे दिया गया थ 
उक्त पुस्तक में ही परिक्रमण ठोसों सम्बन्धी उस प्रमेय की परुष उपपत्ति दी गे 
थी जो आज 'गुल्डित प्रमेण” के नाम से प्रसिद्ध है। उक्त प्रमेय का उल्लेख पेपस ' 
कतियों में मी आ चुका था । 

केवेंडियरी ने अपने 'अविभाज्यों के सिद्धास्त' की विधि से केप्छर (7०७८ 
शरा प्रस्तावित ऐसे कई प्रदतों को हल किया जो आजकल चलराणि कलन ( ाध्टा 
(शेप्पौएड) की विधि से किये जाते हें । 

उपरिलिखित पुस्तकों के अतिरिक्त केवेंलियरी ने अन्य कई पुस्तकें त्रिकोणमि/ 
चाक्षुप्ी, ज्योतिष आदि पर लिखी है । 
इवेन्ज लिस्टा टॉरिसेलों (5एब्गडली5ड8 पठांव्टीत)) (१६०८-१ दे) 


ऊ> 
जन्म फन्जा (फलाट+) मे हुआ था। अव्ययन के लिए यह रोम गया। वहाँ इर 
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गेंढीलियो की कृतियो का मनन क्या और उनसे स्फ्रण आ्राप्त किया। १६४ में 
यह पलॉरेन्स जाकर गेंलीलियों से मिला ) तीन महीने यह गँलीलियो के शिप्यल 
में रहा । गेंडीलियो के देहान्त के परचात्‌ यह पहॉरेन्स की परिय्‌ में प्राधापक 
युक्त हो गया। 
डॉरिसेली का मुल्य कार्य भौतिकी में हुआ है। इसने ससार को बेरमिटर 
(99्व०प्ाधत्थ) दिया। पारे के बेरॉमेटर में जो ऊपरी स्थान में दिवत होता है. 
उसे आज मौं टॉसिसेंली निर्वात (व6पमंव्णी! एंन्यएण) कहते हैं। शो 
अतिरिक्त टॉरिसेली का ज्यामितीय कार्य भी महत्व का हुआ है। १६३८ में मर्तीत 
(2(८फथाप८) ने ग्ंलीलियों को लिखा कि “रूबर्वल ने चत्रज (0/४०४) 
का क्षेत्कलन कर छिया है।” गेंलीलियो ने उक्त पत्र टॉरिसती के पास मेजा। ईती 
उत्तर में टॉरिसेली ने चक्रज का क्षेत्रकलन करके दिखा दिया । इसवे' अतिरिका इगें 
कैवलियरी के” अविमाज्यो के सिद्धान्त का भी विवास किया है। 
वित्तत्ञों विवियानी (एग्रात्काट० शाश्वत) (१६२२-(७०३) में 
गेंलीलियो के शिष्यों में से था। इसकी रुचि मौतिकी और ज्यामिति में पी। ईगी 
की प्रेरणा से पलॉरेन्स में वैज्ञानिक प्रयोगो के लिए एक परिषद्‌ की स्थापता हुई। 
टडॉरिसेली इसका सदस्य था। उक्त परिपद में वायु के दवाव पर प्रयोग किये जाते में, 
विन्तु वह कुल दस वर्ष ही चल पायी । विवियानी ने एक ज्यामितीय प्रश्त उपस्थित 
किया--/एक व्‌त्ताकार मन्दिर है जिंसपर एक अधंगोलाबार गुम्वद विठाया हुआ हैं। 
गुम्बद में चार समान खिंडकियाँ ऐसे आकार की है कि शेष तल का ठीक ठीक मां 
निकाला जा सकता है। खिडक्या का आकार बताओं ” इस प्रएन के वई है ७ 
गणितज्ञा ते निकाले किन्तु सबसे सर हल स्वथ विवियानी का ही या । इसने ज़्यामिति 
पर बई ग्रन्थ लिखे हैँ जिनसे पहले से ही इसको प्रतिष्ठा जम गयी थी । 
फ्रास--रैनी दकातें (९८४० स्‍065८४४०७) का जीवन काल १५९६-(६५” 
था। इसका दारीर तो कमी तगड़ा नही रहा, किन्तु इसकी मानसिक झर्िं अदू्यर्त 
थी। इसी कारण इसके पिताजी बचपन से हूं इसे छथघु दाशंनित कहा करते थे! 
स्कूल के पहले पांच वर्षों में इसने गणित, तकंझास्त्र, मौतिकी आदि वा अध्ययन विया। 
१६ वर्ष की अवस्था में इसने स्कूछ छोडा | सन्‌ १६१६ में यह कानून वी स्तातः 
हो गधा । १६१८ में यह हॉलण्ड गया । वहाँ उन दिवा यह परिषाटी थी कि 2] 
दिसी के हाथ काई कठिन प्रश्न छय जाता या तो बह उसे चुनौती ने रूप में नंगर 
दीवायय पर चिपफा दिया बर्ता था। एक बार दकातें ने ऐसी एव चुनौतों देसी जो 
ड्च भाषा में छिखी हुई थी । एक व्यवित् उसदे पास खड़ा था जो सयोग से प्रसिदद 
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प्रइन का साधन करे। दो दिन में दवातें उस प्रश्न को हछ कर लाया। इस पवार 
दोनों गणितत्ञों में मैत्री हो गयी। दकातें ने सगीत पर एक पुस्तक छिसी जो बीकमेंद 
को समर्पित कर दी। 

दकातें ने सेना में नाम लिखा लिया था, किन्तु १६२१ में उसे छोड़ दिया। उसके 
अगले चार वर्ष पर्यटन में बीते । विदेश में ही उसने दर्शनशास्त्र पर एक ग्रन्य लता 
जो उसके जीवन काल में छप नही पाया । तत्यश्चात्‌ कई वर्षों के परिश्म से उ्े 
विज्ञान पर एक बृहत्‌ अत्य छिखा जिसमे तीन परिशिष्ट थे। इन्ही परिशिष्टो में से 
एक' ज्यामिति पर था । 

इस प्रकार दकातें की ज्यामिति १०० पृष्ठो बे एक परिश्चिप्ट से आरम्म हुई। 
उबन पुस्तिका में उसने निर्देशाव' ज्यामिति (000वपब्राट (वगराग्वाड। 
नींव डाली । यो समझना चाहिए कि दकातें ने ज्यामिति पर बीजगणित का प्रयोग 
क्या। उक्त विपय की मुल्य समस्या मह है कि विसी समतलत पर किसी वर्क ही 
स्थिति किस प्रकार जानी जाय। दवातें ने यह पद्धति निवाली कि दो रेखाओं से उ्दी 
बिन्दु की दुरी नाप ली जाय । इस प्रकार विन्‍्दु की स्थिति सुनिश्चित हो जाती है। 
उक्त पद्धति को आज भी कार्तोय पद्धति कहते हैं । 

इकातें ने वत्रो का वर्गीकरण किया और समीद रण सिद्धा्त में भी प्रगति दी। 
इसके अतिरिक्त उसने सकेतलिपि के क्षेत्र मे भी नवीनता दिखायी है। सब पे 
उसीने घाताको को ऊपर चढाब--इस प्रकार य ५ य--छिसने की प्रणाठी चलायी। 
साथ ही वह पहुछा व्यक्ति था जिसने रोमन वर्णमाला ने पहले वर्णों 8] 
ज्ञात राशिया को, और अन्तिम वर्णों ६, ), £ से अज्ञात राशियों को निरूपित गिंया 
यह प्रणाली आजे तक चाडू है। 

दकातें के वार्य वे कई महत्त्ववूणं परिणाम निकले हैँ। उस वे द्वारा ठोग कण 
राशियों का ज्यामितीय अर्थ समसने छूगे । इसवे अविरिबत उसी वे पलखी 
सानत्य, सीमा और फलव (7०४०7) जैसे मावों का विकास हुआ। इसी बार्य 
दवातिें को प्रथम आधुनिक गणितक्ञ बहा जाता है। 

ड्देस पास्वल (फोव5० 28८०) (१६२३-१६६१) फास 
दाशशनिर था। जब यह चार वर्ष वा था तमी इसकी माता इसनी के 
छोड़कर मर गयी। तीनो यच्चों का छाखत पालन बिता मे शिवा। एए बाद है 
सरकार का कोपमाजन बन गया और टर वे मारे इसे कुछ दिनो अगात बाय प 
पह्ा। यह प्राय रग्य रहा बरता था, विस्तु ढिर भी अपनी गणितीय गवेषणाओं पर 


पस का एव धार्मि 
दो बर्हित 


ज्यामिति र5५ 


अथक परिश्रम करता रहता था। १६४८ में इसने अपना चेंरॉमेटर सर्व बया। 
प्रकाशित किया । वेरामेटर के सिद्धान्त का प्रतिपादन तो दकाते और टॉसिसेली ने 
कर दिया था, किन्तु पूर्ण प्रदर्शन पास्कल के प्रयोगों द्वारा ही हुआ । 


चित्र ७१--पास्कल (१६२३-६२) 
# (डोवर पब्लिकेशंस, इन्फॉर्परिट्ड, न्‍्यूयॉर्क--7१०, की भनुज्ञा से, डी० रद्ुइक क्ृम ए 

कॉन्ताइज हिस्टी ऑफ मेंथमेंटिक्स' ( १.७५ टॉलर ) से प्रत्युत्वादित। ॥ 
पास्कल में असाधारण प्रतिमा थी। इसने यूक्लिड के प्रथम भाग के अधिकाश 
साध्यों को स्व॒तस्त्र रूप से स्वयं सिद्ध किया था। सोलह बे की अवस्था में इसने एक 
पाण्डुलिपि लिखी थी। जव वह हंस्तलिपि दकातें को दिखायी गयी, उसे विश्वास 
नही हुआ कि वह सोलह वर्ष के किसी लड़के की कृति हो सकती है। उन्हीं साध्यो में 
मे एक यह था--यदि किसी ज्ांकव में कोई पडुमुज खीचा जाये तो सम्मुख मुजाओं 
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नी तीना जोडियो वे क्टान विन्दु सरैख्िन (८० ४१८०४) हांगे। यही साध पल 
प्रमेय वे नाम से प्रसिद्ध है। पास्वल ने इसी प्रमेय से ४०० उपग्रमेय चिकाठे। 

पास्वल्ल वे समय में बहुत से गणितज्ञा ने चत्रज पर गवेषणा कार्य किया था। 
पास्तल ने उक्त वक का गुरुत्व केस्द्र, उसके परिक्रमण द्वारा निर्मित ठोसों मे गुरद 
केन्र और दत्सम्बन्धी और बहुत से फल प्राप्त किये ! उसकी उपस्थिति में तो उसे 
ज्यामितीय कार्य में से केवल अक्गणितीय ब्रिमुज' वाला अ' प्रकाशित हो पा 
जिस आजवलछ 'पास्वल बरिमुज' वहते हैँ। जैसा सर्वविदित है. उक्त विमुर् के 
सरूप सख्याआ' (]टए:३० पपण्याटड) के गुण व्यक्त किये जाते हैं। परत 
की ज्यामितीय इतिया का शेपाश १६६५ में छपा। 

जैरड देसाग॑ (ठव:शर्त 7052875) (१५९३-१६६२) फास का एए 
गणितश था। व्यवसाय से यह एक इजीनियर था। इसके कार्य से दवातें और पाकर 


द्वाण 


चित्र ७२-देसाय का एक विस्यात प्रमेय। 
मी प्रमावित हुए थे । इसका अधिकाश कार्य ज्यामिति पर है। समुत्करम्ण सिद्ारत 
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(पश०णए ० फाए्फत॑ंगा) के लिए गणितीय जगत इसी का आमारी है 
इसकी सव से प्रसिद्ध पुस्तक शांकवों पर हैं । 
देसारग का एक विस्यात प्रमेय यह है-यदि दो त्रिभुजों के क्षीप तीन संगामी रेखाः 
पर स्थित हों तो उनकी म्‌जाएँ तीन संरेखिक विन्दुओं पर मिलेगी। १६३५ 
जव देसागे ने जांकवों पर अपनी पुस्तक का भार्डप तैयार किया तो कि 
को यह विश्वास नहीं हुआ कि वास्तव में वह उसी का लिखा हुआ था। 2 
वह रही की टोकरी में डाल दिया गया। सौभाग्य से द ला हावर (05 4 खित। 
ने उसकी नकल कर ली थी। इस प्रकार उक्त पुस्तक नप्ड होने से बच गः 
उसमें देसागे ने अनन्त की वाल्पना की भूमिका बाँवी हैं। उसने लिखा है कि 
बंकु (0०४८) का जीर्प अन्त को चला जाता है तब शंड हा बेलन 
जाता है । और इसी पुस्तक से एकैकी-संगति (िंणाणे०ट्ट7) की भी नीब पड़ी 
द छा हायर (१६४०-१७१८) पेरिस का निवासी था। इसने अपने जीव 
अनेक विपयों को अपनाया । आरम्म में यह चित्रकार और स्थापत्य-श्ास्त्री ' 
पत्पश्चात्‌ गणित का प्राध्यापक हुआ और अन्तिम वर्षों में फ्रांस के भूमितीय (0९० ८ 
सर्वेक्षण कार्य में नियुक्‍त हुआ । इसने गणितीय विषयों पर अनेक लेख लिखे । 
अतिरिक्त शांकवों और वीजगणित पर पुस्तकें भी लिखीं। किन्तु इसका सबसे १ 
काये साया वर्गों पर हुआ है। इसने माया वर्ग बनाने की एक नयी विवि दी 
सी भी वर्ण (076८४) का माया वर्ग बनाया जा सकता हैं। इस वर 
संशोधित रूप इस प्रकार है--- 


पहुडे दो सहायक वर्ग वमाइये । यदि पाँचवें वर्ण का वर्ग बनाना हैं तोए 
इस मंकों--१, २, ३, ४, ५ से वनाइये, दूसरा ०, ५५ १०, १५५ २० से। 
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दोनों वर्गों में से प्रत्येक की प्रत्येक पंकित, प्रत्येक स्तम्म और एक विकर्ण 
६ए बंकों में से केवल एक ही आयेगा । पहुले वर्ग के शेष विकर्ण में केवल ३, 


कं - अर - कक 5 3 क। ४. खाक 


२९८ गणित का इतिहास 


अब दोनों वर्गों की सगत क्ुटियों ( 0८) ) के अको को जोडने से इच्छित 
माया वर्ग प्राप्त हो जायगा। 





(७) अदृठारहवीं और उन्नीसवीं झताब्दियाँ 
यूरोप 

रॉबर्ट सिम्सन (९०७०८ 5ग्रा509) एक अग्रेज़ गणितज्ञ था जितका जीवत 
काछ १६८७-१७६८ या। शिक्षा तो इसने डावटरी की प्राप्त की, किंतु यह खातों 
(692०७) में गणित का अध्यापक हो गया। स्कूछ के विद्यार्थी इस प्रमेय 
भी माँति परिचित होते है--- 

“यदि किसी विशुज के परिवृत्त के किमी बिन्दु से तीना भुजाओं पर छस्बर डरे 
जायें तो उनके मूछ सरेखिक होगे ।” 

ज्यामिति पर सिम्सन का यह प्रमेय प्रसिद्ध है और तत्सम्वन्धी रेखा को (हिस्से 
रेखा! कहते हे। सिम्सन ने यूक्लिड वा भी एक सस्वरण प्रकाशित किया था जो बहुत 
लोकप्रिय हो गया है। साविक चतुर्घात समीकरण पर मी सिम्सत कवर 
प्रशसनीय हुआ है! हे 

जॉर्य सामन ( 5००८ 3गएघ०० ) (१८१९-१६०४) आयख्तड की 
निवासी था। इसका कार्य कई क्षेत्रो म फैछा हुआ था जिनमें से प्रमुख ये बेट्उन्र 
बीजगणित, निशचल-सिद्धान्त (पशन0छ ० हाएशयशा&), शाकव और प्रदित 
(उ#6-वैणालधा।णा॥!). ज्यामिति। इसका “आधुनिक उच्च बीजग। 
निश्चल-सिद्धान्त का प्रथम ग्रन्थ कहलाता है। 

विलियम किग्डन बविलकोईड (एप आय ाहवेणा ८गग्प्ि) (4478 
१८८९) ऐँग्जैंटर (६5८८३) का निदासी था। इसने लन्दन और केम्बरिज में शिक्षा 
पायी । १८७१ में यह यूदीवर्सिटी कॉलिज, लन्दन, में प्राध्यापत नियुक्त हुँआ 
१८७४ में रॉयल सोसाइटी का अधिसदस्य वन गथा । यो किच्रफोर्ड एक खिलाडी थे 
किन्तु १८७६ में ही इसका स्वास्थ्य जवाब देने लगा और १८८९ में ४४ वर्ष की अलवर 
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वस्था में ही इसका देहावसान हो गया । इसकी पत्नी भी प्रतिभाशालिनी थी और 
अंग्रेजी उपन्यासकारों तथा नाटककारों में उसने अच्छा स्थान ब्राप्त कर लिया था। 
इसकी लड़की एथिल (8072) कवसित्री के रूप में प्रसि् हो गयी थी। 
दिलफ़ोर्ड में असाधारण मौलिकता थी । इसके अतिरिक्त इसमें वक्‍्तृता शक्ति 
का भी वाहुल्य था और इसकी लेखन झैली स्पष्ट थी। यह एक उच्च कोटि का गणितज्ञ 
था। उस समय तक केम्ब्रिज के गणितज्ञों में वैड्लेषिक परिषाटी का भ्रचछन था। 
बिलफ़ोर्ड ने उक्त परिपाटी के विरुद्ध आवाज़ उठायी और एक शुद्ध ज्यामितित्र बनने 
का प्रयत्व किया। इसकी विशेष रुचि इन विपयों में थी--वैश्ववीजगणित 
(एपरएटओं 29०00७), अ-यूक्लिडी ज्यामिति, दीघेवृत्तीय फलन, ढिचतुष्टय 
(अंतुप्धध्यं०३) । इसने आलैखिक (5:70) विवियों का भी प्रचलन 


क्रिया । इसकी सबसे प्रसिद्ध पुस्तक है---(/०ग्रा0707 5605९ ० थी िटबएा: 
$0०ंशा८८३. 


पेरिस के एक गणितज्ञ फ्रंसॉय निकोल (780०० ८०६८) (१६८३- 
१७५८) का नाम भी उल्लेखनीय है। यह वचपन में ही एक बहुत होनहार लड़का 
दिखाई पड़ता था। १९ वर्ष की अल्पावस्था में इसने चक्रज ( (फ्टंगत) का 
चापकलन (]२८८४प०४४०॥) कर लिया था। इसने इन विपयों पर अपनी लेखनी 
उठायी--शांकव, त्रिघात वक्त, समत्रिभाजन समस्या, सम्माव्यता (४०४६9), 
सान्त अन्तर कलून ((2४८पौ०७ ० शिंए्र६6 ]07#602८7८८७५) - 

फ्रांस का एक अन्य गणितज्न गॉस्प्ड माँजे (68899 श/णाह०) (१७४६- 
१८१८) विज्येप उल्लेखनीय है। यह वर्णनात्मक ज्यामिति का जन्मदाता कहलाता 
है। इसकी शिक्षा वियॉन (छ८०००८) और लियाँस में हुई थी। विज्ञान में इसकी 
विशेष रुचि थी। इसने १४ वर्ष की अवस्था में एक अग्नि इंजन का निर्माण किया था । 
यह २२ वर्ष के वयस्‌ में गणित का, जौर २५ वर्षे के वयस्‌ में मौतिकी का प्राव्या- 
पक नियुक्त हो गया । ९ वर्ष पश्चात्‌ यह पेरिस में आसम्नसी (उफ्ग्भणा८७5) का 
प्राध्यापक हो गया। < 

१७७० से १७९० तक माँजे ने गणितीय और भौतिक विपयों पर दर्जनों लेख 
लिखे। १७९२ में यह फ्रांस का नौसेना मन्त्री हो गया, किन्तु उक्त पद पर यह १७९३ 
तक ही रह पाया । इसने दो शिक्षा संस्थाओं के स्वापन में बड़ी सहायता की और बारी 
बारी से दोनों में वर्णनात्मक ज्यामिति का प्राव्यापक रहा । नेपोलियन के पतन के 
पम्चात्‌ इसके समस्त पद और सम्माद छीन लिये गये और इसकी प्रतिप्ठा समाप्त 
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अब दोनो वर्गों की सगत कुटियो ( ८८8 ) के अको को जोडने से इच्ि 
माया वर्ग प्राप्त हो जायगा। 










(७) अदूठारहवी और उन्नौसवीं झताब्दियाँ 


यूरोप 

रॉबर्ट सिम्सन (९०७८८६ 57507) एक अग्रेज़ गणितज्ञ था जिसका जीवन 
वाल १६८७-१७६८ था। शिक्षा तो इसने डाकटरी की प्राप्त की, किल्ठु मई 
(0458०) में गणित का अध्यापक हो गया। स्कूछ के विद्यार्थी इस प्रमेय है 
भली माँति परिचित होते है--- 

* यदि किसी जिमुज के परिवृत्त के किसी विन्दु से तीनो मुजाओ पर हम्ब झढे 
जायें तो उनके मूल सरैखिक होगे।” 

ज्यामिति पर सिम्सन का यह अ्मेय प्रसिद्ध है और तत्मम्वन्धी रेसा को विस 
रेखा' कहते है। सिम्सन से यूविलड का भी एवं सस्करण प्रकाशित किया था जो दूत 
लोकप्रिय हा गया है। साविक चतुर्घात समीकरण पर भी सिम्सनका 0" 
प्रशसनीय हुआ है। 

जॉर्न सामच ( 5००8० $थॉए्7०० ) (१८१९-१९०४) आयरलेण्ड बी 
निवासी था। इसका कार्य वई क्षत्रों में फैला हुआ था जिनमें से प्रमुख ये पे” उतर 
बीजगरणित मिशचल-सिद्धाल (प॥079 ० पाप शाशा्), शारव और परैदिय 
(%7९०-वैशा"मच्रण्या). ज्यामिति । इसका “आधुनिक उच्च बोजगणित 
निश्चल सिद्धात वा प्रथम ग्रन्थ बहलाता है। 

विलियम जिगडन विलगोई (१एा४॥व कया कयाउपैणा (2#679) (१८५५० 
१८८९) ऐग्वैंटर (४८८४) का निवासी था। इसने छत्इत और मेस्शिन में शिक्षा 
पायी! १८७४१ में यह यूनीवसिटी कॉलिज, छू दते, में प्राध्यापता' नियुष्ता हुआ और 
१८७४ में रॉयल सोसाइटी वा अधिसदस्य बन गया । या हि झपोईड एप खिठाही पा« 
विस्तु १८७६ में ही दसरा स्वास्थ्य जवाब देने छगा और १८८९ में ४४ बर्थ की अत्पा- 


ज्याभिति ः ३०१ 


सेना के लिए हुई थी, अतः इसका गणितीय काय्ये बहुत देर से आरम्म हुआ। सेना में 
तो यह वहुत ऊँचे ऊँचे पदों पर पहुँच गया, किन्तु जीवन के अच्तिम दिनों में नेपोलियन 
ने इसे देश निकाला दे दिया । 

कानों की विशेष रुचि सांइछेपिक ज्यामिति में थी। इस पर मॉजे की कृतियों 
का विशेष प्रभाव पड़ा था। माँजे ने जेविम आकाश ( गु॥लल-काग्रशाओं गा 
5090०) का अध्ययन किया था। कार्नो ने इस विषय का विवेचन किया कि कोई 
तियेक्‌ रेखा किसी आकृति को किस अनुपात में बाँटती है। कार्नो के सबसे प्रसिद्ध 
आविष्कार पूर्ण चतुर्मज, पूर्ण चतुष्कोण ( (0००श्ाष्टॉ०) और ऋण परिमाणों 
सम्बन्धी हें। आज भी विद्यार्थी शॉंकवों और त्रिभुजों के कटान विन्ढुओं पर कार्नो 
के प्रमेय का अध्ययन करते हें । 


चाल्से-जूलियन ब्रियांकन (768 णीका छ्तक्वाणाक्))) का जीवन 
काल १७८३-१८६४ था । फ्रांस के प्रतिभाशाली गणितज्ञों मे इसका भी उच्च 
स्थान है। यों यह भी एक सेनाधिकारी था, किस्तु इसका झुकाव ज्यामिति की ओर 
है । पास्कल ने शांकव के अन्तलिखित पड्मुज पर एक प्रमेय दिया था। ब्रियांकन 
ने २३ वर्ष की अल्पावस्था में परिगत पडमुज सम्बन्धी तत्स्थानी प्रमेय दे दिया जो 
आज तक उसके नाम से विख्यात है। ध्रुव और घयूवी (2०८ ०४९ 2०५7) का 
भाव सबसे पहले ब्रियांकन ने ही दिया था, किस्तु उसका विकास बाद में पॉन्स्ले 
(?०7००८४) ने १८२९ में किया । 

जीन-विक्टर. पॉन्सले ([०७॥-प7००07 एठ्मव्टी०८) (१७८८-१८६७ ) एक 
फ्ांसीसी इंजीनियर था। इसने पेरिस और मेदज़ (7/८८०) में शिक्षा पायी 
और एक सेनाथिकारी हो गया । रूसी युद्ध में यह वनदी हो गया। १८१४ में यह फ्रांस 
छोटा। १८१५ से १८२५ तक यह सैनिक इंजीनियर रहा और १८२५ से १८३६ 
तक मेट्ज में यान्त्रिकी का प्राष्यापक । तत्पश्चात्‌ जीवन के अन्तिम दिनों तक यह 
पेरिस में भिन्न भिन्न विद्योचित पदों पर नियुक्त रहा। 

ह जिस विक्षेप ज्यामिति (एःमुंधणपए८ 6०८०१्र८८:ए) को माँ जे ने जन्म दिया, 
पॉस्ले ने उसका पोषण किया। पॉस्‍्ले ने ही पहले पहल उक्त विपय को अपने 
एक अन्य (१८२२) में एक स्वतस्त्र स्थान दिया। पॉस्‍्ले के दो आविष्कार जगतु- 
प्रसिद्ध हें. 

(१) हेवता सिद्धान्त (?फ्लंछी० रण एपथ्नाए) 
(२) आनन्तिक वर्तूल बिन्दु ( (पंप्ट्णैवए ऐजंप्र5 ४६ ग709 ) 
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ह्दौ गयी। इसकी अवकल समीवरणों वे सापन की विधियों को आज भी पादूय एस्तों 
में स्थान प्राप्त है ! इसकी सबसे प्रसिद्ध पुस्तक वर्णनात्मक ज्यामिति पर है। री 
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चि. ७३--माँज ( १७४६-१८१८) 
(डोपर पर्लिकेशंस इन्दॉपोरेंटेंड न्यूयॉक-१०, की भनुश से, टी० खूइक इस ४ वॉसड 
दिखी ऑफ मेंथमेंटिस्स' (१७५ डॉलर) से प्रत्युपादिता] 
ज्यामिति सम्बन्धी इसके सिद्धान्त फ्रेशियर (ट्यू८र) ने १७३८ में ही आविष् 
कर छिये थे, किन्तु मॉँजे ने उनका आदिष्कार स्वतन्त्र रूप से क्या था ! 
लजे र-निकोलस-मार्ग्यूराइट कार्नो ( सस्थ्यट- [ए८०ण३5 + रैच-उटडफट्याट 
(«गा० ) (१७५३-१८२३) एक फ्रासीसी गणितज्ञ था। इसकी शिक्षा दीक्षा 


ज्यामिति ३०३ 


-. विश्लेषण के तीन महान्‌ विद्वानों में गिना जाता है। इसके अतिरिक्त इसने ज्यौतिय, 
- चुम्थकत्व, विद्युत और भूमिति पर भी बहुत महत्त्वपूर्ण अनुसन्‍्वान किये हैं। 





चित्र छ८--गाउस (१७७७-१८५५) का 


. “* - पृडोबर पब्लिकेशंस इन्कॉर्पो रेटेंड, न्‍्यूयॉबी--६ ०, दी, भरुज्ञां से, डी ० रुइक कृत 'ए कॉन्साइज्र 
हिस्टी माफ़ मेंथमेंटिक्स' (९.७५ डॉलर) से प्रस्युत्पादित ;]  , 


आऑगस्ट फरडिनेण्ड मोवियस (27एफ७ छलकंजणात॑ 69058) (१७९०- 
१८६८) एक जर्मन ज्योतिषी और गणितज्ञ था। इसने लाइप्जिग ([,ल:2 8), 
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मारेख भेजिल्त (खवालोडर्ल ट/्वेंक) ((७९३-॥८४०) पैलिएँ 
शिक्षा पापर पहले एप व्यापारी बना, टिन्‍्तु बाद में व्यापार छोडवर गणित के ४९४ 
में लग गया। यह पहले एप कॉंडिज में मूमिति (0००व०59) और यात्तीरा 
अध्यापर' निवुवत दुआ और कुछ रामव पदचात्‌ पेरिस विश्वविदा ठयते उच्च स्पा 
था प्राध्यापर। इसने दो पुस्तरे शारवी और उच्च ज्यामितिपर दिसी और कर 
अमिप्तश्न प्रशाशित गिये। इसने और सटेनर (अस्व्शाट) ने अपने अरे ढंग है 
विक्षेत्र ज्यामिति या वियास रिया, विख्ु उन दिनो आदाव दान के साशत झ्व 
हीन थे वि एक को दुसरे की शतियों वा पता नहीं चल पाता या। मेरे टॉसित ने | 285 
में यह मिद्धान्त प्रतिपादित किया था वि यदि एवं प्रिसुज की मुजाएँ तगा |; 
स्थिर रिस्तुआ में से होगर जाती हो और दो शीर्ष दो स्थिर रेखाओं पर॒स्िई 
हा ता तीसरा झीप॑ एवट शावव था राजन गरेया। चेंडिह्स में इस साध्यका 
विवास किया । 

बार फंडरिव गाउस (शा वृ्धव्तलली 04%) जर्मनी वा एक मई 
गणित हुआ है जितका जीवन बाल १७७७-(६4५५ था। एवं यहूँ रा 
(मजदूर) का पुत्र था और तत्कालीन राजा की हपा से ही णिक्षा प्राप्त मर सता! 
जीवन कै आरम्म में वह निजी रूप से शिक्षा देकर निर्वाह करवा रहा। १८% * 
जब गटिंगन (50"कगठथा) में एक वेषशाला की स्थापना हुई, यह उसी निदेशक 
और ज्यौतिप का प्राब्पापक नियुक्त हुआ । 


जब गाउस' विश्वविद्याक्षय का छात्र था तभी ल्‍्यूवतम यर्णों के सिंडात' 
(79००४) गई 7,०45६ 5पुएथ८७) का भाव इसके मन में अकुरित हुआ। और क्ह्ठी 
दिना इसने यह प्रमेय सिद्ध किया कि 'क्यी वृत्त को यूक्लिड की विधि से १७ वेयावर 
भगो मेँ वादा जा सकता है।! १८०१ में सब्या सिद्धात्त पर इसका प्रतिद्ध ग् 
प्रकाशित हुआ। इसके पश्चात इसने शुद्ध गणित पर अनेक अमिपत्र ठिखे । इसके 
अतिरिक्त इसी ने सर्वेत्यम अ-यूक्डिडी जयामिति की जन्म दिया। 

गाउस की प्रतिमा वहुमुखी थी । इसने सारणिकी और कापल्पनिक राशियों का 
बिह्तृतः उपयोग क्या, द्विपद समीकरणों (फरेमणा्यं सरवृपधाणा85) के हंस 
निकाले, अतन्त श्रेणिया के अभिसरण (007 ए८ू८१८८) के लिए परुष परीक्षणों 
का आविष्कार किया और दीघं॑वृत्तीय फलतो की द्विकाव्तता [0० एला०वर 
८हफ) सिद्ध की । इन विषयो पर इसका गवेषणा कार्य इतना मौलिक और महत्वपूर्ण 
4०, 3 क्र लॉप्लास (704८८) और छग्राज के साथ इसे आबुनिक गणितीय 


गदि दिसी पिमझ से पये्ों शा, रंग, मा? मा पे डिसी सम गाए शसी ८ 
7 न 
सो संगार्म, मो सोर मगर रानी मो गा, हो, माई पण गांट मे 
॥। 
हु गा, गत से, सार -दार6, हा गा, रा भा । 
माह प्रभय स्येया प्रभेध महू गाता में! 
« टिदीर छिहिए दा प्म्गी मे 


गखिगित माई बसा दोर्मगी सीधा स्‍तिदाशाउ्त (८४४) 
इासिखिनिंत गंसिता। शा हा भा दोसेंगो सीट व ध्दगगाश रण ६-६४, 


रू ० ग ईः 3 5, 5 ;ः हक हर जपर गज दे द््द्रत 
६४८-६७९ ७) था | एमने भी आपमिति कट शीधिय पर लाये मे लीनाएए 
के 5 $ 


2 पक # ७ 
मो पक ०५ २. बन हि दा डे ईद बडे 
हिसे है। *ैसिलामओो में ॥स थार पह गानमेंय है हि जा्शिरिित अलग फिखोखानी 


गे शो उटली में: हा नास्जी माइदो ऑप्डाड [[7पांट्स ठक्‍ंटेल ताशयते' ) 
क्र 
< 


भा पभ माग्मे भय ः + ्टट 4 घटाओ एप 

ढ़ भी उन्देद मारते सारे जिमागा जीयन वाल २५३२० ४४६ था। गए पहच छत 

कम (न कि प्र ५० कर ली. रद कं हग्त बज द्ु्मा बेर 7 ३ ४० घिदे गे पं 

भिन्न हुआ, फिर पिसा में इन गंगा ध्राध्योपर: झूए शस्स मे बवाह || कह गायन 

प्राष्यापद सियसल 7: > 55४०६ मोल प्री एसलको 

प्राष्यापद सियकतस हजा । उस में उपामि्सि पर दाई ग्रन्थ गिर कली पुर्ततग मे 
कद कक 


श्ने बस और आायताशार जशिषरात्य ( एहतप्छाहपाता- जाए 0 ०) 


हे जप ६४ है फट ब् आशा 9 “अप स्ड १६ श्र का 
के तुलता की है, पुष्प की झाज़लि के बपोी का लग्यरनस किया $., 7 


प्रत्ण्या सक्ष (5 आी। 70) 
| ं पत्र प्र दिया है 
दीं के तडों एम थे प्राइस फिया है। इसने एक स्थान पर बहू शूलत द्विया हैं--- 


४5... 
क्ल्+> २ [१०५ 


+# 6 


हरी कक; पाक मे के? अप 


4 २ 
(१-१२) 4 (१०१) (१ ००००० ६००८ ०** 
४20 ६-0 ६-0--. ७ » ५ ५ * **** ि 
दस सूत्र को इससे इस लब्य का प्रतीक साना है कि साध्टि गंगेी उपज घन्य से हुई 
है। इसने एक पिसा को महपना सो है जो एक मोती अपने दो पुत्रों को दस छर्ते पर 
देता हैं कि दोनों उसे बारी बारी से अपने पास रसे। इस प्रकार, यह कहता है कि मोती 
ताबा आबा दोनों पुत्रों का हुआ | 
बिना मेरिया गेताना अग्नेसी ((र्थ879 एन्टशा॥ औट्टाटस) का नाम लिये 
इंटर्ख के गणिसनों की कहानी अवर्ी दिलाई पढ़ती है । इसतग जीवन काल १७१८- 
१७९९ था। यह आरम्म से ही एक होनदवार लड़की थी । इसके पिता जी गणित के 
प्रा्यापक थे। इसके परिवार की इच्छा थी कि यह धामिक क्षेत्र में पदार्पण करे 
किस्तु २० बर्द की अवस्था से ही इसने अपना जीवन गणित की सेवा में समपित कर 
दिया। १७५२ में जब इसके पिना रोगग्रस्त हो गये,उन की गद्दी पर इसे आसीन कर 
दिया गया किनत उनकी मत्य के पश्चात्‌ डस ने गणित का क्षेत्र छोड़कर चिकित्सालय 


ध्ण 
५0 
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गर्टिगन और हाछ (पशा८) में शिक्षा पायो। १८१५ में छाइफिग में ए 
वैधश्ाला का निर्माण हुआ और यह उसका निदेशक वियुवत हुआ। इसड़ा मुर्ल 
नार्य तो ज्यौतिय पर था, किन्तु इसने आधुनिक ज्यामिति पर भी अतेक अमिएत 
लिखे हूँ । इसने बव्यमान केख (0८0० ०2५9७) के भाव वा सार्वकिए करें 
एक नये विषय भारकेस्धी कलन (040:८८॥८४८ (2 ८ए05) की तौव डाही | 
मोबियस बन्ध (१/०छाफ फ>धते) जिसमें एक ही तल होता है इसी के मस्विणातीं 
उपज था। उक्त बन्ध का आधुनिक स्थानिकी (70/90/0०१8)? में बहुत प्रयोगहोता है। 

कार्ले जॉर्ज क्रिश्चियन फॉव स्टॉट (हछयं 8608 टीफफओ पथ 
50900:) (१७९८-१८६७) का नाम भी उल्लेखनीय है। इस ने २४ वर्ष की 
अवस्था में ही अध्यापन कार्य आरम्म कर दिया था। १८३५ में यह अछगों 
(मगंक्ाइला) विश्वविद्यालय में प्राध्यापक हो गया । इसका प्रमुख वार्य प्यागिति 
में ही रहा है। इसके समय तक चार विन्दुओ अथवा रेखाओ के तियंक्‌ अनुपात(0708 
2१०६ ०) की कोई सत्तोपजनक परिमाषा नही दी गयी थी । सब से पहले यह वा 
इसीने क्िया। इसके अतिरिक्त इसने यह भी बताया कि ज्यामिति में काह्परिक 
तत्वों का वीधंबृत्तीय समृत्कमणों (£[)9६८ 7एण०६ ०75) द्वारा विस झगार 
प्रवेश हो सकता है। 

जूलियस प्लकर (0७ एप्द॑ध) (१८०१-१८६८) जर्मन ग्िता 
और भौतिकीज्ञ था । जर्मनी में शिक्षा समाप्त करवे' यह १८२३ में पेरिस चला गया। 
१८२८ में यह बॉन' (॥80777) में विज्येप प्राध्यापक सियक्त हो गया। यहँ क्र 
बलित, द्वाल (3॥!/6) और वॉन में प्राध्यापक रहा। १८२८ मैं इसका ज्यामिति 
पर एक ग्रन्थ निकला जिसमे इसने सक्षिप्त राकवेतलिपि वा प्रयोग हिया जो वैश्टेपिक 
ज्यामिति में आजतक प्रयुक्त हो रही है। दत्पश्चात्‌ इसने ज्यामिति पर अन्य वाई 
प्न्‍्य लिखे जिनमें इसने द्वधता सिद्धान्त प्रतिपादित' तिया और बीजगणितीय वी 
(07९०७) सम्बन्धी ६ समीकरणों का आविप्वार क्या। उक्त समीकरण प्लकर 
समीकरण कहलाते है । इसबे अतिरिक्त इसने विर्देशाको वै' भाव का विस्तार किया, 
रेबीकरण (0०णाफ्रट्बधणा) और व्युल्मता (२०८७:०८/)) वे पिंढात्तों 
ना प्रत्तपाइन क्या और तज़िक्रम कको (0प7ए८ णी धील फाहत गावंद) वा 
वर्गीकरण किया । इसने इन वत्रो के २१९ प्रकार गिनाये हे। इसके अत्य आविधीर 
भौतिकीय विषया पर हूं । 

इटली ना जियीवानी सीवा (5/0एश्या 0८४०) (१६४७-१०७३६) भी 
उल्लेखनीय हैं । इसने १६७८ में निम्नलिखित प्रभेय सिर गियय था-- 
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१८६४ तक इसने इटली के रेलवे विमाग में नौकरी की। वत्पस्तात्‌ इसने 
अध्यापन कार्य आरम्भ किया और यह थोड़े थोड़े वर्ष ऋमशः बोलोना, पिया, दास 
और पविया में प्राध्यापक रहा । इसके: अस्तिम दिन रोम में ही बीते । इसका विशेष 
कार्य अ-्यूविलडी ज्यामिति पर हुआ हैं जिसमें इसने रीमान (स्लाशिशा) और 
लोवाच्यूस्की ([.00लाल्एरओ:५) की प्रणाली को अपनाया है। यों तो इसने 
बहुत से अभिपत्र मौतिक विपयों पर नी छिसे हैं विस्तु इसकी प्रसिद्धि इसकी अति- 
परचलोय भाकाश ([्.ुलाणी० $]08०५) सम्बन्धी कृति पर हुई हैं जो इसने 
१८६८ में प्रकाशित की। 


जेकब स्टनर (]०:०७ $एशंगघणा) (१७९६-१८६३ ) स्वट्जर्लण्ड वा एक 
गणितज्ञ था । १८ वर्ष की अवस्था में यह हनरिच पस्टेलोजी (ग्रशशरांणी 0०४४- 
]02थं) का शिष्य हो गया । कुछ दिनों इसने हाइडेलबर्ग (रलंतंणै००९) में शिक्षा 
पाबी और तत्पश्चात्‌ यह वछिन (0) चला गया। १८३४ में बलिन विश्व- 
विद्यालय में इसी के लिए ज्यामिति की एक नयी गद्दी स्थापित की गयी । मृत्यु तक 
यह उसी पर नियुवत रहा। 


जब से स्टेनर ज्यामिति की उवत गद्दी पर बैठा, उसने ज्यामिति पर गवेपणा पत्र 
लिखने आरम्भ कर दिये। इसके अभिपत्र अधिकतर ज्रेडे जनंछ (८०० [०ए7)श ) 
में प्रकाशित होते थे । इसने ज्यामिति पर उच्च कोटि के कई ग्रन्थ लिखे हैं। बिन्दु 
माला ( [रित्ाए० 6 720700 ) और रेखावली (रलालों 0 ॥47०5 ) के 
भाव इसी ने दिये और उनमें एककी-संगति ((07८-070० ८०7८४7णावल१८८ ) 
स्थापित की । इससे विक्षेप ज्यामिति के सिद्धान्तों के प्रतिपादन में विइलेपण से अन्तः- 
स्फूति (7/एंघ००) को अधिक महत्त्व दिया । इसके अतिरिक्त इसने वक्रों और 
द्विघात पृष्ठों के सिद्धान्त का विकास किया। 


जह कहीं अ-पूविलडी ज्यामिति का उल्लेख आयेगा, जॉन बोलिये (]०ग7 
0 पक्ष) का नाम लेना ही होगा। इसके पिता फ़ार्कस बोलिये (#थ्व|78$ 
0099) (१७७५-१८५६) हंगरी के एक नगर में गणित के शिक्षक थे । इन्होंने 
गटिगन में उस समय शिक्षा पायी थी जब गाउस भी वहीं पर विद्यार्थी था। दोनों में 
कभी कभी पत्राचार भी हुआ करता था। फ़ाकेस ने यूविंलड का समान्तरता अवाध्यो- 
पत्रम' (एशर्शीह 0०४प्रौ४८०) सिद्ध करने का बहुत दिलों प्रयत्न किया और 
फिर भी कृतकार्य न हुये। “इन्होंने गाउस को दो पत्र लिखे जिनमें ज्यामिति की एक 


न्रैग्द गणित का इतिहास 


की सेवा में अपना जीवन छग़ा दिया | इसवा प्रमुस बाय वैश्लेपिक ज्यानिति ए 
हुआ है। एक बकर वा इसने विश्लेप रूप से अध्ययन किया था जो आग मी इसी वर 
पर 'अलतेसिका' (५७८८॥ ०६ (7९४) कहलाती है। 

श्ग स्थान पर जियोवानी फ्र्ेस्को ज्यूनिप मल्फाती (00ए/भाँँ विश 
(०६४० 0/फ००९ 24४9िता) का जाम देना मी अनुपशुक्ष न होगा क्रम 
स्थिति वा १७३१-१८०७ था। इसने रिकटी (रात्यपथ) के सरक्षग हे 
शिक्षा पायी। १७७१ में यह करारा (८०2०) में गणित का प्राध्यापक हो एया। 
१८०३ में इसने निम्नलिपित प्रघन उपस्थित किया--एक लास्विक भरिमुजीय से 
(राह: फ्रागाहएणँए तत्रा) में से तीव बेलन ऐसे काटो जिनके उच्च 
सक्षेत्र बे! उच्चत्व वे! समान हो, और जिनके आयतन अधिकतम हो। मत्मातीं मे 
दर्शाया कि यह समप्या इस प्रश्न पर आश्रित है--किसी बिमुज के अतर्गत | 
वृत्त इस प्रकार वो वना कि प्र प्रेक वृत्त शेप दोतो वृत्तो और त्रिमुज की दो भुजाआ को 
छुए। इसी प्रश् को आजकल 'मल्फाती प्रश्न” कहा जाता है। स्टेमर और प्टकर 
ने मी उक्त प्रश्व पर परिभथ्रम किया है। 

लॉस्न्च्ों मर्थैरानी.. ([,णाक्यार० 2करलीललाएं).. (१७५०-१८००) 
पविया (?4५॥9) के विश्वविद्यालय में गणित का प्राध्यापक था। यो इसकी 
रुचि भौतिकी और कहन में भी थी किन्तु इसका प्रमुख कारये ज्यामिति में हुआ है। 
१७९७ में इसने अपनी ज्यामितीय' रचनाआं का सग्रह प्रकाशित किया | उत्ते गये 
में इसने केवल परकार की सहायता से अनेक रचनाएँ करने की विधियाँ बतायी थी। 
इनमें की बुत सी विधिया में उच्च कोटि की मौलिकता दृष्टिगोचर होती है। 

लुईजी' ऋमोना (.घाट्ठा (पट्या००4) (१८३०-१९०३) का जत्म पविया 
में हुआ था। वही के विश्वविद्यालय में सिक्षा पाकर यह पहले क्रेमोवाऔर फिर 
मिलन में प्रारम्मिक गणित का अध्यापक हो यया। तत्पश्चात्‌ यहूं क्रमश बोलोना 
और मिलन में उच्च ज्यामितति का प्राघ्यापक नियुक्त हुआ। १८७३ में यह रोम मे 
उच्च गणित का प्राध्यापक हो गया और वहाँ इसने एक इजीवियरी कॉलिज' सघर्टित 
किया। इसने अपना सारा जीवन उच्च गणित की शिक्षा के सुधार में लगा दिया 
इसने यूरोप की गणितीय पत्रिकाओं में अनेक अम्िपत्र प्रकाशित किये । इसवा सर्व 
से पसिद्ध काये वक्तो और घन पृष्ठो (2०7० 50/9८6७) पर हुआ है । 

यूजीनियो बेल्ट्रेगी (#चड्टडलाए० फ्रेशक्म्मा) (१८2३५-१९००) का जम 
ऋमोना में हुआ था । इसने पविया में ब्रियॉस्की (छः05८/) से पझ्विक्षा पायी। 


पति ४28 
ज्यो #०+5% 


| 


"तुम इस व्यसन से हूर ही रही तो सच्छा है। यह गुम्हें चैन से बैठने नहीं देगा 
भौर साना, पीना हराम पर देगा। तुम्दारा जीवन दूमर हो जायगा। 

जॉन ने उदत अवाध्योपक्रम वो एक स्वतस्त्र स्वयं सिद्धि मान ला और यहें उफ्ति 
दो कि यदि हम उसत स्पयंस्िद्धि के स्थान पर एक संयी स्वयंसिद्धि माने कि “किसी 
ममतंल के किसी बिन्दु के मध्येन ऐसी अनन्त रेसाएँ सीची जा सकती हे जो एक 
दी हुई रेसा को ने काटे” तो एक सथी ज्यामिति तैयार हो सकती है। जान ने अपने 
पिता की अप्रकामित पुस्तक का मुद्रण कराया और उसके परिधिष्ठ में अपने विचार 
रा प्रतिपादन किया। उबत परिथिष्ठ में वोलिये ने इसका भी निर्देश किया है कि 
अतिपरवलीय आकाश में बृत्त के वर्गण ((२एम्पेशापार ० पाठ लंपगे८ ) की 


रचना किस प्रकार की होगी। 


जहाँ तक अनयूव्लिडी ज्यामिति का सम्बन्ध है, जॉन बोलिये को अधिक श्रेय दिया 
जाय वा छोवाच्यूस्की को, यह कहंना कठिन है । 
निकोलाइ आइवानोविच लोवाआ्यूसकी ( पतन एकाएपेली,०ेशटी९फए- 
अत) (१७९३-१८५६) एक रूसी गणितन था। इसने का्जां (ईथ्ट्था) 
विदवविद्यालय में शिक्षा प्राप्त की और १८१२ में वहीं पर अध्यापक हो गया। 
१८२३ में यह्‌ प्राध्यापक हो गया और १८४६ में उसी स्थान पर रहा । लोवाच्यस्की 
उनगणितज्ञों में अग्रणी रहा है जिन्होंने यूक्छिडी आकाण के विरुद्ध खुला विद्रोह है। 
इसने अपने उक्त विचार सर्वप्रथम कार्जा में एक व्याख्यान (१८२६) में व्यवत्त किये थे। 
इसने समान्तरता अवाध्योपक्रम के स्थान पर यह सिद्धान्त प्रतिपादित किया था-- 
"मान लीजिए कि किसी समतल में एक ऋजु रेखा और एक बिन्दु दिये हुए हैं। 
तो समतल में उक्त बिन्दु के मध्येन जितनी रेखाएं खींची जा सकती हें, उन्हे हम 
दी हुईं ऋजु रेखा के विचार से दो वर्गों में वाट सकते हँ--छेदक (॥700०5८८०॥8 ) 
और बछेदक (]प07-+7९८:६८८४॥९४) । दोनों वर्गों की सीमा रेंखाएँ उक्त ऋणजु 
रेवा के समान्तर होंगी। इस प्रकार किसी बिन्दु से, किसी रेखा के समान्तर, एक नहीं 
दो ऋजु रेखाएँ खींची जा सकती हैं जो उससे अनन्त पर मिलती हैँ । अतः प्रत्येक 
ऋजु रेखा के दो बिन्दु अनन्त पर होते हैं 
बोलिये और छोवाच्यस्की दोनों का विचार था कि यूक्लिडी ज्यामिति उनकी 
साविक ज्यामिति की ही एक सीमा स्थिति है। दोनों यह मी कहते हैं कि किसी भी 
छोटे से स्थान की ज्यामिति सदैव यूक्लिडी होती है और हमारी अँखें वास्तविकता 
तक नहीं पहुँच सकतीं, केवछ उसकी एक झलक दे देती हैं । दोनों ने अपने गवेषणा- 
फछ एक दूसरे से स्वत॒स्त्र रूप से मिकाले । छोवाच्यूस्की ने अपने सिद्धान्तों को पहले 


जेट गणित का इतिहास 


पुस्तक की रूपरेखा बनायी थी। उक्त पुस्तक में इन्होने “तुल्य रुपो के स्वायिती 
(एल्फ्राशाटऑटट ०डिवृणरगंदा। ऋण के सिद्धान्त का प्रत्रिपादन किया वा। 





चित्र ७५-स्टेनर ( १७९६-१८६३ ) 
( ढोवर द्ल्केशिस उन्वापेरिश्ट, न्यूयॉबें-१०, वी अठुश से, डौ* खुश का 6 
बॉन्ताशव दिखी अक मेममेंटिस्स (१ ०५ टालर) से अत्युत्पादित ! ् 


जॉन बालिये वा जीवन बार १८०२-१८६० घा। लडकपन में ही इमे मी 
मूविलड बे उपरिडिखित अवाध्योपक्रम पर माया पच्ची बरने का सब् रावार हुआ 
१८२० में इसके पिता मे इसे एक पत्र लिख जियरा आशय यह था-- 


अ््मिति से 


2 ५०) ५०६ /& रु ४ नम 54 «32.5 2025 यम दर्ज श््गां 
( है। रहा तो बाद है। यह गुस्दे चैम से सेठन सह 
आर गाना हु ४२२3 मे लक शत आयमा ष्क 
र खाना, पीमा हृरम कर देगा। सुम्दारा जीसन दुनद का जाएना | 

जॉन ने उक्त ८ उदाध्योप फम मा सयसर्त स्व सिध्ि मान लिया धर महा उपिले 
जॉन ने उदय धवाध्योप कम की एस स्वत्त्स स्वयसिद्ध मान ठवा कार बह उवात 


हे 


ःि ; का ः डे फिसि रु 
ई कि मदि हम उनसे स्वयं ; स्थान पर एक मंयी दवय सिर्धि साने हि मिल 
दी कि यदि लम उन स्वयं सिद्धि हैः गधान पर एवा नया सववासिक | कि पिस 


डे 
-$। 


छ ये किसी बिन्‍्द्र के मब्येन ऐसी असस्त सेगगाएं | सीची जा सवती है जो एफ 
ले के किसी बन्दु वा मब्यन एसा अचस्त रह, रीची जा सता हू ४॥ 5 
ः 


है बन का 
दी ४५८ शेगाको ने कार्ड ते। सती छझपामिनि तैगार हो समा ह 7। जॉन ने अपने 
ही हुई रेगा को ने काटे” तो एक सेवी ज्यामिति तैसार ही सपती। सीन ते न्‍ 


पिता की अप्र साशित पर्त्तक दाग मुद्रेग वर्टाया और उसके परिशिष्द में अपने विसारा 
कत प्रतियादन फिया है चमस परिशिष्ट में घोलिये ने इसका मी निर्देश किया हे कि 
अतिपरवलीय भाकाद में बुत्त के बर्गण ((0४४पीनापार ० ( ८ लप्टोंट ) का 
इचना किस प्रकार की होगी । 
जहाँ तक अ-य विडठी ज्यासित्ति का सम्बन्ध है, जॉन बोलिये को अधिक शख्षेय दिया 
जाय या छोवाच्यस्की को, यह कहना कठिन है। 
निकोलाइ आइवानोविच लोवाच्यूस्ती (पण्णसं एए्ाठंणी 7.,094८ै०७- 
भें) (१७९३-१८५६) एक खूसी गणित्तन था । इसने का्जाँ (20) 
विश्वविद्यालय में शिक्षा प्राप्त की और १८१२ में वहीं पर अध्यापक हो गया। 
१८२३ में यह प्राव्यापक हो गया और १८४६ में उसी स्थान पर रहा । छोवाच्यस्की 
उन गणितज्ञों में अग्रणी रहा है जिन्होंने यूक्लिंडी आकाश के विरद्ध खुला विद्रोह है। 
इसने अपने उपत्त विचार सर्वश्रथम कार्जा में एक व्याख्यान (१८२६) में व्यवत किये थे । 
इसने समान्तरता अवाध्योपक्रम के स्थान पर यह सिद्धान्त प्रतिपादित किया था-+ 
“मान लीजिए कि किसी समतल में एक चऋष्जु रेखा भीर एक बिन्दु दिये हुए हैं 
तो समतल में उक्त बिन्दु के मध्येन जितनी रेखाएं खींची जा सकती हें, उन्हें हम 
दी हुई ऋजु रेखा के विचार से दो वर्गों में वाट सकते हें--छेदक ([7०5८८८॥९) 
भौर अछेदक (7०)-ै॥६८४८८प।४्ट) । दोनों वर्गों की सीमा रेखाएँ उक्त ऋच्जु 
रेखा के समान्तर होंगी। इस प्रकार किसी बिन्दु से, किसी रेखा के समान्तर, एक नहीं 
दो ऋजु रेखाएँ खींची जा सकती हैँ जो उससे अनन्त पर मिलती हैं । अतः प्रत्येक 
ऋजु रेखा के दो बिन्दु अनन्त पर होते हैं ।” 
वोलिये और लोवाच्यूस्की दोनों का विचार था कि यूविलडी ज्यामिति उनकी 
साविक ज्यामिति की ही एक सीमा स्थिति है। दोनों यह भी कहते हैं कि किसी भी 
छोटे से स्थान की ज्यामिति सदैव यूक्लिडी होती है और हमारी आँखें वास्तविकता 
तक नहीं पहुँच सकतीं, केवल उसकी एक झलक दे देती हैं | दोनों ने अपने गवेपणा- 
फल एक दूसरे से स्वतन्त्र रूप से निकाले । छोवाच्यूस्की ने अपने सिद्धान्तों को पहले 
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(१८२९ मे) प्रकाशित किया डिन्‍्तु इससे बोलिये के बार्य की महता पट्ती कही! 
उसवा बाय भी स्वतन्त्र और मौलिक था यद्यपि उहे प्रकाशित करत मे वह शो 





चित्र ७६-छोबाच्यूस्को (१७९३-१८५६) 
[ डोवर पर्लिकेशस इफापोरेंटेंड यूयाक--१० की अलुशास डी० रू,इक इते 
<ढ कान्साइच हिस्टी आफ मर्थमटिक्स (९७३ डालर) स प्रत्यु पादित ! ] 
च्यूस्की से तीन वप पीछ रहा । इसम संदेह नही दि अ यक्िडी ज्यामिति मं दोनों का 
स्थान बहुत ही उच्च है। 


अध्याय ६ 
त्रिकोणसिति 
(१) धूप घड़ी 


आवुनिक गणित में त्रिकोगमिति का मुख्य कर्म है त्रिभुजों की भुजाएँ और कोग 
नापना और उनके पारस्परिक सम्बस्ध उपलब्ध करना । किल्तु पूर्व ऐतिहासिक 


ब्ढ् की 


काल में त्रिकोगमिति केवल ज्यौतिप की एक सहचरी के रूप में उत्पन्न हुई थी। भारत 
में भी इसका आरम्म इसी प्रकार हुआ था। प्राचीन समय में घड़ियों का तो आविष्कार 
: हुआ नहीं था। किन्तु समय जानने की सबको आवश्यकता पड़ती थी | इसके लिए 
एक घूप घड़ी ($प्रा-तैंशश) बनायी जाती थी । सवे प्रथम तो उक्त उपकरण में 
केवल एक लूम्वमान शलाका होती थी जो एक समतर पर खड़ी होती थी । उक्त 
शलाका को उचन्नतांश, दण्ड अयवा कीली (०7707) कहते थे। समय जानने के 
लिए देखते थे कि उक्त कीली की छाया किस दिशा में पड़ रही है। और इस प्रकार वे 
लोग समय का अनुमान लगा लिया करते थे। 

आक्ृति में छा मा कीली है और छा मा उसकी छाया। ला मा की हरूम्बाई तो 
स्थिर है, छा मा की रूम्बाई सूर्य को स्थिति के साथ घटती-बढ़ती रहती है। अतः 
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सष्ट है कि छा मा वी छम्बाई ८ छा मे मात पर निर्मर है। या यो कहिए हि 
अनूगा छा मा : मा छा पर विर्मर है। आयुतिय' शब्दावली में इस अगुरत को 
दूग कोस्परया छा अवबाजोल (८०ध्आाहुलाए) छावदी हैं। इन बात वा को 
प्रमाण सही है कि इस अनुपात या नाम अवबया भाव हमारे पुरसो के मिस है 
विद्यमान था। 


पूप्र पड़ी का प्रयोग बैय भारत में ही नही हुआ था । ग्राब' समस्त प्रावीर दे 
श्सका प्रधोग परते थे। मिश्न के अद्मिस पेंपिरस जा उल्हेस हम एक पिखरे बचा 
मेंबर चुत है। उक्त प्रत्य में सूचोस्तम्मों पर पौच प्र दिये हुए हैं। छह 
से भार मैं 'सैव्त' शब्द एा प्रथोग रिया गया है ) आकृति में हमते एक सम मैरी 
स्तम्भ बनाया है । विदानों का अनुमान है हि 
कि सेकत से छेसत वा तात्पयं अनुपात 
पामा . माल से है जिये आधुनिक शब्दा- 
बली में हम छोग कोस्प मापाला बहेंगे। 
हम अक्गणित बे अध्याय में बता चुके है 
कि उकन भरूचीस्तम्म इस प्रवार बनाये 
जाते थे कि ८ पा लगमग अचर रहता का 
था। यह भी सम्मव है कि सिवा का 
सम्बन्ध / मा का लासे रहा हो। इस. चित्र ७७-धूप घडी के लिए समदूनी 
प्रकार यहू सिद्ध हों गया कि अहमिस स्तम्भ 
पेंविरस के समय (छग़मंग १५५० ई० प्र०) में ही मित्र में पूप घडी का प्रशेग 
आरम्म हो चुका था । 

मिद्य की सबसे प्राचीन धूप घडी इस 
आकार __| की है जो बलिन के सग्रहालय 
में सुरक्षित है। यह १५५० ई० पू० के 
भासपास की है। इसकी क्षैतिज भुजा 
६ भागों में बांदी गयी है जिस पर 
भरें अवित हैं। सबबरे से दोपहर तक 
इसकी पीठ पूर्व की ओर रहती थी, 


तीसरे पहर पद्चिम की ओर कर दी चित्र ७८-| 
8 


ला 


है, 





सिल्र को प्राचौत धूप घरी 
(उन्साइक्लप्रोडिया जिर्देनिक! से ) 


त्रिकोमसिति ३१२ 


हम एक पिछले परिच्छेद में चीन के चउ-पेइ का उल्लेख कर चुके हैं जिसका 
समय लगभग ११०० ई० पू० है। उक्त ग्रन्थ में कई स्थानों पर समकोण त्रिभुज का 
प्रयोग किया गया है। उक्त त्रिभज की सहायता से ऊँचाइयाँ और दूरियाँ निकाली 
जाती थीं। अतः यह सम्मव है कि त्रिभ्ुजों की मुजाओं के अनुपात का भी उ्े छागा 
को कुछ ज्ञान रहा हो । उक्त पुस्तक में एक स्थान पर लिखा भी है कि 'ज्ञान छाया से 
आता है और छाया कीछी द्वारा उत्पन्न होती है । इससे पता चलता है कि सम्मवत 
चीनियों के पास भी उस ज़माने में कोई धूप घड़ी थी । 
भारत में घप घड़ी का आविप्कार कब हुआ यह कहना कठिन है। शुल्व सूत्रा में 
कई स्थानों पर कीलछी का उल्लेख मिलता है। अतः यह मानना पड़ेगा कि ईसा से 
कई हज़ार वर्ष पहले हो हिन्दुओं ने किसी-न-किसी प्रकार की धूप घड़ी वना छी थी । 
भारत का प्राचीनतम ज्योतिषीय ग्रन्थ सूर्य सिद्धान्त माना जाता है। पश्चिमी विद्वान 
तो इसका रचना काल ईसा के पश्चात्‌ का मानते हैं । उक्त ग्रन्थ में अर्थ-जीवाओं 
(छथे+०ा०7१5) की सारणी दी गयी है जिससे पता चलता है कि उस समय तक 
भारतीयों को त्रिकोणमितीय सम्बन्धों का थोड़ा बहुत ज्ञान हो चुका था। घूप घड़ी 
का समय उससे कुछ पहले का ही रहा होगा। इस प्रकार भी यह सिद्ध होता है कि 
भारत में धूप घड़ी का प्रयोग ईसा से पहले ही आरम्म हो चुका था । 
वावुल (वब्छिन) का एक भाग चेंल्डिया (2०9८३-खल्दी) कहलाता था। 
उक्त प्रदेश का एक ज्यौतिषी विरोसस (८:05५७) था जिसका जीवन काल 
लगभग ३०० ई० पू० था । इसने एक धूप घड़ी बनायी थी जिसमें एक अर्थगोले के 
केन्द्र पर एक कीला खड़ा किया गया था । सूर्य की किरणें पड़ने से कीछे को छाया 
अवंगोले के अन्दर पड़ती थीं। अर्थधभोके का ऊपरी किनारा क्षेतिज रखा जाता था। 
कौछे की छाया दिन भर में एक वृत्तीय चाप बना छेती थी। उक्त चाप को बारह भागों 
' 'में दाँटा गया था। इस प्रकार चेल्डिया निवासियों को समय का ज्ञान होता था । 
हँरोडोटस ([०030०६प७) ने लिखा है कि यूनानियों ने धूप घड़ी का ज्ञान 
वाचुकू के निवासियों से प्राप्त किया था। यह सम्भव है किन्तु कुछ समय पश्चात्‌ 
यूनानियों ने स्वयं बहुत मौलिक और जटिल घूप घड़ियाँ बनानी आरम्म कर दीं | 
टोलेमी ने अपने अल्माजस्त में कई प्रकार की धूप घड़ियों की रचना-विधि दी है। 
उसमें केवल क्षैतिज और ऊब्वे (५८८८०) घड़ियों का ही उल्लेख है। किन्तु 
पर्थन्स (0 धा८ा५) में एक स्मारक वायु मीनार' (7०एलः ०६ ८ ४7४05) 
है जिसमें अप्टमुज ((0८६०2००) की आकृति की एक थूप घड़ी वनी हुई है। अप्टमुज 
के आठ फलकों पर आठ घट्यनीक (709) बने हुए हैं, चार प्रमुख दिशाओं की ओर 
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और दोष चार मध्यवर्ती दि्याओ की और। 
इससे पत्ता चलता है कि ये लोग तिरछी 
घडियाँ बनाना मी जानते थे । 


रोम में सबसे पहली घूप घडी २९० ई० 
पू० मे अ्रस्थापित हुई थी किन्तु यह कदाचित्‌ 
विदेश से आयो थी। वास्तव में रोम में 
पहली घूष घडी १६४ ई० पू० में बनी थी । 
विट्र,वियस (५१४एएा७५) ने १३ प्रकार 
की घड़िया का वर्णन किया है। इनमें 
सबसे रोचक (हँम' (!7207) घडी थी जो 
सुवाह्य (?०:प००) होतो थी। सलूग्न 
आकृति की घडी में नीचे की ओर महीने दिये 
हुए है । बायी ओर की उँगली को घुमाकर 
चालू महीने वाली ऊध्व॑ रेखा पर ले आते हैं । 
घण्टे वाली टेढी लकीरो पर छाया पडती 
है उसो से समय का पता चलता है। 
(१) तिकोणमितीय फलन 
हम ऊपर लिख चुके है वि घूप घडी 
का आविष्कार सहलो वर्ष पहले कई देशो 
में हो चुका था । अत उनमें से किसी 
एक देश को श्रेय देना कठिन है । किन्तु 
इसमें सन्‍्देह नही कि तरिकोणमितीय 
फलनो में से तीन की स्पष्ट रूप से परि- ग्रह का 
भाषा सबसे पहले हिन्दुओ ने ही दी थी । । 
मान लीजिए कि का पा एक दत्त -ु । 
का चाप है जिप्तका चेन्द्र मू जे ग्रर ४२: ।/ 
४ 





त्रिज्या त है। (जे 
गा 
पा से त्रिज्या मू का पर पाछा 
लम्ब डालिए। 
तो ज्या का पा>"-पां छा, चित्र ८०-- 
कोटिज्या का परा>मूछा घप घड़ी के लिए जिकोमितोय फ्तन। 
और उत्तम ज्या वा पानल्‍ला का । 


“न्रिक्रोमप्तिति शे१५ 


पह तिकोणमितीय अनुपात ठीक वही नहीं हैं जो आजकल, उक्त नामों से व्यक्त 
पिये जाते हैं। एक मौलिक अन्तर यह है कि आधुनिक त्रिकोणमिति में अनुपातों का 
_र कोण मू होता है जबकि उपरिलिखित परिभाषाओं का आधार चाप का पा 
है। थाबुनिक संकेतलिपि में उपरिलिखित परिभाषाएँ इस प्रकार लिखी जायँगी-- 

ज्या तक्ष-पाला-त ज्या क्ष, 

कोटिज्या तक्ष>मूला--त कोटिज्या क्ष, 

उसम-ज्या तक्ष-ला का-त उत्कम-ज्या क्ष । 

किन्तु यदि हम वृत्त की त्रिज्या को इकाई मान लें तो इन परिभाषाओं और 
आधुनिक परिभाषाओं में कोई अन्तर नहीं रह जाता। 
पा--ज्या' का झाव्दिक अर्थ है 'घनुप की डोरी।! ऊपर दिये हुए चित्र में 
डा को छा फा तक इस प्रकार बढ़ाइएकि ला फा पा छा। इसी प्रकार चाप पा का 
हे भी फा तक बढ़ा दीजिये तो पा फ़ा चाप पा का फा की जीवा हो गयी । यदि मृ फा 
५. ी जोड़ दें तो यह घनुप वाण की आकृति वन गयी। इसी लिए ४0० का त्ताम 
पे अथवा 'धनु' पड़ा क्योंकि चाप का अर्थ भी बनुप है। पा ला इस चाप की अर्घ- 
| (परञ॑नलाणव) हुई । यदि चृत्त की त्रिज्या १ हो तो यही अर्थ-जीवा ज्या क्ष 

०८क्ष) का मान हो गयी । अतः उक्त अनुपात का सबसे प्राचीन नाम अर्थ- 

जीवा! ही है। समय के फेर से अर्घ' उड़ गया और जीवा' का 'ज्या' बन गया। 


> आचीन पुस्तकों में इसका नाम 'अथे-ज्या' अथवा 'क म-ज्या' ()॥2८८ आग ) 
जाता है। हु 


.._ भवसे पहले 'ज्या' का प्रयोग आयेमट्ट ने (लगभग ५१० ई०) किया था। भारत 
7 यह शब्द अरब गया जहाँ 'जीवा' के रूप में प्रचलित हो गया | कुछ समय पश्चातु 
हि का विकार 'जैव' में हो गया । अरबी में 'जैव' का अर्थ वक्ष' है। जब ऋ् मोना 
५ हि, ने (लगभग ११५० ) अरबी की पुस्तकों का लेंटिन में अनुवाद किया तो 
कर के स्थान पर साइनस (59909) का प्रयोग किया जिसका लेंटिन में एक अर्थ 
वक्ष व्री है । 
के अहागुप्त ने ज्या के अर्थ में ही क्रमज्या' का प्रयोग किया है। इसका यह नाम 
5 एस कि 'उत्कम-ज्या' (एलफल्ते आंए८) से इसका अन्तर स्पष्ट दिखाई 
हु जैरवी में यही शब्द 'करज' के रूप में प्रचलित हो गया । अछ छ्वारिजमी ने भी 
स्ल' का ही प्रयोग किया है। इस घब्द के कई विकृत रूप भी प्रचलित हो गये-.- 
५, करदज, करकय, गरुगग । याकूब इव्न तारीक (छगसमगम ७७०) ने 'करदज' 
की प्रयोग किया है। 


३१६ गणित का इतिहाप 


कोटिज्या--कोटि' का एक अ्थे तो 'समकोण ब्िमुज की मुजा' है किलु दूसप 
अर्थ धनुष का यक्र सिरा' भी है? इस प्रवार 'कोटिज्या' का अर्थ ९०९ के चाप का 
समपूरव” पड़ गया! अत त्रिकोणमिति में 
“बोटिज्या' का अर्थ हुआ 'समपूरव चाप को कक 
ज्या[। अब सरूप्त आइृति पर विचार 
बौजिए । पाका का समपूरक चाप पा के है। 


5] थ्र 
जब चाप पाका कौज्यापालछा है तोचाप 
पा के वी ज्या ले पा अर्थात मू छा हुई। इस 
प्रकार आधुनिक सकेतलिपि में « क्ष 
की कोटिज्या मूं छा हुई। इसका सक्षिप्त 
भू छा हुई । इः घ्लू हल्ला का 


€प कोज्या बन गया। पश्चिम में जब ज्या 
को साइन कहने छग्रे तो कोज्या' छा नाम चित्र ८१-त्रिकोणमितोय कोटिस्या 
आप से आप कोसाइन (८०४४८) हो गया। यत आरम्म में ज्या को साइनस 
कहते थे, अत आरम्म में वोज्या का नाम कोसाइनस (00575) पड़ी । जे 
साइनरा का सक्षेपण 'साइन' में हो गया तव कोसाइमस का फोसाइन बन गया । 

छक्रमनश्पा--उत्क्रमों का अथें है 'उल्टा' | जब 'ज्या' का पश्चिमी माम साइन 
पड़ा तो 'उत्तम-ज्या' का नाम 'एट$८०॑ आग०! पड़ता ही था। एक बात विरेष 
रूप से ध्यान देने योग्य यह है कि अग्रेजी में 'एल३८त॑ शा6 सै! का अर्थ है. 7-८ 
(ए०्शा८ 2९, न कि 7--9006 #.'। जब इष्टरमोडियेट का विद्यार्थी विकोणमिति का 
अध्ययन आरम्भ करता है तो शेष अनुपाता के नाम तो प्राकृतिक दिखाई पड़ते है किन्द 
५८७०० भागा का अरे --00%7८' पडढकर चकरा जाता है! परन्तु इस गाम का 
कारण इसकी उत्पत्ति में हो निहित है ॥ यह नाम उत्तम-ज्या का झाब्दिक अ्नू 
दाद है। यदि उक्त फलन कय माम भारतीय नाम से न खेकर स्वत॒न्त्र रूप से बनाया 
गया होता तो इसका नाम ए८5८ते हश० के बदले एशउल्ते ००भगा८ होता। 

उक्त फलन को उत्पम ज्या वहने का कारण यह है कि ऊपर दी हुई आति मे 
यदि हम छा पा वो दाहिनी ओर ९०० के कोण पर धुमायें तो वह ला का की सीध में 
मा जायगी ॥ अत छा का को हम “उल्टी पा छा' अथवा 'घूमी हुई पा छा' कह सकते 
हैं | अरब लेखको ते इसीलिए इसको 'घमी हुई जोदा' कहा है। समय के प्रमाव से 

उत्क्रम-ज्या वा सक्षिप्त रूप उज्ज्या' भी भ्रचलित हो गया । 

स्पज्या और कोस्पज्या--हिन्दुआ ने उपरिलिखत तीन फलनो का तो स्पष्ट रूप 

से प्रयोग किया है। आयेमट्ट ने ता ज्या और उज्ज्या बी सारणियाँ भी दी है । किन्दु 


चत्रिकोणमिति ३६७ 


जप 


विक्ोणमितीय अनुपातों का उन्होंने स्पष्ड रूप से कोई उल्लेख नहीं किया है। 
सिद्धान्त में ज्या कोज्या के भजनफछ का प्रयोग तो आया है किन्तु इसको कोई 
न्त्र नाम नहीं दिया गया है। जब पश्चिमी गणितत्नों ने वस्तुओं की छाया नाप कर 
या, गहराइयाँ और दूरियाँ निकालती आरम्म कीं तब कीली और छाया की 
गइयों के सम्बन्ध में स्पज्या (ग'शाहुलत)) और कोस्पज्या (208००) 
आवश्यकता पड़ी । यों सूर्य सिद्धान्त और अन्य हिन्दू ग्रन्थों में भी छाया व्यवहार' 
किरण विद्यमान हैं किन्तु उन्होंने इन दोनों अनुपातों का फछनों के रूप में प्रयोग 
| किया। यूरोप में सर्व प्रथम थेल्स ने उक्त अनुपातों को फलनों का रूप दिया | 


जहाँ तक हमें पता है, छायाओं की सबसे पहली सारणी अरब के अलबत्तानी 


रे ९२० ) ने बनायी जिसमें ९०९ तक की, एक एक अंश के अन्तर से, कोस्पज्याएं 
हर है स्पज्याओं की पहली सारणी अवुरू-बफ़ा ने (लगमग ९८० ) बनायी जिसमें 
' के अन्तर से, कोणों की स्पज्याएं दी गयी हैं । 
_ शोज्या और ध्युज्या--इन दोनों अनुपातों का विकास दोप फलनों के बहुत 
5 हुआ है। निश्चित रूप से इनका सव से पहला उल्लेख अबुरू वफ़ा की कृतियों 
मिलता है किन्तु उसने भी इनको कोई विशिष्ट नाम नहीं दिये थे। १५ वीं शताब्दी 
युकोज्या (5०८५॥) और व्युज्या का उल्लेख भी सारणियों में होने लगा । 
"परे नाम व्युत्कम-कोटिज्या और व्युत्कम-ज्या है। यों तो 'उत्कम' और बव्युत्कम' 
हे 'उल्टे क्रम वाला! है किन्तु प्रयोग में उत्कम गरएटा$एॉ 07 गुर एल 
डे में जाता है और व्युत्कम [२ ८०७7०८थ!' के अर्थ में । ५ और छू एक दूसरे के 
कस हैं। इससे स्पष्ट है कि 
है आ न ह शुकीग्याल 
७. .। दोनों फलनों की प्रथम सारणी कोपरनीकस (( ००9०7 ४८५५) के शिष्य 
हेटिकस ([२]॥८घ८5 ) ने बनायी थी जो उसकी मृत्यु के पश्चात्‌ १५९६ में छपी। 


जैव हम यहाँ समस्त त्रिकोणमितीय फलनों के नाम और संक्षिप्त रूप देते हैं--- 


5॥06 ज्या 570 ज्या 
(0श्लंघ९ कोज्या (०६४ कोज्‌ 
चैंशाह०६ स्पज्या प्शा स्प 
(०८४7९०४६ कोस्पज्या (०४६ कोस्प 


5९८५६ व्युकोज्या 5टट व्युकोज्‌ 


३१६ गणित र। इतिहात 


कोडिश्या--'को्ि' भा एग अर्थ तो समोण विमुज भी भुजा' है रिस्तु दुसप 
जय 'घनुष का यत्र सिरा' भी है। इस प्रदार कोटिस्या का अर्थ ९० के चापका 
समपूरव पड़ गया। अब वत्िकोश्मिति में 


कीटिज्या' का अर्थ हुआ समपूरक चाप की फ 
उ्या। अब सलग्त आदृत्ति पर प्रिचार 
बोजिए । पाता वा समपूरत चाप पा ने है। 
तन था 


जब चाप पावा माँज्यापाहा है तो चाप 
वा ये वी ज्या छे पा अर्थात्‌ मू छा हुई! इस 
प्रशार आधुनित सवेतहिपिं में «क्ष 
वी काटि/श्या मूछा हुई।॥ इस सन्निप्त 
रूप मोज्या घन गया। पश्चिम में जब ज्या 
मो साइन बहने छगें तो वाज्या' बा नाम चित्र १-प्रिकोणमितीय कोटिग्या 
आप से आप कोयाइन (0०७7०) ही गया। मत आरमस्मर में ज्या को साइतस 
बहने थे, अता आरस्म में मोज्या का नाम कोसाइनस (८0) पढ़ा जब 
साइनस का सक्षेपण 'साइन' में हों गया तव बीसाइनस का कोसाइन बत गया। 

उन्रम-ज्या--उत्कम' का अरे है 'उल्दा । जब ज्या' का पश्चिमी नाम साइन 
पडा तो 'उत्तम-ज्या' वा नाम 'फिटउत्वे आग! पड़ता ही था। एक वात विशेष 
रुप से ध्यान देने योग्य यह है हि अग्रेजी में 'एल३८वे धग० सै! बी अर्थ है! रे 
((0ऋ6 4), न कि प--5॥72 4/। जब्र इष्टरमीडियेट का विद्यार्यी व्रिकोगमिति का 
अध्ययन आरम्म करता है ता होप अनुपाता के नाम तो प्राइतिक दिलाई पश्े है विखत 
ए८उल्टे आग का अरे 7--(209४2 पढव*र चकरा जाता है। परस्तु इस नाग का 
कारण इसवी उत्तत्ति में ही निहित है! यह नाम उत्मन्म्या का शाब्दिक अनु 
बाद है। यदि उक्त फ्लन वा नास मारतीय नाम से न लेकर स्वत॒न्त्र रूप से बतीया 
गया होता तो इसका नाम एटउ८वैं डप० वे बदले धाऊ८वें ९०८ होता। 

उबत फ्लन को उत्तम-ज्या कटने मा कारण मह है कि ऊपर दी हुई आइति मे 
यदि हम ला पा को दाहिनी ओर ९०९ के कोण पर चुमायें तो वह ला का की सीध में 
भा जायगी | अत छा का को हम उल्टी पा छा' अथवा “वूमी हुई पा छाए कह सकते 
हैं॥ अरब लेखको ने इसीलिए इसको 'घूमी हुई जीवा' कहा है! समय के प्रमाव से 
'उत्कम-ज्या' का सक्षिप्त रूप उज्ज्या' भी प्रवल्ति हो गया । 

स्पज्या और कोस्पज्या--हिन्दुओ ने उपरिलिखत तीन फ्लनों का तो स्पष्ट एप 


से पक किया 3 | आर्यश्रट ने तो ज्या और उज्ज्या वी सारणियाँ भी दी है। लि 


मर ल्ला के 


त्रिकोणनिति ३१९ 
बकी विदश्येप 


ज्यामिति और यान्त्रिकी में थी। इसने कई पुस्तकें लिखी हैं । 
विक्रोगमिति के विचार से इसकी सबसे महत्त्वपूर्ण पुस्तक मेट्रिका (!४८७7८०) हैं। 
मत ग्रन्थ में इसने विभिन्न ज्यामितीय आक्ृतियों के क्षेत्रकलन के सूत्र दिये ह 
जैसे जिमुज, चतुर्मुन, सम वहमज, वत्त और दीघेवत्त । इसके अतिरिक्त उक्त 
जक में ठोसों के तल और आयतन के सूत्रों का भी विवेचन है। त्रिमुज के संवन्‍्च 
में हरॉन का सबसे महत्त्वपूर्ण सूत्र यह है जिसकी उसनें ज्यामितीय उपपत्ति दी है 

यदि किसी त्रिभुज की भुजाएँ क, ख, ग हों, और हम अर्वपरिमाप ३ (कर+ख+ग ) 
को थ से निरूपित करें तो 

07४/ब (अ-क) (अ-ख) (अ-ग) । 

हेशान का एक ग्रन्थ भ सर्वेक्षण पर भी है। 

ऐंटर्जेण्डिया के मेंनीलॉज  (](८ए८ ४०५) का स्थिति काल १०० ई० के 


जीव पास था। इसने ६ भागों में जीवाओं पर एक पुस्तक लिखी जो अब लुप्त हो 
चुका है ॥ उक्त ग्रन्थ के अधि- 


कांश में तो गोलीय ब्रिकोण- 
पति के विषय हैं किन्तु फिर रू 

उसमे ज्यामिति और सम- 
7 प्रिकोणमिति पर भी 
'हैते कुछ है। इसके दो प्रभेय 
गे प्रसिद्ध हो गये हैं--एक 
सेमतल त्रिभजों पर, दूसरा 
गलीय जिमुजों पर। समतल 


तिमुजों सम्बन्धी इसका प्रमेय 
इस प्रकार 





चित्र ८२-मेनिलॉज़ का समतल त्रिभुज प्रसेय । 


हे यदि किसी त्रिभज का खा गा की तीनों मजाओं को कोई दिख रेखा पा, फा, वा 
काट तो 


-शवा जाप गाफा 
वाख' पागा  फाका 


बह पे व ले को नई 
3 . | मय आजकल 'मेनीलॉज की प्रमेयिका ([,०7४79 ) कहलाता हू। कान 
ण, जिनका उल्लेख 


निर््रे्धा स्लेख हम एक पिछले अध्याय में कर चुके हैं, इसी साध्य को बपना 
सिद्धान्त! (पप्नटठाज -्ी गफ्शाइएलाआथॉ5$) का आधार बनाया था| 





मई 


हे 


जेह८ गणित वा इतिहास 


(ठ55व्ट्माा ब्युम्या (०05८ ब्यून्या 
चल इक्लनव-- 00% उत्तम ज्यार (--बोग्या 
एकता उन्ज्या 

(एएएल३ल्‍्त॑ 8९७ -.. छाल उतल्लोस्पा< (>ज्या 
एण्स्ल््न उलोज्‌ 


( रे ) २०० ई० चू० स्ने १००० ई० तक 
इुछ पार्चात्य विद्वानों वा यह मत्त है. कि त्रिरोगमिति को आरम्म 
ज्यौतिषी हिप्पारंस (9एगदाए) से हुआ है जियवा जीवन वाह 
शताब्दी ई७ पू० में माना जाता है। इसवी अधिवाश जृत्ियाँ नष्ट हो घुत्री है। 
की जीवाओ पर ही इसने १२ ग्रन्थ लिसे जिनमें से एक भी प्राप्य नही है। ० 
में तो इसका बाय बदुल महत्त्वपूर्ण हुआ है। इसमे मूमण्डल पर विस्ली वस्तु पी 
निश्चित करने के रिए अक्षाश ([.90004०) और देशान्तर (.०0ट700: 
पदति अपनायी। इसके अतिरिकत इसने १००० हे अधिवः तारा का भर 
तैयार क्या। गोलीय विक्षेप (5श००हम्ग्क|गिव गत्‌ंत्व्य0ा) का जन्‍म 
अास्तव में यही था यद्यपि कुछ छोय गलती से टोछेमी को समझते हैं। उा 
के लिए इसने उत्तरी शुव को शीर्ष और विपुचत्‌ वृत्त के समतलल को आधार माता 
इसमें सम्देह नही कि हिप्पावंस को यह सूत्र 
ज्या' बा+कोजू कार है 
जात था। जिसी त्रिमुज के निर्धारण के लिए हिप्पाकंस इस आधार से घछता था 
अ्रिभुज एक वृत्त में अन्तछिखित (7८79९0) है। इस प्रकार त्रिमुज की भु 
(एक वृत की जीवाएँ चन जाती थी । और तव त्रिज्या के पदी में उतका माते तिक 
जाता था। बुछ इतिहासज्ञो बा मत है कि हिप्पाव॑स निम्नलिखित सू्रो ते 
परिचित था>- 
ज्या (का +खा)>ज्या का कोजू खा+ कोजू का ज्या सा, 
कोजू (कार्ट:खा)-कोजू का कोज खा+ज्या का ज्या खा, 
किसी विमुज की परित्रिज्या जानू -च््ा 
विन्तु इस कथन को पुप्दि का कोई निद्चित़ प्रमाण अमी तक मही मिला है। 
ऐँडैज़प्ड्रिया के हैरान (प्रधू०0) के जीवन काल के विपय में विवाद है 


से पट 2४ 26 20६ "अं 





व 


न्रिकोणमिति ३१९ 


झकी विशेष रुचि ज्यामिति और यान्त्रिकी में थी। इसने कई पुरतकें लिखी हैं । 
तरिकोणमिति के विचार से इसकी सबसे महत्त्वपूर्ण पुस्तक मेट्रिका (!४०७7८०७) है। 
उक्त ग्रन्थ में इसने विभिन्न ज्यामितीय आकृतियों के क्षेत्रकलन के सूत्र दिये है 
जैसे त्रिमुज, चतुर्मूम, सम बहुमुज, वृत्त और दीर्घवुत्त । इसके अतिरिक्त उक्त 
तक में ठोसों के तल और आयतन के सूत्रों का भी विवेचन है । त्रिभुज के संवन्ध 
में हरॉन का सबसे महत्त्वपूर्ण सूत्र यह है जिसकी उसने ज्यामितीय उपपत्ति दी है-- 
यदि किसी त्रिभुज की भुजाएँ क, ख, ग हों, और हम अवपरिमाप ४ (क-+-ख+ग ) 
को अ से निरूपित करें तो 
80 5४ब (अ-क) (अ-ल) (अ-ग) । 
हँरॉन का एक ग्रन्थ भ सर्वेक्षण पर भी है। 


लग्जेण्डिया के मेनीलॉज (४८०८००५) का स्थिति काल १०० ई० के 
जैस पास था। इसने ६ भागों में जीवाओं पर एक पुस्तक लिखी जो अब लुप्त हो 
नुकी है। उक्त ग्रन्थ के अधि- 
काश में तो गोलीय त्रिकोण- 
मिति के विषय हैं किन्तु फिर 
भी उसमें ज्यामिति और सम- 
पे त्रिकोणमिति पर भी 
पेहुत कुछ है। इसके दो प्रमेय 
तो प्रसिद्ध हो गये हैँ. एक 
भैमतल्ल त्रिभुजों पर दूसरा 
गोलीय त्रिभजों पर । समतलरू 


त्रिभुजों सम्बन्धी इसका प्रमेय 
इस प्रकार है -... 





चित्र ८२-मेनिलॉज़ का समतल त्रिभुज प्रमेय । 


यदि किसी त्रिभुज का खा गा की तीनों भुजाओं को कोई ऋलजु रेखा पा, फा, वा 
पर काहे त्तो 


काबा खापा गाफा 

बाखा ' पागा ' फाका 

यह प्रमेय आजकल 'भैनीलॉज़ की प्रमेयिका' (7,०7077०) कहलाता है। कार्नों 

", जिसका उल्लेख हम एक पिछले अध्याय में कर चुके है, इसी साध्य को अपनी 
तियेग्रेखा सिद्धान्त (रग्ाव्णाए रण पृप््ाइए5०५) का आघार बनाया था। 





ब5० गणित का इतिहास 


एलेग्जेण्ट्रिया का टालेमी (?०ध्याए) एक ज्योतिषी, गणितज्ञ और मूगोरत 
था। इसका मुख्य कार्य १५० ई० के ल्गमग हुआ था। इसने चालीस वर्ष बराबर 
ज्यौतिष की सेवा की और कदाचित्‌ ७८ वर्ष वी आयु में स्वरंवामी हुआ। यदि 
इसकी प्रमुख रुचि ज्योतिष में थी, तथापि इसने विकोणसिति वी नीव पुष्ट करने में 
भी बहुत सहयाग दिया है। इसने जीवाआ की एक सारणी वनायी जिसवा उन 
दिना उतना ही महत्त्व या जितना आजकल ज्या सारणी का है॥ टोलेमी का विवोगर 
मिति के सिद्धान्ता का प्रतिपादन इतना परिपक्व रहा है वि उसने १४०० वर्ष तक 
गणितज्ञा का मार्ग प्रदर्भन किया है। इसकी सबसे प्रसिद्ध पुस्तक आजकल अत्मा 
जस्त' के नाम स प्रसिद्ध है। इस नाम का भी एक इतिहास है। ग्रत्य वा मौलिक 
नाम सिस्टेंक्सिस! (59॥/3505) था जिसका अर्थ है गणितीय सग्रह।' यूनानिया 
ने तुरन्त उसके गुण का पहिचाना और अन्य सम्रहम से मेद करने के लिए उसका ताम 
महान्‌ सप्रह” रख दिया। जव पुस्तक अरब पहुँची तो अरबा ने उसदा इतवा आईई 
किया कि उसका नाम जल मजिस्ती' (महत्तम) प्रचछित कर दिया । उन हितों 
अरवा का यूनानिया पर कितना प्रभाव था, यह इसी बात से जाना जा सवता है कि 
ग्रन्थ का यह उपनाम 'अल्माजस्त' इतना प्रसिद्ध हुआ कि उसका मौलिक नाम किस्मृठि 
के गर्म में समा गया। 
अल्माजस्त में १९ वी जीवा का मान ०१७२६८ दिया है। 
यह मान श्रेयस्कर है क्याकि शुद्ध मान ०१७४५३ है। उसी पुस्तक में “ का मात 
३ १४१६६ दिया गया है। टालेमी का एक प्रमंय प्रसिद्ध हा गया है जिसे (टोलेमी 
प्रमेय/ कहते है । हम इस प्रमय का उल्लेख पिछले अध्याय में '्रक्षगुप्त के अच्तगत 
कर चुके है। इसी प्रमेय की सहायता से ज्या (का#खा) और कोज्‌ (वास) 
के सूत्र निकल आते है । 


्स समय के लिए 


सूर्य सिद्धान्त 

इतिद्वासज्ञा में इस वात पर मतभेद है कि आधुनिक सूर्य सिद्धात्त प्राचीन गूपः 
सिद्धान्त का ही सद्याधित रूप है अथवा ये दाता ग्रन्थ एक दूसरे से मिन्न हैं। वह 
मिट्टिर का उल्हेख हम अयत्न बरेंगे। इन्हान अपनी 'बचस्िद्धातिक्ा में पाँव 
सिद्धान्ता वासार दिया है जिनमें एवं सूर्य सिद्धांत मी है॥ जा सूय सिदात्त हक 
ब्राष्य है, उसमें और वराहमिहिर के सूर्य सिद्धान्त में कुछ बाठा में अन्दर दिखाई 
पढ़ता है। इसो विना पर कुछ छागा का विचार है वि उक्त दोनों ग्रय अहग महगे 
समय में अलग अलग छेसत़ा द्वारा लिखे गये हैं। अस्वेहती का विचार है हिं 4 


त्रिकोणमिति ३२१ 


सिद्धान्त के रचयिता छाटदेव थे किन्तु इस बात में विजेप तथ्य दिखाई नहीं देता । 
वराहमिहिर ने रोमक और पौलिश सिद्धान्तों के विपय में लिखा है कि ये लाटदेव 
हरा विरचित थे। यदि उनको यह पता होता अथवा उनके समय में यह वात प्रचलित 
हो गयी होती कि सूर्य सिद्धान्त के रचयिता भी छाटदेव ही थे तो अवश्य ही उन्होंने 
अपनी पंचसिद्धान्तिका में ऐसा छिख दिया होता । 


भारत में प्राचीन समय में यह परिषाटी थी कि प्रायः लेखक अपना नाम गुप्त 


रखते थे और अपनी पुस्तक को देव-वाणी बताते थे। कदाचित्‌ इसी कारण सूर्य सिद्धान्त 
लेखक ने भी अपना नाम गुप्त रखा हो । जो कुछ ग्रन्थ में लेखक के विपय में दिया 
हुआ है, उससे वास्तविकता का बिलकुल पता नहीं चलता । हम यहाँ ग्रन्थ के इलोक 
“९ उद्धृत करते हैं। इनका अर्थ हम विज्ञान परिपद्‌, प्रयाग द्वारा प्रकाशित सू्ये 
सिद्धान्त के (विज्ञान भाप्य तथा मूल' से देते हैं -- 


वल्पावनिप्टे तु छृते मयनामा महासुरः । 


रहस्थं परम पुण्य जिज्ञासुर्नानमुत्तमम्‌ ॥२॥ 
वेदांगमग्रयमखिले ज्योतिपां गतिकारणम्‌ । 
आराधयनू विवस्वन्त॑ तपस्तेपे सुदुश्चरम्‌ ॥३॥ 

तोपितस्तपसा तेन. प्रीतस्तस्मे॑ वरा्थिने । 

पहाणां चरितं प्रादान्‌ू मयाय सविता स्वयम्‌॥४डी॥ 
विदितस्ते मया भावस्तोषितस्तपसा ह्यहम्‌ । 
दर्यां कालाश्नयं ज्ञानं ग्रहाणां चरितम्‌ महत्‌ ॥५॥ 

न मे तेज:सह: कश्चिदास्यातुं नास्ति मे क्षण: । 

मंदशः पुरुपोध्यं ते निःशोपे: क थयिष्यति ॥६॥ 
इत्यूक्त्वाउन्तर्देवे. देवः समादिश्यांगमात्मनः । 
स' पुमान्‌ मयमाहेंदं प्रणतः प्राज्जलिस्थितम्‌ ॥॥७॥ 

अणुप्वैकमना: पूर्व. यदुक्‍त॑ ज्ञानमुत्तमम्‌ । 

युगे युगे महर्थोीणां स्वयमेव विवस्वता॥८॥। 
शास्त्रमायं तदेवेद॑ यत्पूर्व प्राह भास्कर: । 
युगानां परिवर्तेन कालमेंदोड्त्र केवरूम्‌ ॥९॥ 


न ब्झ। अआट पेय 


अर्थ--सत्ययुग के कुछ शेप रहने पर मय नामक महासुर ने सव वेदांगों में श्रेष्ठ, 
सारे ज्योतिप्क पिंडों की गतियों का कारण बताने वाले, परम पवित्र और रहस्यमय 
उत्तम ज्ञान को जानने की इच्छा से कठिन तप करके सूर्य मगवान्‌ की आराबना की ॥१॥ 
२१ 


कक गांग्त का इतिहास 


उसकी तपस्या से सतुष्ट और प्रसन्न होकर सूर्य भगवान्‌ ने स्वयं वर चाहने बह 
भय को ग्रहों के चरित अर्थात्‌ ज्योतिष शास्त्र का उपदेश दिया । 
मगवात्‌ सूर्य ने कहा कि “तेरा भाव मुझे विदित हो गया है और तेरे तप से मे 
बहुत सतुष्ट हूँ, में तुझे ग्रहों वे महान्‌ चरित वा उपदेश करता हूँ, गिससे समय का 
ठीक ठीक ज्ञान हो सकता है, परन्तु मेरे तेज को कोई सह नहीं सकता और उपदेश 
देने वे विए मुझे समय भी नही है। इसलिए यह पुरुष, जो मेरा अश है, तुझे मरी 
भाँति उपदेश देगा ॥५-६॥ 
इतना कहकर सूर्य भगवान्‌ अतर्वान हो गये, और सूर्याध् पुरप ने, आदेशानुगा५ 
मय से, जो विनीत भाव से झुक हुए और हाथ जोडे हुए थे, कहा--एकाग्रचित होकर 
यह उत्तम ज्ञान सुनो, जिसे मगवान्‌ सूर्य ने स्वय समय समय पर महंपियों से कहा था। 
भगवान्‌ सूर्य ते पहले जिस शास्त्र वा उपदेश दिया था वही आदि झास्त यह है, दूं कै 
परिवर्तन से बैवछ काछ में कुछ मेद पड गया है ॥७-९॥ 
सूर्य सिद्धात्त के स्पप्टाधिकार! नामक अध्याय के १५वें और १६वें इटोशा मे 
” ज्याएँ निकालने की विधि बतायी गयी है। 
राशिलिप्ताप्टमो माग प्रथम ज्याधंमुच्यते । 
तत्तद्विमक्त रू्धोनमिश्रित तद्‌ ह्वितीयकम्‌॥१५॥ 
आधेनेव त्रमातू्‌ पिण्डान्मक्ता छब्घोनसयुता । 
खण्डका स्युश्चतुविन्शज्ज्यावंपिण्दा त्रमादमी ॥१६॥ 
ज्याओ का मान निकालने के लिए हिल्दू गणितज्ञ एक चरण के २४ भाग कजेये। 
इस प्रकार एक भाग ३१ ४५/ का हुआ जिसमें २२५/ होते हैं। उक्त कोण की ण्याकों 
भी ये छोग २२५' ही मानते थे! मह पहठी ज्या कहलाती थी। 
दूसरी ज्या निकालने के छिए पहली ज्या को उसी से भाग देकर ठब्बि (८ १) 
को पहुंठी ज्या में से घटाकर, फिर पहली ज्या जोड दो, या या कहिंए कि पहली प्यां 
को दुगुता वरके फल मे से १ घटा दी। तो 
दुसरी ज्याउ-२२८ २२५-- टड४९ 
अन्य कोई सी ज्या निकालने के लिए पहले उसे पहुछी ज्या से माग दो, फिर इस 
अजनफरठ को उवत ज्या से से घटा दो। दाप को उक्त ज्या और उससे पिंठली ध्या है 
अन्तर में जोड दो, तो अगली ज्या प्राप्त हो जामगी। इसी प्रवार चौबीसो ध्याऐ 
निकाली जाती है। 
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उपर्युवत भाषा में बड्दे उल्मट्ट हैं। आंचुनिक संकेतलिपि में हम उदंत सूत्र का इस 


प्रकार लिखेगे-..- 


ज्या (स--१) अ + (ज्या स अ>ज्या ([स-१) भ) 


ऋकाज्या से जु+- 


जिसमें र्र५ 
पं अ--३९४० और स+-१, २, ३,.. -- - - - -२४, 
४०९ 
> ज्या स अ। 





अर्वात्‌ जया (स+१) अरूज्या (स--१) अ+ उद्धब 


] 
इस परिकलन में पृथ्वी की त्िज्या ३४३८ मानी गयी है। 
_ उपरिलिखित सूत्र कहाँ से प्राप्त हुआ ? इसकी कोई उपपत्ति सूर्य सिद्धान्त में 
नहीं दी गयी है। किन्तु हम उपपत्ति का अनुमान लगा सकते हैं। हमें प्राप्त है 
ज्या(पफ) ल्ल्द् (ज्या प कोजू फ+कोज्‌ प ज्या फ), 


नह] वह 
जिसमें न' हमने भ्रिज्या के लिए रखा है। 
** ज्या ((+फ)+-ज्या प 
रा अत के 
'_5 “८ (काजू पे ज्या फ--ज्या प उज्ज्या फ 


और ज्या प-ज्या (प-फ) 
क्र ञ्न्च्या प्‌ उज्ज्या फ + कोजू्‌ प ज्या फ) 
| ज्या प उज्ज्या फ 
**- ज्या (प--फ) -ज्या पर ज्या प-ज्या (प-फ) नेनफजाप्र 
ज्या ज्या है 5.4 
स्जज्या प्‌-ज्या (प-फ) न्--ज्याः पे (“-द ड] हि 
ः यहाँ तक तो यह सूत्र सर्वेथा शुद्ध है। अब इसके आगे सूर्य सिद्धान्त के रचबिता 
गैकेट मान निकालने के लिए निम्नलिखित प्रसर का आश्रय लेते हैं--- 
(जद *_ /ज्याफ ३ _ / २२५१६ 
त)-5(क )- (लक) 
ज्-लगंमग ०. 
गा र्र५ 
अव उपरिलिखित सूत्र में पचचस अ, फर-अ रखने से हमें अभीष्ट सूत्र प्राप्त हो 





जाता है-. , 


इ२४ ग्रधित का इतिहास 


जया (स+१) अ<ज्या सा ज + [शा से अ-ज्या (म-१) मे) 
__ ज्यागआ | 
श्र्ष 

इस अल्तिम सूत्र में ज्या या वही अर्थ है जो आपुनिक विकोणमिति में $0 का 
होता है। रिन्‍्नु ऊपर दिये हुए प्रगर में ज्या का प्राचीन अर्य है । हम इस अध्याय के 
भारम्म में बता घुते है कि ज्या और 50 में क्या सम्बन्ध है। 

आधुनित परिपलन से इस सूत्र मे केवल इतना अन्तर पडता है वि अस्तिम भावव 
२२५ बे स्थान पर २३३ ५०६ लिया जाता है कयोवि 





के 2 पल 
( ज्या-र ) (२ ज्या १९९२९ ३०”) ५०.००४२८२५५० २३ एप 


अंत ज्याओं पे मान में बहुत थोडा अन्तर पड़ पाग् है। व्यावहारिक दृष्टि से 
सूर्य सिद्धान्त के दिये हुए मान प्राय' ठीय हैं-- 
अब हम सूयंमिद्धान्त वे 'स्पप्टायिवार! के इलोप १७-२७ देते है शितमें जया 
सारणी वे आड़े दिये हुए हैँ । तत्पश्चात्‌ हम चौरीस ज्याओं की सारणी भी देंगे जो 
हमने विज्ञान भाष्य' से उद्धृत वी है-- पु 
तत्वाश्विनो5ड्धान्यिटेता. रुपमूमिषरत्ंवः ॥ 
साद्धाप्टी पज्घशूस्यशा वाणरूपगुणेन्द ॥१७॥ 
शून्यदोचनपज्चैकारिच्छद्ररूपमुनीन्दव' । 
वियच्चन्द्रातियृतयो गुणरन्धास्वराशिन ॥१८॥ 
मुनिपड्यमनेत्राणि चन्द्राम्निश्तदस्तवा । 
पज्चाप्टविषयाक्षीषि कुल्जराश्विनयाशिविन ॥है९॥ 
रन्धापण्चाप्टक्यमा वस्वयू द्ुयमास्तया । 
कृताष्ट्शूस्यज्वलना नगादिशमपिवहय ॥२०॥ 
पद्पझ्चछोचन_गुणाश्चद्नेत्राग्दि वह्तया । 
यमाद्रिवक्लिज्वलना रन्घाशून्यार्णवास्तय ॥२ ह॥ 
रूपास्तिसागरगुणा वस्वग्निश्तवह्लय । 
प्रोझ्योत्ममेणव्यासाधदित्वमज्याधेपिण्डका,.. ॥ररा। 
मुनयो रन्घयमझा रसपट्का मुनीझ्वरा । 
दघप्टेका स्पपडदसा सागराथहुताशनावआारशा 
खर्तुवेदा नवायूर्था दिड्लनगास््यर्थकुज्जरा' । 
नगाम्वरवियच्चन्द्रा रूपमधरशडूराः ॥रेशा 


त्रिकोणमिति 


श्र५ 


शराण॑वहुताशैका. मुजड्भाक्षि. इरेन्दवः । 
सवरुपमही प्रैका गजैकाड्ुनिशाकरा: ॥२५॥। 
गुणाश्विख्पनेत्राणि पावकग्निगुणारिवनः । 


वस्वर्णवार्थयमलास्तुरज़र्तुनगारिवन: 


नवाष्टनवनेत्राणि 
गजाग्निसागरगुणा 


पावकैकयमाग्नय: । 
उत्क्रमज्यार्वपिण्डकाः ॥रणा 


सूर्य सिद्धान्त की ज्या सारणी 
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॥२६।॥ 





आजकल की रीति ल्‍ की रीति 


से ज्या के मान 
जब त्रिज्यान-१ 
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३२६ गणित का इतिहास 
आयेभद्ठ 
आयंमट्ट को आयंभटीय का उल्लेख हम पिछले अध्यायों में कर चुके हैं । उतत 
पुस्तव' में आयंमट्ठ ने ज्या सारणी बनाने के दो नियम दिये हैँ जिनमें से एक तो प्राय 
५ मे ःि 30982 
वही है जो सूर्य सिद्धान्त में दिया हुआ है किन्तु आयंगट्ट ने उसे दूसरा रुप दे दिया है-< 
“पहली ज्या म से, उसको उसी से भाग देकर घटा दी। इस प्रकार साएणीय 
ज्याओ वा दुसरा अन्तर प्राप्त होगा । कोई सा भी अन्तर निकालने के लिए उसे 
पिछले समस्त अन्तरा के जोड को पहली ज्या से भाग देकर, उससे पिछले अन्तर में 
से घटा दी। इस प्रकार सारे अन्तर प्राप्त हो जायेंगे ।” 
इन नियमों का प्रमाण आर्यमदीय के 'गीतिकापाद” का १० वाँ इलोक है-5 
मखि मध्ति फश्चि घखि णस्ि भखि डखि हस्क स्वकि किप्म शूघकि किष्व | 
इ्लकि' क्िग्र हक्य धाहा स्त सूग इक ड्व लक प्त फ छ कछापंज्या ॥१९॥ 


भान लीजिए कि सारणिक ज्याओ के अन्तर क्रमश अ्ज,, अ, « »भ * 
हूँ। तो उपरिलिखित सूत्र के अनुसार, प्रत्यक्ष ३९ ४५” की वृद्धि के लिए 

अज्९ ** औै 7: स्सगत रन्छ रु जय 

विस्तु ज्याओं के जो मान इन सूतों से आते है, आय॑मट्ट ने ठीक वही मान अपनी 
सारणी मे नही दिये है वरन्‌ अगले अथवा पिछले पूर्णांक में उन्हें परिणत कर दिया है। 
यह सम्भव है कि आयंमट्ट ने उपरिलिखित सूत्र से उनका निकट सान निकाला हो भौर 
फिर ज्ञात कोणो (३०९, ४५", ६००) की ज्याओ से उनकी तुछना करके उनती 
सशोधन कर दिया हो । हम यहाँ आय॑ंमट्ट की ज्या सारणी के साथ साथ ज्याओं के 
शाघुनिक मान भी देते हैं । यह सारणी हमने इस छेस से प्राप्त की है-- 

4 क्‍ $गष्ठी.. स्रवध परणह्ुकर्म्रल्ाए--090० छेगाग# १] 
50८, उपटछ डल्याटड 4 (7939) 77-92 
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3 क्‍ का दिया हुआ 
बन्तर । मृन्नसपरिकलित | के 
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वराह मिहिर 


वराह मिहिर एक भारतीय ज्यौतिपी थे। इनका जीवन काल निश्चित रूप से 
हों वताया जा सकता किन्तु इन्होंने अपनी ग्रन्थ रचना पाँचवीं शताब्दी में की, इसमें 
सच्देह नहीं है। इनकी म॒त्य के सम्बन्ध में एक वोक्य प्रचलित है-- 


नवाधिक पंचशत संख्य , झाके 
वराह मिहिराचार्योीं दिवँ गतः । 
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यह पता नही कि यह उवित बश्राह्मम्फुट सिद्धान्त वे टीकावार पृयूदत स्वामी 
यी है अथवा आमराज वी । इस वावय के अनुसार बराह मिद्दधिर की मृत्यु छगमग 
५८८ ई० (झावे ५०९) में टहस्ती है। और उद्नत ज्यौतिषी वा सपसे प्रति 
ग्रन्थ 'पचसिद्धान्तिवा' ५०६ ई० में छिया गया था, ऐसा अनुमान उक्त इस्त 
बे पाठ से ही छयता है। अत बराह मिट्रि वा जन्म ४८६ वे पश्चात्‌ वा नहीं हो 
राज़ता बयोकि साधारणतया कोई छेसक २० वर्ष की अवस्था से पहले अपनी लेखनी 
नही उठाता । 
बराह मिहिर अवस्ती (उज्जयिनी ) वे नियामी थे। इनते पिता वा काम आदित्य- 
दास था और इन्होने अपनी अधिकाद शिक्षा उन्ही से प्राप्त की । इन्होने गणित के 
अतिरिक्त यात्रा, विवाह, सहिता आदि विपयो पर भी ग्रन्थ लिसे है। रघना वाल के 
अनुसार इनके ग्रन्य इस प्रकार हैं-- 
पचसिद्धान्तिका, विवाहपटल, बृहण्जातव, छघुजातक, यात्रा, बृह॑त्महिंता 
उपरिलिखित ग्रन्थों में से विवाह और यात्रा सम्बन्धी प्रस्यो को छोड कर इनके 
झेप समस्त प्रन्थ उपलब्ध है। 
बराह मिहिर ने मी ३* ४५ के अन्तर से विभिन्न कोणों की एक ज्यां सारणी 
दी है विस्तु इन्होने गोले की बिज्या को ६० माना है। ज्याओ वा मान निकालते के 
लिए इन्होने इस सूत्र का प्रयोग क्या है-- 
ज्यार के र्ं इउज्ज्या अ। 
ललल एक भारतीय ज्योतिषी थे जिनगा जीवन काल ६०० ई० के आसपातत 
माना जाता है। इन्होने ५९८ ई० में एक ग्रन्थ 'घीवृद्धिदतन्त्रं छिखा जिसमे ज्या और 
उज्ज्या सारणियाँ दी गयी है । इन्होंने गोले की त्रिज्या को सूर्य ध्िद्धान्त की भाँति 
३४३८ माना है। इसके अतिरिक्त एक अन्य ज्या सारणी भी दी है जिसमें त्रिज्या 
१५० मानी गयी है। 
सारणियों के सम्बन्ध में दो शब्द ब्रह्मगुप्त के वियय में मी कहने है। 
इनकी कृतियो का उल्लेख पिछठे कई अध्यायो में हो चुका है। इन्होते भी एक 
ज्या सारणी दी है जिसमे त्रिज्या ३२७० छी है। ज्या का मान तिवालते में इन्होने 
इस सून का मी प्रयोग किया है-- 
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सन्‌ ९५० के लगभग एक भारतीय ज्यौतियी (द्वितीय) आर्यमद्ट हुए है। इन्होंने 
। एक आये सिद्धान्त लिखा है, जिसकी एक प्रति पूना के उकन कालिजि में सुरक्षित 
। इस पुस्तक का उल्लेख हम अंकगणित के अध्याय में कर चुके हैं। वहीं पर 

यह भी कह चुके हें कि 'अलबेझनी ने जिन दो आर्यभट्टों का उल्लेख किया है, वह 
वस्तुतः एक ही व्यवित थे / अलबेहनी का अभिप्राव इन दूसरे आर्य॑भट्ट से हो ही नहीं 
मकता था व्योंकि जो बातें अलबेरूनी ने लिखी हैं, द्वितीय आर्यभट्ट पर विलकुल भी 
छागू नहीं हैं। यदि यह मान भी लिया जाय कि द्वितीय आये मट्ट भी अल्वेहती से पहले 
हुए थे तो भी यह स्पप्ट है कि इनका आर्य सिद्धान्त अलवबेखनी ने देखा ही नहीं था । 
छके आर्य सिद्धान्त में अंकगणित, वीजगणित, ज्यामिति और गोला--सभी विययों 
का समावेश है। इन्होंने इस सूत्र 


ज्या है (् ऊःप ) >( १-ज्या प) 
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की सहायता से ज्या सारणी बनायी है जो सूर्य सिद्धान्त की सारणी से अभिन्न है । 
अरब 


उबर अरब देश भी त्रिकोणमिति की ओर जागरूक हो चुका था । अल्वार्टजिनस 
उक्त देश का एक प्रसिद्ध ज्यौतिषी हुआ है। इसका पूरा नाम मुहम्मद विन जाविर 
भलवतानी था और जीवन काल ऊगभग ८५०-९२९ । इसने स्वयं वहुत से ज्यौतिषीय 
अवलोकन किये और टोलेमी के दिये हुए मानों का शोचन किया। इसी ने अपने देश्ष में 
ज्याओं और स्पज्याओं का प्रयोग आरम्म किया था | इसने ज्यौतिष पर एक ग्रन्थ 
छिखा जिसकी पाण्डुलिपि आजतक रोम में सुरक्षित है। 

_अवुछू वफ़ा (९४०-९९८) की सारणियों का उल्लेख हम ऊपर कर चुके हैं। 
इसने यूनान की गणितीय पुस्तकों के अनुवाद किये और डायफ़ेंण्टस पर एक टीका 
छिखी किन्तु ये सब कृतियाँ लुप्त हो चुकी हैं। इसके ढ्वारा अल्माजस्त का बड़ा 
अचार हुआ। इसकी ज्यामितीय रचनाओं ((६०णल्एंट्थे (:०ार%#प्रट्गं०05) 
की एक पुस्तक अब भी प्राप्य है जिसमें १२ अध्याय हैं, किन्तु वह इसने स्वर्य नहीं 
लिखी। वह इसके एक शिष्य ने इसके व्याख्यानों के आधार पर लिखी है। इसने 
त्रिकोणमिति के प्रमेयों को व्यवस्थित रूप में प्रस्तुत किया । कह सकते हैं कि त्रिकोण- 


मिति को एक स्वतन्त्र विषय का रूप देना इसी का काम था। इसने ये सूत्र भी सिद्ध 
थे -. 
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३--कोजू क्ष+२ ज्या् 


ज्या क्षर२ ज्या - - कोज - 
क्षरत्२ ज्या श्‌ कोजू न 
(४) १००० इं० से १७०० इं० तक 
भारत 


भास्कर 


मास्कराघार्य की ज्यौतिष सम्बन्धी पुस्तक 'सिद्धात्त शिरोमणि' है जिसके मुख्य 
खण्ड चार हैं---छीलावती, बीजगणित, गरणिताध्याय और गोछाध्याय। इतम से 
प्रथम दोनो खण्डो ने तो अब स्वतन्त्र पुस्तकों का रूप धारण कर लिया है। इन दोगा 
का उल्लेख हम यथास्थान कर चुके हैं । अब सिद्धान्त शिरोमणि से अधिकतर 
छेखको का तात्पर्य तीसरे और चौथे खण्ड से ही होता है। 

“सिद्धान्त शिरोमणि! की आजतक अनेक टीकाएँ छप चुकी है। आयंमट्ट के 
टीकाकार परमादीश्वर ने एक पुस्तक सिद्धान्त दीपिका भास्कर के ग्रत्यों पर 
लिखी है। एक अन्य प्रसिद्ध टीका है ज्ञानराज के पुत्र सूयंदास' की लिखी हुई, जिसका 
भाम सूर्य प्रकाश है। गोलाघ्याय' का अग्रेजी अनुवाद बापू देव शास्त्री ने सत्‌ १८६३ 
में 'विब्लियोथिका इण्डिका' में छपवाया था। 

सिद्धान्त शिरोमणि” का एक अध्याय यन्‍्त्रो पर है। इसमें एक स्वचछ (2/0- 

ग्य्शणा) का भी उल्लेख है जिसमें आचार्य महोदय के अनुसार चिरस्थायी गति 
(एननपधर्ग 34०४०) प्राप्त हो सकती है। उक्त यन्त्र का वर्णन इस प्रकार 
है॥ लकड़ी का एक पहिया बना कर उसमें समान दूरियो पर आरे लगाओ। आरे 
सीधे नही वरन्‌ एक ओर झुके हुए हा और अन्दर से पोले हा। उनके एवं ओर समाव 
आकार के छेद बने हो । इन छदां में पारा डालवर छेदा को आधा भर दो और छेदों 
का मुंह बन्द कर दो । फिर इस पहिये को एक घुरी पर कस दो अत में धुरीषो 
पहिये सहित दो स्तम्मो के बीच में स्थिर कर दो । पहिये का एक बार गति देन से 
पहिया सदैव घूमता रहेगा।' ध 

बहुत से आधुनिक गणितज्ञा ने भी चिरस्थायी गतिमान्‌ यन्त्र बनाने के प्यान 
किये हैं जो उपरिछिखित यन्त्र के वर्णन से पूरा पुरा मेल साते हैं। स्पष्ट है किउात 
पम्च वंली वन ही न पाया झोगाया डा 
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भास्कर ने भी गोछे की प्रिज्या ३४३८ मानकर एक ज्या सारणी वनायी है। 
इन्होने भी कोणों का अन्तर ३९ ४५४ लिया है। सारणी बनाने की इन्होंने सात 
विवियाँ दी हैं--छ सैद्धान्तिक और एक आलैखिक ( (आऑंप्थो ) । 


अन्य देश 

सेन में एक ज्यौतिपी हुआ है इब्न-अछ-जर्क़ात् जिसका जीवन काल रूगरभग 
(०२९-१०८७ था। यह अर्जकेल (#28०)८) नाम से भी प्रसिद्ध है। इसने 
थी ज्याओं और उज्ज्याओों की एक सारणी वनायी है जिसमें गोले की त्रिज्या को १५० 
माना है। 

टॉमस फ़िक (7॥0०४9७ पा") डन्‍्मार्क (0थया)थए:) का एक गणितज्ञ 
(१५६१-१६५६) था। इसने १५८३ में ज्यामिति पर एक पुस्तक प्रकाशित की 
जिसमें त्रिमुजों के सम्बन्ध में एक महत्त्वपूर्ण सूत्र दिया । यदि हम किसी त्रिमुज के 
गीषों को का, खा, गा से और भुजाओं को क, ख, ग से निरूपित करें तो उक्त सूत्र इस 
प्रकार लिखा जायगा --- 


3 303330 कम (क+ख) _ स्प ३ (१८०-गा) 
४ (के+ख)-ख रप [६ (१८०-गा)-खा] 





वीटा का उल्लेख हम वीजगणित के परिच्छेद में कर चुके हैं। इसने उपरिलिखित 
पत्र को यह आधुनिक रूप दिया -- 
क+ख स्पई (का+खा) 
क-ख स्पई (का-खा) 
कि कह सकते हैं कि वीटा के समय से ही समतलू और गोछीय त्रिमुजों का त्रिकोण- 
गतीय निर्धारण होता है। बीटा की त्रिकोणमिति को केवल इतनी ही देन नहीं है। 


उसने १३ दशमलब स्थानों तक ज्या १ का मान निकाछा और उसी की सहायता से 
बेपनी ज्या सारणी तैयार की। 





वार्थाोमस पिटिस्कस (8 बातीएण॑ठ्मवाऊ शिप्रंटप७) एक जरमेन गणितज्ञ 

था जिसका स्थिति-काल १५६१-१६१३ था। यह व्यवसाय से धर्म श्रचारक था 
किन्तु इसकी रुचि गणित में थी । त्रिकोणमिति नाम से सबसे पहली पुस्तक इसी ने 
प्रकाणित की थी। इसने बड़ी रूगन के साथ प्राकृतिक त्रिकोणमितीय फछनों के मान 
निकाले | इसी के समय में गणितज्ञों ते उक्त फलनों को रूम्बाइयों के बदले अनुपातों 
का रूप देना आरम्म किया । इसने अपनी पुस्तक में वायीं जोर ज्याओं, स्पज्याओं और 
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व्युकोज्याओ वे मान दिये हैं और दाहिनी ओर शेष तीनो फ्लनों के जिन्‍्हें इसने पूरक 
फलन (८णगफलौ्याटत$) कहा है। इसके अतिरिक्त उक्त सारणिया में इसने 
१०” तक के अनुपाती माय [70०9णपम्मणार्ग छत) भरी दिये है। त्रिज्या को 
इसने १०" माना है। इसके अतिरिक्त इसने र्हेँटिकस वी सारणियो का भी सशोवव 
किया है। 
इस सम्बन्ध में जॉन न्‍्यूटन (]०छ )२०७४०४) (१६२२-१६७८) का नाम 
भी उल्लेसनीय है। इसने १६५८ में दो मागो में प्रिकोणमिति पर एक ग्रन्‍्य दिलों 
भेद्रिया ब्रिट्रेनिका/ (व8ुणाणा८एाव कऋष्ाधभ्रा८2) प्रकाशित किया। बेहते है 
कि उस समय तब वी त्रिकोणमिति सम्बन्धी समस्त पुस्तकों में यही सबसे सस्पृण 
थी। इसमें १ से लेकर १००, ००० तक वी सरयाओ के छूघुगणक भी दिये 
गये थे । 
जेम्स ग्रेगरी ([276 07०2००) (१६३८-१६७५) स्काटलेण्ड का एक 
ग्रणितज्ञ और ज्योतिषी था। इसने एवडीन (89८२०८४) में शिक्षा पायी और 
गणित और मौतिकी दोनो में ख्याति प्राप्त की । १६६९-७४ तक सेण्ट ऐल्टज (57 
4800:6७४$) में प्राध्यापक रहा | १६७४ में यह ऐंडिव्चरा (807/#ए्ट) में 
प्राध्यापक नियुक्त हुआ किन्तु एक ही वर्ष पश्चात्‌ इसकी मृत्यु हो गयी ! १६६३ मे 
इसने एक पुस्तक प्रकाशित की जिसमें एक नये प्रवार के दुरबीक्ष (८०००१) 
का आविष्कार दिया गया था। १६६५ में यह पडुआ गया जहाँ ुछ वर्षों तक अध्ययन 
करता रहा । १६६७ में इसने एक अन्य पुस्तक प्रकाशित की जिसमें वृत्त और अति 
वरघलय के क्षेत्रफल अनन्त श्रेणियों के रूप में दिये गये थे । १६६८ में इसते ज्यामिति 
पर एक पुस्तक लिखी जिसमें वज्नो के चापकलन (२.०८४प८०४००) और परिवम 
डोसो वे! आयतनो के सूत्र दिये गये थे ! 
शुद्ध गणित में इसवी कई गवेयणाएँ महत्वपूर्ण है-- 
(7) अभिसारी और अपसारी श्रेणियों का अन्तर । 
(2) ह#ः वी असुमेयता 
(:४) स्प क्ष, स्प ' क्ष और व्युकोज्‌ ' क्ष का प्रसार! इन में से स्प' क्ष काअसार 
इस प्रकार का है-- 
स्पा! क्षलल्‍्क्ष-ह क्षकद कद वाया -०००० 
3# ले जे िजआ 2५ क आ ६ जज 9 % 


न 
ई्रपनेणमिसि श्३टटे 


के 
हक ई प्‌ «मर 


कार्य जे। नम दिलों में ग्रेगरी अन्चा हे 
एप से अत्यधिक बाप छेसे का कारस ऊीनन दे आनन्‍्तम मे प्रगर। २ # 
गया था। 


बच दः म्वात्े (06 )छंएाए) (२६६७-१७४४ ) बाग उल्देग बेन्यता ५000 
शे गया है । इसका जन्म सी फ़ांस में # भा था किल्‍तु लंददारह बर्ष वी अवस्था से यह 
हन्दन में हो सहा। अनः इसका सास भी अंग्रेज गंधितमों में ही गिना जाना चाहिए। 
किप्नावस्था के कारण इसको संरवागत अध्ययन तो लड़गसन में हैं हार 2 
यहू अपनी जोबिका व्यक्तिगत शिक्षण कर गणितीय पहेटी वृलाआय द्वारा चलाने 
लगा। इसबत अधिकांश समय छल्दन के एक पॉफ़ी गृह में बीतता वा जहाँ यह छागा 
करा प्रस्तुत विय्ये गये प्रब्नों के उत्तर देकर किसी प्रकार निर्वाह किया फेसला वा । 
इसकी दो पस्तनें प्रसिद्ध हुई है। पहली ॥0.200776 ती (४४००४ में इसने 
बावत श्रेणी (२७८पायंगणु $एा०७) सिद्धान्त, आंशिक भिन्न (207 पं वि'०- 
009) बौर संयुक्त सम्माव्यता ((.णाण[0पार्व गाठ)ञकिए) सिद्धांत डिये है 


दूसरी पुस्तक में इसके त्रिकोणमितीय फल हूं । 
दः म्वान्ने का सबसे महत्त्वपूर्ण भिकोणमितीय प्रमय सह €ै 
पेज से क्+ज्या स क्ष ८ (कोज्‌ क्ष+ए ज्या दा ) १ 


जिसमें ए--९/--१। यह फल “दः म्वात्रे प्रमेय. कहलाता है । इसी प्रभेय की सहायता 
मे इसने कोज सम क्ष और ज्या स क्ष के, कोज्‌ क्ष और ज्या क्ष के घातदा के पदों मे, प्रसार 
निकारे है। यथ्यपि उबत प्रमेय कोट्स ((2०(०$) को भी ज्ञात था, तथापि उसे आधुनिक 
रुप दः स्वात्रे ने हो दिया था। यह कहते में अत्युवित नहीं होगी कि त्रिकोणमिति का 
वर्तमान विकास बहुत कुछ उबत प्रमेय पर ही आवृत है। 


दः म्वात्रे ने एक और महत्त्वपूर्ण कार्य यह किया कि व्यंजक 


यो रे कक य-- १ गु 
क्के गुणनखण्ड निकाले 


दः स्‍्वात्रे की मृत्यु के सम्बन्ध में एुक लोकोबित है कि एक दिन उसने निरंचय 
किया कि अब उसे प्रति दिन अपना सोने का समय १५ मिनट बढ़ाते जाना चाहिए। 
मान लीजिए कि जब उसने यह वात कही थी, वह प्रतिदिन आठ घण्टे सोता था। त्तो 
अगले दिन वह ८छल घण्टे सोयेगा, उससे अगले दिन ८४ घण्टे और इसी प्रकार # भप्ट 
प्रति दिन बढ़ाता जायगा | स्पप्ठ है कि ६५ वें दिन उसकी मृत्यु हो गयी होगी 
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(५) अट्ठारहबों और उद्नीसवों शताब्दियाँ 
अट्ठारहबी झताब्दी में पदा्ण करते हो टॉमस फंण्टेंल द छेगी (गीए॥9- 
शाण ४० ॥787) ) वा नाम दृष्टियोचर होता है। यह फ्रास का एक गण्तिशञ 
था । जिसवा जीवन कार १६६०-१७०४ था। इसने मूल तिवाहने और गोले वे 
घनण (0०७०भ॥7०) जादि पर अनेषा अमिपत्र लिसे | समोवरण सिद्धान्त सम्प्धी 
इसके कुछ फला वा हेठी (रणी८)) ने बाद को सम्योधन रिया है। १७१० में 
छेंगनी ने ही सर्वे प्रयम रप सक्ष और व्युवाज्‌ सक्ष ये साविक सूत्र दिये हैं। इनी 
ने ससे पहले प्रिफोघमितीय फ्लो को आवतंता ([९८४००/८० ) शिद्ध वी है। 
उक्त रामय तक दशमलव मिन्नों का प्रचार होने छया था रिन्‍्तु छेग्नी ने ही सर्व भ्रम 
१७१९ में एक अभिपत्र में स्पष्ट रुप से लिसा जि ज्या ९०१ इससे पहले प्राय' 
समस्त छेसक ज्या ९०:-भिज्या देते थे । और तिज्या ये लोग अधिकतर ६० वीं 
छेते थे। 
लगी की मृत्यु के विषय में एक कहानी प्रसिद्ध है। छेंग्ती मृत्यु शम्या पर पडा 
था जब उसने मॉपशियस (॥४मघए८८४७७) को बुलाया । मापशियस ने उससे 
पूछा कि ' १३ का वर्ग क्तिना होता है ?” लग्नी उठकर बैठ गया, भ्रइन वा उत्तर दिया 
और परलोक सिघार गया। 
ऑफगस्टस डी मॉर्यन (#090505 ॥26 7४०7४०79). (१८० ६-१८७१) 
का जस्म मद्रास प्रान्त के मदुरा नगर में हुआ था ! १४ वर्ष की अवस्था में ही इसमे 
तीन भाषाएँ--लेंटिन, यूनानी और हित्रू सीस ली थी । १६ वर्ष की अवस्था में इसर्ने 
केम्ब्रिज के ट्रिनिटो बालिज में नाम छिखा लिया / उन दिना एम० ए० की उपाधि 
लेने से पहले कुछ घामिक परीक्षाएँ भी देनी पडती थी। इन परीक्षाओं पर इसको 
मैतिक आपत्ति थी । अत इसने एम० ए० वी उपाधि ली ही नहीं! १८२८ में यह 
छन्दन के यूनिवर्सिटी कॉलिज में प्राध्यापक नियुक्त हो गया । १८३३ में कॉलिय वी 
प्रबन्ध समिति से किसी वात पर मतमेद होने क कारण इसे उक्त स्थान से त्यागरपत्र 
देना पडा। जो व्यकिति उस स्थाव पर नियुक्त हुआ, सन्‌ १८३६ में उसकी डूबने से 
मृत्यु हो गयी । तब डी० माँगन ने फिर उसी गद्दी का बार्यमार सँमाले। 
डी मॉर्गत अध्यापन में अड्धितोय था। यह छोटी छोटी टिप्पणियाँ लिखकर 
ले जाया करता था और उनकी सहायता से धारावाही रूप से व्यास्यात दिया करता 
था। लिखने में मो यह सिद्धहस्त था किन्तु फिर मी इसकी रूखनी में वह बात चही 
आठी थी जो वकक्‍तता में आती थी । इस के दो शिष्य बहत प्रसिद्ध -हाए है---टॉडहटर 


जिकोणमिति व फ 


(ए0तए्र।क.) और राउथ (००७४४) । डी मॉगेन ने अनेक पुस्तकें लिखी हैं 
जिनमें से ये प्रसिद्ध हो गयी हैं--- 

(.) लिकोषमिति और हिक चीजगणित (रसेडजाणावपए बात 90078 
#8०००७) (१८४९)--इसमें सांकेतिक कऊूनल ( $ज़ाप्रणी० (गरंव्पोप्च७) की 
उस समय तक की समस्त संहतियों ($9भ&75 ) का विवरण दिया हुआ है। 

(8) ब्रिकोणमिति के मूलतत्तद और त्रिकोणमितीय विश्लेपण (एस्‍0067 र्णः 
पमंहुआाष्मालाए गाते पुप्हुणाण्रानां*्थे 0704 फरके5) (१८३७ ) --इसमें 
एक प्रकार से डी मॉर्गेन ने चछन करन की भूमिका वाँबी है। 

(9) फलन कलून ((>शै८र्पाप5 ० एछफ्ा८पं०75) 

(९) सम्भाव्यता सिद्धान्त (70०णफए ० 7४०००» 0६ ) 
है (९) विरोघामास संग्रह (30व8॒० ० ? ३6०0%०5)--जों इसकी पत्नी 
ने, इसकी मृत्यु के पदचातू, १८४७ में प्रकाशित किया । 

तकंशास्त्र में डी मॉर्गेन का कार्य और भी महत्त्वपूर्ण रहा है। इसने कई पुस्तकें 
हा हैं जिनमें तरकशास्त्रियों और गणितज्ञों में समझौता कराने का प्रयत्न किया 
है। १८६६ में इसे फिर कॉलिज छोड़ देना पड़ा) इसका कारण इसके घार्मिक 
विचार थे जो प्रवन्ध समिति के सदस्यों के विचारों से मेल नहीं खाते थे । ९१८६७ में 
इसका युवा पुत्र, जो बड़ा ही होनहार था, स्वगेवासी हो मया। तव से यह रुण 
ही रहने लगा और चार वर्ष पदचात्‌ इसकी मृत्यु हो गयी । 

'डी मॉर्गेन की बहुत सी कृतियाँ तो पुस्तकों, पत्रिकाओं और संदर्भ ग्रन्थों में प्रका- 
पित हो चुकी हैं किन्तु अब भी बहुत सी सामग्री ऐसी है जो इसने विद्यार्थियों के लिए 
र की थी और अभी तक अमुद्वित ही पड़ी है। डी मॉर्गेन के विषय में कहा जाता 
है कि “यह जितना विद्वान्‌ था, उतना ही दयालु भी था । इसके हार से कभी कोई 
याचक खाली नहीं जाता था।* 





की इस अध्याय में केवल उन गणितज्ञों का उल्लेख किया है जिनका मुख्य कार्य 
वरकोणमिति में हुआ है। अद्ठारहवीं और उदन्नीसवीं झताव्दियों में अनेक गणितञ् 
हुए हैं और उन्होंने बड़े महत्त्वपूर्ण काये किये हैं। किन्तु उनमें से प्रायः सभी का 
गवेपणा कासे 'फ्लन सिद्धान्त (॥०0०:५ ठा एफ्राटपंणाऊ)) पर हुआ है । सच 
पूद्ठिए तो बाज समस्त थुद्ध गणित दो मुख्य दिमागों में बेंट गया है--ज्यामिति और 


०, 2 


विश्लेषण) बिएेपण के अनुसन्धानक प्रायः इस विपय की समी शालाओं पर अपनी 
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छेपनी उठाते है, जसे वी जगणित, विकोणप्रिति, अववछ रामीवरण, समाव॒ छ समीव रण 
और ये सब शाखाएँ दिन पर दिन फ्लन सिद्धान्त में समाविष्द होती चढी जा रई 
हैं। अत इन गणितज्ञो में से ऐसो को छांट निवाछना वठिन है जिन्‍्होने बेवल वियोण 
मिति पर वार्य किया हो। या यो कहिए कि ब्रिवोशमिति की स्वतस्त्र सत्ता समाप्त 
होती जा रही है और वह फडन सिद्धान्त में समाती जा रही है। अतएवं, इन शवादेियों 
मे शेष गणितज्ञो में से जिन्हाने व्रिकोणमितति पर भी वायर्य रिया होगा उतवी शृतियो 
का उल्देस अगछे परिछ्छेद में होगा। 


अध्याय ७ 
कलन और फलन सिद्धान्त 


(१) नाम और करे 


यों तो 'कलन' के अनेक अर्थ हैं किन्तु एक अर्थ हिसाव लगाना' ((शै८परौब४०7 ) 

भी है। संस्कृत-अेंग्रेज़ी के सर्वमान्य शब्दकोषों में मोनियर विलियम्स (7र्थ०एंश्व- 
'ैगीव७) और वामन शिवराम आप्टे के कोप प्रमुख हैं। उक्त दोनों कोपों में 
कुछन' का यह अर्थ भी दिया है। प्रायः संस्क्ृत-हिन्दी और हिन्दी-हिन्दी कोप इन्हीं दोनों 
कोपों से सामग्री ग्रहण करते हैं। हमने इस प्रकार के प्रायः समी कोष देखे हैं जो बाजार 
में उपलब्ध हैं। कलन का उक्त अर्थ प्रायः सभी में दिया गया है। इसी शब्द में उपसगे 
लगाने से 'सकलन' और, 'व्यवकलन' बने हैं। 'संकलून' का अर्थ है--जोड़ना, इकट्ठा 
करना, अच्छे विषयों को चुनकर एकत्र करना। प्राय: इस प्रकार के ग्रन्थ को भी 
संकलन' ही कहते हैं। व्यवकलन' का अथे हैं घटाना, पृथक करना, विरह |” 

'कलन' ((2८रयॉप७) का शास्त्र के अथे में प्रवर्तन सबसे पहले पं० सुधाकर 
ह्िवेदी ने किया था। हिंवेदीजी काशी के समीप खजुरी ग्राम के निवासी थे। इनका 
जीवन काछू १८६०-१९२२ ई० था। यह आरस्सम्म में राजकीय संस्कृत कॉलिज, 
गाशी के पुस्तकाध्यक्ष थे । सन्‌ १८९० में पं० वापू देव शास्त्री के सेवा-निवृत्त 
होने पर थे उनके स्थान पर गणित और ज्यौतिप के मुख्य अध्यापक नियुक्त हुए । 
शास्त्रीजी ने 'बलून कलन' और 'चलराशि कलना--इन पदों का प्रयोग आरम्भ किया 
जोर हिवेदीजी ने इनका प्रचलन किया। अँग्रेजी सरकार से इन्हें महामहोपाव्याय की 
पदवी मिली थी। इन्होंने संस्कृत में अनेक ग्रन्थ लिखें हैं जिनमें से अधिकांश ज्यौतिपीय 
विपयों पर हैं। इनके कुछ ग्रन्थ, जिनका संवन्ध गणित से है, ये हैं-- 

(१) गोलीय रेखागणित ( 5णट्ांप्बी (5९८०7१८००५ ) 

(२) यूक्लिड के छठवें, ११ वें और १२वें भागों का संस्क्त में इलोकवद्ध अनुवाद । 

(३) ग्रणक.तरंगिणी जिसमें मारतीय ज्यौतिषियों का संक्षिप्त परिचय दिया 
या है (१८९१), 

रर्‌ 


इ्इ्८ गणित का इतिहास 


(४) छीछावती की सोपपत्ति टीका (१८७९) 

(५) भास्करीय बीजगणित की सोपपत्ति टीका (१८८९) 

(६) बराह मिहिर की पंचसिद्धान्तिका की टीका 'पचसिद्धान्तिका प्रसार्ध ) 
यह डा० थीबों की अंग्रेडी टीका और मूमिका सहित १८९० में छपी थी। 


2] अर आज जीन 


रऊआ #अआपरे ) 





चित्र ८३--सुधाकर द्विवेदी (१८६०-१९२२) ी 


(७) सूर्य सिद्धान्त की सुधावधिणी टीका। इसका दूसरा संस्करण बंगाल री 
अं ८ 5 जा इक के मर कक 80 76 कप 7 25 अर के अं  आाप है? 


फलन और फलन सिद्धान्त ह्े३९ 


(८) ब्राह्मस्फुट सिद्धान्त टीका सहित (१९०२) 
(९) डितीय आयेभ्ट का महासिद्धान्त दीका सहित (१९१०) 


है उपरिलिखित समस्त ग्रन्थ संस्कृत में हैं। द्िवेदीजी नें कई गणितीय ग्रन्थ हिन्दी 
गे भीरिलेहँ-- 
( ) चलन कलून (फीकिलाएंगोी. (गर्ट्पापओ) 
[ 7) चलराशि कलून (762. (:शै८पप$) 
- थी) समीकरण भीमांसा (77००७ ० >0तुप्रथ४7०75) 
चलन कलनच 

चलन का अर्थ है 'चाल' या चलना” | अतः चलन कलत' का अर्थ हुआ चाल 
गति का हिसाव /' वास्तव में 'चछन कलत' का यही कर्म है। मान छीजिए कि 
दो राशियों य, र में यह सम्बन्ध है--- 

रच्श्यो- २ . (१) 

पैसे समीकरण में यदि हम यन-२ रखें तो २-९ होता है। यदि यन-२३ तो 
१३७ भौर यदि य--३ तो र-१९. जैसे जैसे हम य को भिन्न मिन्न मान देते 
जाकी, र का भी माल बदलता जायगा। 

कोई चिह्न जिसका मान वदलूता रहता है चर (४०८४४००) कहलाता है। 

है चिह्न जिसका मान नहीं वदरूता, अचर ((2078:४7:) कहलाता है। 

(१) में य एक चर है, २ और १ अचर हैं । |; 
» _ के अतिरिक्त, समीकरण (१) में य को हम स्वेच्छा से कोई भी माल दे सकते 
» इैधेलिए य को स्वतस्त्र चर ( ग्रव०००१6९८०६ पएत्न7906 ) कहते हैं। र का 
कक मान पर निर्भर है। अतः र को परतन्त्र चर ( ॥26ए7वपर्तला एथ्ांब0० ) 

र्ह। री हे 

समीकरण (१) में य के प्रत्येक मान के अनुसार र का केवछ एक निश्चित मान 
हैता है। कोई चिक्ल जिसका, य के प्रत्येक मान के छिए केवल एक ही और निश्चित 
न होता है, य का फलन (४07८४०४) -कहलांता है। इस प्रकार, समीकरण 
5) में र, य का फलन है। १ -. 

अप्ट है कि किसी फलनीय सम्बन्ध में एक राशि की परिवर्तेन दर (]२ 4६७ ०६ 
0८) दूसरी राशि की परिवर्तत दर पर निर्मेर होती है। - इस परिवतेन दर का 

अध्ययन ही चलन कलन का ध्येय है।' | 


2 गणित वा इतिहात 


फसनों के उदाहरण 


(7) गद्ि र७५ य-८, तो य के प्रत्येद मान के टिए र का केवक पुत्र ही और 
निश्चित मान होता है। इस में र, यवा पलून है। य एवं घर है भौर ५ और ८ 
अचर है। 
(॥) विसी वृत्त वे क्षेत्रप ठ क्षे और विज्या न में यह सम्बन्ध होता है, कै 57 तर 
दूस सम्बन्ध में श्र एफ चर है, ८ एग अचर है और क्षें, त्र वा फ्टन है। 

(४) यदि ट व बौजू 5+स ज्या ठ +गे, तो ठ एवं चर है, व, से, ग चर 
है और ट, ठ का फ्लन है। 

अवकल गुणांक (॥)क्‍लिलाएग 0०वींच०ा६ ) 
मान छीजिए वि 
रच्यो 


ये का एवं फ्लत है। अब इस पलन वे आचरण वा अध्ययन वीजिएं, जब 
यर२- ये के २ वे समीप वे' माना तथा र वे सगत मानों वी तालिया शिक्षात्रद होगी“ 





मिट नर रव्ग 





र | २५ ५ २९ ४४१ ४ ०४०३ |४००४००१ 





दिल य-२पर र-४ यदि हमय में ५ की अल्प वृद्धि करें, तो र मैं २२५४ 
वृद्धि हो जाती है, यदि य मैं .३ की वृद्धि की जाय, तो र में १ २९ की वृद्धि हो जाती 
है आदि आदि। मतवार म की गयी अल्प वृद्धियो वो हम क्रमश घोय तथा तौर वे 


निरूपित करने है, और तोर, तोय तथा हनन बी वृद्धियों कौ संगत तालित 
त् 


तय्यार बरते है । 










पिध (१३० कह बल 





बोर २२५| ३३६ | धन बटन 
] तोदततोय | ४५ [४३ [४६ [४०१ | ड५ [४३ ४१ ४०१ ००१ 








फलन और फलन सिद्धान्त शेड १ 
इस तालिका में हम देखते हैं कि जैसे जैसे तोय, और उसके फलस्वरूप तोर, छोटे 
होते जाते हैं, निप्पत्ति के ४ के समीपतर होती जाती है। इससे यह अनुमान हता 
तार 


रे जब तो ५ 
हैं कि जब तोय और उसके फलस्वरूप तोर, अत्यल्प हो जाते हैं, तो निप्पत्ति 


को सीमा कदाचित्‌ ४ होगी। 
अब, हम बिन्दु यः-१ के लिए भी एक संगत तालिका तैयार करते हैं--- 





१.०१ १-००१ 






जाप । 


चर | १. ९६१ डी४ [१.२१ १०२०१ १-००२००१ 























तोय | २ रे । ०१ । ००१ 
| तोर ब्शुट | बन्द २१ | ०२०१ -००२००३१ 
0 








२.१ | २.०१ | २-००१ 





तोर/तोय गोदतोय | २.४ | २ | २१ | ६०६ पथ | र्ञ्ड | २.२ 


यहां भी हम देखते हैं कि जैसे जैसे तोय छोटा होता जाता है, तीर का माच २ के 
समीपतर होता जाता है। तब क्या य के प्रत्येक मान के छिए निष्पत्ति ---- का एक 


निश्चित सीमान्त मान होता है? 


अब फिर समीकरण रच्नयो में-- 
मान छीजिए कि हम य में तोय की अत्पवृद्धि करते हैं, और मान छीजिए कि 


इसके फलस्वरूप र में जो वृद्धि होती है उसे हम तोर ,ह्वारा निरूपित करते हैं। तो 
र-+-तोर-- (य--तोय ) * 


तोर-(य-+-तोय )  -य* 
ननतोय (२ य+तोय ) 


क 2 श्य-+-तोय । 


रेड गणित का इतिहास 


३ भी- _वोर 
तोय->० तोय 
तोर 
की इस सीमा को, जब तोय ->०, य' का, य के प्रति, प्रथम अववल 
गुणाक कहते है । इस प्रकार य' का य के प्रति प्रथम अवकलछ गुणाक २ य है। और यह 
फल, उपर्युवत॒ तालिकाओं के अनुसार,हमारे अनुमान से सगत है, क्योकि जब यू 
यह सीमा ४ है ओर जव य-१, यह सीमा २ है। 
व्यापक रूप से, माव लीजिए, र ""फ (य) । 
तब र+तोर 5 फ (म+तोय ) 
“« तोरफ (य+तोय)-फ (य) 


अत, सी खोर _ सी. फ (य-+तोय)-/फ (मे) 
तोय->० ताय.. तोय-+० तोय 
और यह सीमा फ (य) का, य के प्रति, प्रथम अवकल ग्रुणाक कहलाती है। 
इस सीमा को प्राप्त करने की क्रिया को “फ (य) का अवकलत करना” कहते हैं। 


रीव्यनुमार इस सीमा को 0 लिखते हैं । अतएव 


तार _ सी तोर सी फ (य+तोय)-फ (य) । 
ताय  तोय+० तोये . वोय “०... तोय.... 


30% 4 





१२--यह मली भाँति समझ लेना चाहिए कि पोर ज्र और तोय बी निष्प्ति 
तार 
है, पस्लठु क्षाब पह विष्पत्ति नही है, वरन्‌ सीमा निकालने वा फल है। जद 
“वार और ताय वा भजनफ्ल” कहना उतना ही अथशुद्ध है जितना “कोम्या या यों 
“बोज्या” और “य” का गुणनफ्ल कहना । 
इसी सयल्पना के लिए अन्य चिह्ध यह है-- 


-ताफ (य), ताफ ऊ (य),फ', फ. फ,, र, र, ६५ ता, र । 
त्ाय ताय 


प० सुवाकर डिवेदी ने 'चछन कछत' नाम चलाया जो पिछले पचास यर्प से धले 
रहा है। किन्तु इस झास्त्र या अधिर उपयुवत नाम 'अववस बन होगा! मेगा 5 
गुणार के लिए उन्होने यह चिह्ध 


कलन और फलन सिद्धान्त इेडरे 


तार 


श्जी++ 


ताय 


निर्धारित किया था। इसका कारण यह था कि यह राशि फलन र की, य के प्रति, 
ताक्कालिक गति का निरूपण करती है। 


समाकलन ([7८टए०४०) 

मान लीजिए कि रच्न्य 
यका एक फलन है। य--२ से य--३ तक इस फलन के व्यवहार पर विचार कीजिए । 
इंप अन्तराल ( ालाएश ) (२, ३) को .२ की लम्बाई के पाँच वरावर भागा म 
वाँटिए | जब य-२ तो र--२१; जब यर+२-२ तो र”-(२-२) ; जब यत्ू२-४ 
तेव र-( २.४) * इत्यादि। इनमें से र के प्रत्येक मान को उपान्तराल ( 5 परत-नाएशएश ) 
की रुम्वाई से गुणा कीजिए और सब गुणनफलों को जोड़ दीजिए । तो योग यह होगा- 
(२) (२)५(.२) (२-२) १+ (२) (२४) + (-२) (२-६) +(-२) (३-८) 
_(.२) २५-(२.२)१५- (२-४) ५- (२.६) ++ (२-८) ] 

हमने सरलता के लिए अन्तिम मान यत-३ को छोड़ दिया है. किन्तु उसे ले लेने 
से भी अन्तिम निप्कर्प पर कोई प्रमाव नहीं पड़ेगा। 

यदि हम उपरिलिखित योग को यो से निरूपित करें तो यो"ः५.८ 

अब, अन्तराल (२, ३) को .१ की लम्बाई के दस वरावर भाग करके संगत योग 
निकालिए | तो उक्त स्थिति में 
पो>.३ [२६ (२.१) १५- (२.२) ५- (२.३) *+ (२-४) + (२.५) + (२-६) 

+(२.७) +- (२.८) +- (२-९) |] "८६. 

अन्त में, यदि हम अन्तराल के बीस समान भाग कर दें तो उनमें से प्रत्येक की 

जे ०५ होगी ।.और संगत योग 
(.०५) [२५-(२.०५)+(२-१) +(२-१५) +-: (२-५५) ] 














के लगमग द्द्‌ र्‌ 

इन फलों की सारणी वनाइए--- ४ * ु 
मनन पल लक 7 मम 
अन्तरालों की संख्या . आ५ | १०६. २० 
_अल्येक अन्तराल की छम्बाई । आम 
यो का मान ५-८ डर । ६.२ | 
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इस तालिका से यह पता चलता है कि जैसे जैसे अन्तरालो की सस्या वच्ती जाती 
है, और फ्छत प्रत्मेक की रूम्बाई घटती जाती है, वैसे बैसे यो का मान बढता जाता 
है। इससे यह अनुमान निकछता है कि यदि अन्तरालो की सख्या और भी वहयें 
और फ्छत प्रत्येक वी लम्बाई और भी घटायें तो कदाचित्‌ यो वा मान और मी 
बढ जायगा । अब मान लीजिए कि अन्तरालो की सख्या असीमित रूप से बढ जाती 
है और फ्लत प्रत्येक की लम्बाई असीमित रुप से घट जाती है! वया यह सम्मद 
है कि जब अन्तरालो की सख्या अनन्त की ओर जाय और भ्रत्येक की उस्बाई शून्य वी 
ओर जाय तो यो का मान एक निश्चित सीमा की ओर श्रवृत्त हो ? 


मान लीजिए कि (२, ३) के मध्यस्थ अन्तरालो की सख्या स और प्रत्मेक वी 
रूम्बाई ट है। तो 
इच्न्र+स् ट 
और योचच्ट [ २+(र+ट) +(२+२८०)+ «...- 
+(६२+ (स-१)८) '] 


ए! 


स- है 
बठ % (र+चट)* 
चझ्‌्ज० 


से स-१ स-- १ 
न्ल्ढ [ » रफपडंद » चकटोीं 5 घर 


दि ज्कक च्‌दः० चजू० 





नत्ट [स२+डंट ३१+२+३+० ०००० *(स-१) 
कद (१+२"+३+---०**- (स-१) 9] 
टपे 
च्न्ट रि २फ३८स(स-१) + ६ (घ-१)स (स्स-१) ] 
न्ूए२' सट-+रस ट(स 5-2) +झ सट (स ट-ट) (रस 2-2) 
परन्तु (3) से सदर-१- अतः 
योर +२(१-४)+श( १८८) (२-ढ) 
और इसकी सोमां, जब ट-+०, 
रॉफरफई.. अर्थात्‌ ६३ है। 


कलन और फलन सिद्धान्त ३४ए्‌ 


बतएव, हम देखते हैं कि कम से कम इस विद्धिप्ट अवस्था में तो यो एक निश्चित 
म्रीमा की ओर प्रवत्त होता है जव स->०० और फलत: ठ->०- 

अब, (३, ३) के स्थान पर य के अन्तराल (क, ख) पर विचार कीजिए । हम 
जे अत्तराह्व को रूम्वाई ट के स अन्तरालों में बाँटे देते हैं ॥ तो स्पष्ट है कि 


जे क+सट । (8) 
मात लीजिए कि 
योचट [कि+- (क--ट ) रे (क--श्ट ) १: मद ६ क-+- (स-- १ ) ठः रु 
से--१ 
नह ४, (क+चढ)' 
चंड5७ , -« 


है | कर स-१ स-१ 7 
लटक ७. क+रक्रट 5 चकदहों हा चा | 
चं--० च्‌--० च्‌ज-0० 

च्ट[सको(रकट 3 मम (स- १) 
पट (१-२ +३९+-...... (स-१) 3] 
्ट[सक-कसट (स--१)+ दस (स--१) ( रस--१ ) ८ |] 
जपटक+कसट (सट-ट) 
नह सेट(सट--ट) (२ सट-ठ) 
परेत्तु (8) से सट-ख-क। 
लत: बो> क (ख--क) --क (ख-क ) (ख--क-८) 
+६(ख--क) (ख--क--ट) (रख--२क--ट) 
और जब ८-+०, तो इसकी सौमा हुई 
के (ख-क) +क (ख-क) *५-३ (ख--क) ६, 


शी स्व है 
बर्बान 3 के 
ञ दर पर | 
खो को 


कह 


सीमा न च्कृ हि दर 
फमा -छु->चदु “य के प्रति सीमाओं क, ख के मध्य य. का समाकलद 
जानो है । ८ हिल >+ सीमा से भी इस फल नही संगति वैंठती है 
€॥ उपयुक्त विशिष्ट दशा में प्राप्त सीमा से भी इस फच की संगति बंठती है, 


पट 


क-२ और सज|ईे तो यह ६३ ही जाता है। 


ज्रः 
मु 
न 
| 


३४६ गणित का इतिहास 


व्यापक रुप में मान लीजिए कि 
रच्फ (य) 
य का एक परिमित (0070०१) फछत है और (क; ख) य के विचारगत मानों 
का अन्तराल है। हम इस अन्तराल को रूम्वाई ट के स बरावर भागो में बाद देते 
हैं। इस प्रकार 
सबल्‍च्कक्सट (0) 

प्रत्येक मध्यागत मान के, क+ट, क+र ठ, कक ठ,. . «००० 
क-- (स--१) ट के अनुसार हम र का सगत मान रखते है -- 

फ(क), फ(क-+ठ), फ(क+शट), फ(क+३ ८), «० «-« 

»»« फ [क+(स-१) 2) 
तव, सी 5 [ फ(क)+-फ(क+ठ) +फ (क+रट), .« 


टज-+० ड 
न *फ कि+ (स--१) ८)] धर 
को “सीमाओ क, ख के मध्यस्थ य के प्रति फलन फ (य) का समाव (77587) 
कहते है, और इसे इस प्रकार लिखते है--- 
रा फ (य) वाय । 


और इस सीमा को निवालते की जिया को फ (य) का “समाकलस” कहते है। 


छः 


अत. 
| फ (य) ताय> सी ट [फ(क)+फ(क+2)+फ(क--३ 2) +*** 
दे टज० 
नफ (क+(स-१)5) ] 

यहाँ हमने उक्त क्रिया का वर्णन साविक शब्दों में क्या है। उपरिडिलित 
सीमा के अस्तित्व के छिए फ (य) पर सातत्य अथवा परिमितता (म00णवे०07%) 
आदि के अनुबन्ध लगाने होगे । 

समाकलन की क्रिया का अध्ययच करना चिलराशि कलन! का घ्येय है। यह तार 
भी प० बापू देव शास्त्री का ही रखा हुआ है। यह नाम बहुत उपयुक्त नहीं है बयोकि 
इसका अर्थ है 'विचरणशीर राशि का हिसाव लगाना ।” इस झास्त्र वी अधिक उप* 
गुबत चाम होगा 'समाकछन गणित ३ 


कलत और फलन, सिद्धान्त ३४७ 


* उपरिलिखित व्याख्या से स्पष्ट है कि समाकलछन एक श्रकार का संकलन ही है । 
किन्तु उत्त क्रिया का एक ज्यामितीय अर्थ भी होता है। माव लीजिए कि पा फा एक 
वक्ष है जिसका समीकरण 


रननफ (य) 
।- 


श्पः 


मान लीज़िए कि का, खा इस वक्र पर दो बिन्दु हैं जिनके भुज क, ख हैं। यदि 
_गचा, सा-छा, याक्ष पर रूम्व डाले जाये तो चा छातूख-क । | 
चा छा के स समान टुकड़े चा का,, का, का, का, का; * * का. टी कीजिए 





चित्र ८४---अनुकलून का एक ज्यासितीय चक्र। 


कम ते प्रत्येक की रूम्बाई ट है। इन विन्दुओं का, का० :- कं! <-.६ पर को्टियाँ 
“हे कीजिए । इन कोटियों की लम्बाइयाँ करण: - 

व 8 आर कक 
ैगी । आायतों का का, खाज्ाझ खोास्का,---२*** खा... छा को पूर्ण कर 
पडिए । तो इन ब्ययतों का क्षेत्रफल जाइृति दा चा छा खा के क्षेत्रफड से कम होगा, 
दर क्षेनते " | 


नों का अन्तर आाक्ृतियों का खालाए लालाज्ाक--*** हो, ला ना. 
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के योग वे बरावर होगा । इन आशृतियों को याक्ष वे समान्तर सिसका कर हम 
दर्शा सतते है कि इनका योग अतिम आम्त सा,_, छा से कम है। 

अब मान छीजिए वि' इन भागो की सस्या से अस्ीमित रूप से बढती है, और 
फलत प्रत्येद" की लम्बाई ट निर्वाष्य रूप से घटती है। अन्त में, जब से +०० और 
ट-+०, आयत सा,_, छा अपनी चौडाई ट वे वारण शूत्य वी ओर प्रवृत्तहों जायगा 
और इस प्रकार आइतिया वा सा, गा, सा, सा, गा, -- --* वा याग अन्दर्बो हो 
जायगा। अत, आयतों का वा,, सा; वा, खा, वा, ». ने योग की सीमा 
क्षेत्रफल का चा छा सा हो जावगी । और इस सीमा का मान ५ 

सीट[फ(व)+फर(ककट )+फ(क्+रट)+. फकि+(स-) थे) 


ट-+ ० 
व 
अर्थात्‌ [ फ (ये) ताय 
का 

होगा । 

इस प्रकार समावलन का वत्नों के क्षेत्रलन ((९००४वं/ए7८) से सम्बसस 
स्थापित हो गया। तत्पश्चात्‌ समाकछों वा प्रयोग पत्रों के चापकलत (छव्दाी 
८४७०) और परिक्मण ठोसों के आयतनों (४णंणा०) और तलो (50 
4००४) के सिकालने में भी होने छगा । इस उपयोग की तुलना में समाकठन ६ 
सकलन वाला अर्थ गौण हो गया । किन्तु समाकछन का एक तीसरा अर्थ निकलता 
और दोप था जिसके' लिए निम्नलिखित प्रमेय का आविप्कार हुआ-०५ 

चलराशि कलन फा सूलभूत प्रमेय 
(पतावंगथाएगे प्रवीव्णण्लए ० प्राव्टरप्गै (थ८एॉ४) 

यदि व (य) एक ऐसा सतत फलन है विः उसका अवकछ गुणाक के (व) हैं; 

अर्थात्‌ 
फ (य)वच्बच (य), 
शक 
तो ॥|/ फ (य) तायनल्व (ख)--्व (क) । 
कक 
उपपत्ति--हम जानते हे कि 


रा फ(य) तायचच्सी [ फ(क)+फ(क+ट) +फ(क+रट) 
हक ख्ज्जण० 


साइन शोर दाग फिटागन कदर 
फामन कौर एम फाटक 
0 हा की इ४--६)5, १» 
पुछ १5_ ++ 
ऊअु पर्न फैब॑॑-ीरा 4 27 | 
अगिनक ज.ुन >> शा श 8 
8 पनाद पद घारशभातध के वन धार ५ 
कल कर 7 अर प् 
न 2-२३ 5: ) 
च(म) ्ग े कल न नि 724०० पढे 
8 ८ द अल रे 
ब्क दर 
हू+ह6 
अध्लका बन, "के 
क्काद. कऋा:>५.. 3  ट+२ 5) ,:. 
हे भार 4 7) ७ जन डा अक+ 78५० 
+ 
्र 
ज्निय् ४5७8 आज है पे हे उप फ पीने हर--० 
जय ते, एड पर्यन्प भति [ीतीम टीम धृएजापीफ ) है जी, अस उस ०८०० 
ब४ मै जी इन्‍्डाक 8; 5 कल रत 
हक हद (छ म्पू >:प5 [6 
कं जन्य बते अर प्रयत गाता # |! शस हरा 


है 
धर्म कल 
.प भपार ह्न्मे 3. होग 
अ्पा प्यार हमें पाप हाग[+-- 
० क्चा आ ष्ः सका, नल पु 
पेफका+- इ)-ब[क - सटी)--वर[फ -द) >द ने, 

सर 5 
द्फ(या; भ्ट) >घ(क >इट)-- मं [के - ८)+द त,, 
25%: 55६5 0 20% 5 222 0245 है हज ४ 5700 / 53070. 
है +7 ३ 330६७ ८४ ३४:६५ ३ ४-० ४ ४ वतन जे 3४ 5 2४००६ ४ डूउ«०क! ४:४ २०४१९- हक वह 5 
द्फ 


| 
4 
श्भ 
40 


१ 


हु स- 
हफ कि (स-२) ८| *ू ब(काक-सट)-- वे कि (स--१) ४) 


कटत,, 
जिममें त,, त,, त,, -. .त, ऐसी राधियां हैं जो ट के साथ साथ शून्य की ओर जाती है । 
उपरिलछिखित समस्त समीकरणों को जोड़ने से, 
८ [फ(क) +फ(कन-ढ) <-फ(क+एट) +. . -+फ(ख--2) ] 
रव(क+स 5)-- व (क) +ठ (त,न-त+त,+- ०» » त्त,) । 
यदि राशियों त,, त,,. . -त,, में सबसे बड़ी त हो तो 
..। “(तल - लत) < सटदत ८ (ख--क)त, 
और इसलिए सीमा में शून्य की ओर जाती है। इस प्रकार 


ह ! व [फ(क)-+फ(क+ट) +फ(क-+-रट)+- - फ(ख--5 ) ] 
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च्व(स)-व(क), 
और यही सिद्ध करता था। 
कमी पी इस फ्ल को इस प्रकार भी छिया जाता है* 


रा फ (या) ताय-- [ ब(य) ) । 


सुतरा रा फ(य) ताय 
पता भाव निकालने की सरलतर रीति यह है वि 
(१) वह फ्लन ब(य) क्षात कीजिए जिसका अवकछ गुणाव' फे (य) हो 
(४) जब य>”स और यज-क, तब वब(य) के मान ज्ञात बीनिए, 
(४) ब(ख) वा ब(क) से आविद्य ज्ञात कीजिए । 


उकत' आधिक्य ही अमोप्ट फल होगा। 

इस प्रमेय ने समावलन किया को प्रइ॒ति ही बदल दी | यह बैवल उत्हम अव* 
कलन ([7ए८७८[07रिटिशाध१७०ा) अर्थात्‌ अववल्‍ून की उल्टी त्रिया हो गयी। 
फ्लत इसका यही अथं प्रमुख हो गया और शोप दोनो अर्थ गोण हो गये। « 

वबलन! पिछले पचास वर्षों में (2८०४४ के' लिए रूढ हो गया है । इमे 
इस अर्थ से हटाने का कोई कारण दिखाई नहीं देता । इस प्रसंग की छोडमे से पहले 
'कछन' और 'गणन--इन दोनों झादो के प्रयोग पर प्रुतविचार कर छेता चार्टिएं। 
केन्द्रीय सरकार की गणितीय शब्दावली में (2८४४० का पर्याव गणन' दिया 
हुआ है! गणन' का प्राचीन अ्थे 'गिनना' है किन्तु 0श८ए/०0 में वेब 
गिनने की जिया ही नहीं करनी पडती | उसमे जाडता, घटाता, गुणन' आदि सग्री 
क्रियाओं का समावेश रहता है । इसके अतिरिक्त 'जन गणना' और मत गणतों है 
अब भी यह शब्द 'गिनने' के अथे में ही प्रयुदत होता है। अत स्पप्ट है कि गशन 
को उसके गिनने' के अर्थ से नही हटाया जा सकता । इसके अतिरिकत यह कई 
'ग्रिवना! और (2शे८पॉआ४०४ दोनो अ्थों में नही घछाया जा सकता। सदि कोई 
कहे कि 'तनिव' गणना करके देख छो', तो इसका दया अथं निकलेगा ?ै है 82 हे 
देख छो' या '2थ८परॉद्रा८ करवे' देस लो ?? और 0थ॑८णॉफ़ बे लिए कक, 
चल ही पडा है। अतएवं 02८ए५०० के लिए उपयुक्त पर्याय परिवहन 
होगा । हम यहाँ इस प्रकार के शब्दों की एक माछा देते हे -- ट् 


दंड जनक मद्धान्त प्‌ 
कलन ओर फलने सिद्ध ३ ३३५१ 
ए०्फ्रापापहु.. भणन, गिनना 

(गैव्पाॉँगघपंजा.. परिकलन 

(णाएप्शीणा अभिव्लन 

क्राशलाशाएणा. परिगणन 

झसिजाषादाणा आकलन 

पिप्ाफशआहु. संख्यान 

्क्राटावाएणा . संख्योल्छेखन 

शिटटोपठागहु..._ अनुगणन 

हैं 4 ॥0 025 मतगणन 


(२) यूरोप में आदि काल (सन्‌ ईसवी से पहले) 


फैन का आवुनिक रूप तो अभिनव है किन्तु प्राचीन समय में मी कमी कमी 
रैसके कुछ मूछतत्वों की झलक दिखाई पड़ जाती थी। कलन का आधार अत्यल्प 
राशियाँ (]॥66परतनो (१००४४४८५) हैं। उबत राशियों का सबसे प्राचीन 
उल्लेख ईलिया के ज़ीनो की कृतियों में मिलता है । इसके कुछ विरोवाभासों 

की वर्णन हम ज्यामिति के परिच्छेद में कर चके हैं । हमने वहां 'कछुए और खरगोश 





वाछा उदाहरण दिया था । उसी का एक दूसरा रूप इस प्रकार 
“संसार में किसी 
का--- न्‍ | 
फूपू सू 


“कार की भी गति असम्भव है | मान लीजिए कि का से खा तक जाना 

| तो खा तक पहुँचने से पहले हमें का खा के मध्य बिन्दु मू तक पहुँचना 
गा। फिर, का से मू तक पहुँचने से पहले हमें का मू के मध्य विन्दु पू तक पहुँ- 
पैन होगा । पू तक पहुँचने से पहले का पू के मध्य बिन्दु फू तक पहुँचना होगा और 
जैसी प्रकार अनन्त तक । और का खा के विन्दुओं की संख्या अनन्त है । अतः का से 
जो तक पहुँचने में हमें अनन्त समय छगेगा ।” 


लेखक यह वात भूल गया है कि रेखा का खा अनन्ततः विभाज्य है, अर्थात्‌ उसके 


पैनन्त वार दो टुकड़े किये जा सकतें हैं । किन्तु दूरी का खा अनन्त नहीं है। दूरी 
भन्‍्त (धप6) है, केवछ उसकी विमाज्यता अनन्त है। 


न 


ब५२ गणित का इतिहास “ 


इस सम्बन्ध में अगला उल्लेखनीय नाम ल्यूसीपस ([.07८997) वी भाता 
है। इसके जीवन के विपय में वेवक इतना पता है कि यह एक यूनानी दाईविक या और 
जीनो का समकालीन था। यह पारमाणविक सिद्धान्त (80ण८ पर॥००३ ) वा 
जन्मदाता कहलाता है। इस सिद्धान्त का सार यह है कि समस्त पदार्थ सात्त सस्या 
के अविभाज्य तत्त्वों के बने होते है । इसी सिद्धान्त से प्रेरित होकर अरस्तू ने 'अवि- 
भाज्य रेखाओ! पर एक पुस्तक लिख भारी। 

ल्यूमीपस के जीवन काछ का ठीक ठीक पता नहीं है। अनुमान है हि वह 
४४० ई० पू० के आसपास था । 

एँण्डीफॉन (8॥४/70॥)--एक यूनानी सूफी था जिसका जीवन काल ४३९ 
ई० पू० के लग्रमय था। इसे निशेषण विधि (2४००2०9 ० मच4ए७707) का 
जन्मदाता कह्मा जाता है। इस विधि का एक उदाहरण यह है। 

पहले किसी वृत्त मे एक वर्ग बनाइए । फिर चर्ग की प्रत्येक मुजा पर एक सम 
द्विवाहु ([5050८९७) त्रिमुज बनाइए जिसका शीर्ष परिधि पर स्थित हों। इसे 
प्रकार हमें वर्ग से एक सम अध्टगुज श्राप्त ही जायया । फ़िर इस अप्टगुज की प्रत्येक 
भुजा पर इसी प्रकार एक समद्विवाहु त्रिमुज वनाइए । श्रत्येक पण पर सम बहुमु 
की 'मुआओ बी सख्या दुगुनी होती जायगी | यह क्रिया तव तक बरते चलिए जब 
तक वृत्त और बहुमुज एकात्मक म हो जायें। अन्त में वृत्त और बहुमुण अभिल 
हो जायेंगे और वृत्त का क्षेत्रफल वहुमुज के क्षेत्रफल के दराबर हो जायगा। 

एण्टीफॉन यह मी जानता था कि 
(क्षेत्रफल में) कसी बढुमुज के बरावर (( ) 
एक वर्ग किस प्रकार बसायथा जा सकता 
है ! अत उसने अपने हिसाब से एक 
ऐसी विधि निकाल ली जिससे कोई मी 
बहुमुज एक वृत्त में परिणत किया जा 
सके । इस प्रकार कह सकते है कि 
उसते अपने विचार से 'वृत्त के वर्मणा 
(बचाए धौट दात्व०) की सम- 
सया हल कर ली 

हिरेंबिलया का ब्राइमन [07)500.. चित्र ८५--नि शेपण विधि झा एक 
0[]उल्मटो८३) एण्टीफॉन का समवा- अधप्टभज । 


कलन ओर फलन सिद्धान्त शेप३ 


था। इसने वृत्तके अन्तर्गत वहुमुजों के अतिरिवंत परिंगत बहुमुज भी बनाये । इसका 

। यहाँ तक तो ठीक था कि वृत्त का क्षेत्रफल दोनों बहुभुजों के क्षेत्रकलों के मच्यस्थ 
 है। किन्तु अन्त में इसने यह ग़लती की कि यह मान लिया कि वृत्त का क्षेत्रफल 
| बहुमुजों के क्षेत्रफलों का अंकगणितीय मब्यक (<ै परधि॥टांट थिट्शा ) 
 है। 


जब यूनानी भौतिक दार्शनिक डिमॉक्रिटस (20770८7७५) के जीवन पर भी 
गर कर लेता चाहिए । इसका जीवन काल सम्मवतः ४६५ ई० पू० के आस पास 
। कुछ छोग इसका जीवन ४०० ई० पू० के लगभग का वततते हैं । इसने ल्यूसीवस 
परमाणु सिद्धान्त का परिष्कार किया | इसका मत था कि अनन्त आकाश अनन्त 
माणुओं से बना है जिनमें से प्रत्येक इतना छोटा है कि उसके और टुकड़े चहीं किये 
'पैकते । इसीलिए इन्हें 'अविभाज्य' कहा गया है । समस्त आकाश इनसे भरा 
 है। इनमें न कोई छिद्र होता है न रिक्ति (४४८०८७) । इनके विभिन्न संयोगों 
र विन्यासों से ही ब्रह्माण्ड के समस्त पदार्थ बने हैं । 


विश्व की उत्पत्ति के वियय में डिमॉक्रिटस का यह मत है कि आदि काल में अनन्त 
'माणु आकाश में नोचे की ओर गिरने लगे । भारी परमाणु नीचे आ गये और उनके 
पण से हल्के परमाणु ऊपर उठने ऊंगे। पस्माणुओं के पारस्परिक संघर्ष से कई 
आर की गतियाँ उत्पन्न हुई । समान परमाणुओं के एक साथ सट जाने से बड़े संसार 
ने गये। असमान परमाणुओं के सम्मिश्रण से छोटे छोटे काय (90065) वन 
ये। 

हिपॉक्टीज़ और यूडोक्सस की कृतियों का उल्लेख हम ज्यामिति के अध्याय में 
र चुके हैं। सम्भवतः इन दोनों ने भी अपने प्रमेय सिद्ध करने में निःशेपण विधि का 
व्पयोग किया था। अरस्तू ने भी अत्यल्प कलन (॥7त्7ि0०ओएब (:र्भ८पाप5) 
नींव डालने में कहाँ तक योग दिया, इसका अनुमान उसके ज्यामितीय कार्य से 
दैगाया जा सकता है जिसका वर्णन हम पिछले परिच्छेद में कर चुके हें । 


. आकिमेडीज़ के कार्य के विपय में हम अंकगणित के अध्याय में बहुत्र कुछ कह चुके 

हैं। आकिमेडीज़ ने एण्टीफॉन और ब्राइसन की निःशेपण विधि को और आगे बढ़ाया। 

जइसन की ही भाँति इसने भी वृत्त का क्षेत्रफल अन्तगंत और परिगत वहुमुज वनाकर 

है| निकाला । किन्तु इसगे उसके साथ यह भी कह दिया कि बहुभुजों की भुजाओं की 

पैश्या पर्याप्त मात्रा में बढ़ाने से हम उनके क्षेत्रफलों का अन्तर किसी भी निदिष्ट 
रे 


डेप२ गणित का इतिहास 


इस सम्बन्ध में अयछा उल्लेखनीय नाम ल्यूसीपम' ([.लाटाए975) वा आता 
हैं। इसके जीवन के व्रिपय में बेवल इतना पता है वि यह एक यूनानी दाशनित्र था और 
ज्ीतो का समकालीन था। यह पारमाणविक सिद्धान्त (#ैणाए८ 7वणण) गा 
जन्मदाता कहलाता है। इस सिद्धान्त का सार यह है कि समस्त पदार्य सात्त सस्यां 
के अविमाज्य तत्त्वो के बने हाते है । इसी सिद्धान्त से प्रेरित हाकर अरस्तू ने अति 
भाण्य रेखाओं पर एवं पुस्तक छिस मारी। 
ल्यूमीपस के जीवन काछ का ठीक ठोक' पता नहीं है। अनुमान है कि वह 
४४० ई० पू० के आसपास था । 
एँप्टीफॉन (ह॥09॥07)--एक यूनानी सूफी था जिसका जीवत वाछ ४२० 
६० पू० के रुूगमग था। इसे निशेषण विधि (१४९४४०४ ०0007) वा 
जन्मदाता कहा जाता है। इस विधि का एक उदाहरण यह है। 
पहले क्सी वृत्त में एक वर्ग वदाइए । फिर वर्ग की प्रत्येक मु पर एवं सम 
डिवाहु ([50:८०[८७) त्रिमुज वनादए जिसका क्षीप परिधि पर स्थित हा। इस 
प्रफार हमें वर्ग से एक सम अप्टमुज प्राप्त हो जायगा । फिर इस अध्टमुज की प्रत्येव 
मुजा पर इसी प्रकार एक समद्वियाहु तिमुज बनाइए | प्रत्येक पय पर सम बढुमुज 
की भुजाआ की सख्या दुगुनी होती जायगी । यह जिया तब तक करते चलिए जब 
तक वृत्त और बहुभुज एकात्मक न हो जायाँ। अन्त में वृत्त और बहुभुज अभिल 
हो जायेंगे भर वृत्त का क्षेत्रफल बहुमुज के क्षेत्रफल के वरावर हो जायगा। 
एँप्टीफान यह भी जानता था कि 
(क्षेत्रफल में) कसी वहुमुज के वरावर (( ) 
एव वग किस प्रकार बनाया जा सकता 
है । अत उसने अपने हिसाब से एक 
ऐसी विधि निकाछ छी जिससे कोई सी 
बहुमुअ एक वृत्त म॒ परिणत क्या जा 
सके । इस प्रकार बह सकते हैँ कि 
उसने अपने विचार से वृत्त के व्ग्णा 
($4४शणाड़ ४१० ८एटॉट) की सम 
स्था हेछ कर ली । 
हिरकिलिया का ब्राइमन (07)50/ . चित्र ८५--नि झेषण विधि का एए 
0[67८ ८४) एप्टीफॉन का समवा> अध्टभज । 


कलन और फलन सिद्धान्त इश्ष्फ्‌ 
गोल़ीय अवधा का तल 


श्र 
न्न्म्क | २ ज्या क्ष ताक्षरूर म्क ( १कीजू अ ) 
किसी गोले का तल 

न डक, + | ज्या क्ष ताक्षल्वट: के । 


(३) यूरोप में मध्य काल-सोलहवीं और सत्रहवीं शताब्दियाँ 


फेलन के मच्य युग में जॉन केपलर ( [097॥7 6 ८ए८ ) का नाम प्रमुख हप से आती 
है। यह एक जर्मन ज्यौतियी था जिसका जीवन काल १५७१-१६३० था। इसके 
भाता पिता की जोड़ी वेमेल थी ।« चार वर्ष की अल्पावस्था में ही केपलर के चेचक 
बिकली जिसने इसको हाथों से लुंजा कर दिया और इसकी दृष्टि सदैव के लिए खराब 
कर दी। इसकी प्राथमिक शिक्षा घामिक क्षेत्र के लिए हुई और १५१४ में इसने 
'डी अनिच्छा से उक्त व्यवसाय को छोड़कर अव्यापन कार्य स्वीकार किया । 

१६४१ में टाइको ब्राहे ([9८॥० 8792) के देहान्त पर यह प्राग की वेबजाला 
रे निदेशक नियुक्त हो गया । जीवन भर इसने गणित और फलित ज्यौतिय दोनों 
में सच दिखायी । इसने अपने सम्राट्‌ को मिलाकर बहुत से बड़े बड़े आदमियों की 
गन पवियाँ भी बनायी थी । इसके जीवन का प्रमुख कार्य ग्रहों की गति के सम्बन्ध 
+ जा था । इसके ग्रहों के “गति नियम” विश्वविस्यात हो गये हैं किन्तु हम यहाँ इसके 
ता कार्य का ही उल्लेख करेंगे । 

केपलर ने अपनी कृति में लिखा है कि “प्रत्येक ग्रह एक दीघेवृत्त में घूमता है 
विश्की एक नाभि पर सूरज स्थित है; और इस प्रकार चलता है कि वह समान समय 
7 समान क्षेत्रफल वाले नाभिग दवैन्रिज्य (70८४ 5०८०४०:५) उत्तरित करता है ।” 
+. उक्त से स्पष्ट है कि केपलर ने दीघेवृत्त के दैन्रिज्यों के क्षेत्रफल निकालने की कोई 
९ उपलब्ध कर ली थी केपलर ने इसके अतिरिक्त ठोसों के आयतन के निकाले 

| हेतु उसने यह कल्पना की थी कि ठोस वहुत छोटे छोटे अनन्त विम्बों से बना 
शी जा इस विधि में समाकलन के प्रसर की स्पप्ट छाया झलकती हैं। 
मं अर शवकआी उल्लेख हम ज्यामिति के अध्याय में कर चुके हे 4 इसकी कतियों 
जनक नही पद आमास मिलता है किन्तु आवुनिक मानकों से इसका विधि सन्तोप- 
गौर एक कही जा सकती । इसने अपनी विधि से यह सिद्ध किया कि यदि एक तिभुज 
अमान्तर-चतुर्मुज (एशर्भीटा027श7) एक ही आधार पर खड़े हो कार 


रैप४ गणित का इतिहास 


राशि से कसकर सकते हैं। इस प्रवार इसने सीमा को उ वाली परिमाया की होठ 
डाल दी। तनिक सीमा की आधुनि+ व्यास्या पर ध्यात दीजिए । 
मान लीजिए वि 


अ, अं, ब,, ञ्‌, 
काई अनुत्नम है, और उ कोई छोटी से छोटी सस्या पहले से दी हुई है ! यदि हम कोई 
पूर्णाक' प्‌ ऐसा उपलब्ध कर से कि सके, प से बड़े समस्त मानों के लिए 
| अ,म | <उ 
ता हम कहेंगे कि सख्या म! अनुक्रम अ, वी सीमा है। और उद्त फल की हेस डे 
प्रकार लिखेगे «-- 
सी अ, तू म। 


च्ज 00 


इस परिभाषा और आक्िमेंडीज़ की उपरिलिखित व्यास्या में पूरा पूरा सामजर्स्‍्य 
दिखाई पडता है । 

आकिमेंडीज़ ने सीमा की परिमाषा ही नही दी वरन्‌ समाकलत की सीव मी डॉ 
दो । उसने सिद्ध किया कि किसी परवकयीय अवधा ($ल्‍४77८7८) का क्षेत्रफ्त उ् 
जिभुज के क्षेत्रफ्ल का ४/३ होता है जिसके आधार और भीर्ष वही हो जो परव॒लय 
के हो । उसकी विधि यह थी कि वह अवधा के अन्दर निरतर त्रिमुज बयाता हे 
जिनका क्षेत्रफल अवधा के क्षेत्रफल के विकटतर होता चला जाप । 

इसके अतिरिक्त आर्किमेंडीज़ में कुछ ठोसो के तछो और आयततो के गृत्र मी 
निकाछे हैँ जो आधुनिक सकेतलिपि में इस प्रकार लिखें जायेंगे 

कसी उपगोल (5.ाटाणात) की अवधा का आयतन 


नव 
कमल | यो ताय ऋ हु खो । 


किसी परिक्रमण अतिपरवलूयज (मडफुच्ण्फणव 
अवधा का आयतन 


४ 
कल ः (द्य+य) ताब> है खा (शक+रेख) । 


०एगेणए०्प की 


।433] 
५ 


डा 
(् 


रे 


या .. 2 आप. *: न ड कूः न पता ना टारप रे कि 
दिण है। भर ऋार में एस मान भी सीरा है। था पाए दाता हे दर 


सबब पआगनिन समापन से विलय सगीय पं से गया था 
अमिता सश्शशन प्‌ गगीाय पा ते गया सा 


हि] 


_्ऋ ग 
ले बढ ५ 
( है 
ह 7, क ० 
है नह |: १ 
ही कटे 
हर ड ऊ 
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हे शो के 
के 7 “जद मे 5 ौ)०» ४ « » ६. 
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चित्र ८६-हाइगंस (१६२९-९५) 

[ डोवर पब्लिकेशंस, इन्फॉर्योरेटेंट, न्यूयॉक-१० की धनुशा से, दी० स्टुइक कृत 'ए कॉन्सारज़ 

इध्टी बॉफ मेंथेमरंटिक्स' ( ९.७५ डॉडर ) से प्रत्युत्पादित ।] 
क्रिव्चियान हाई स (ण50ंग्् लिपठुणा5$) (१६२९-०१ ६९५) हॉलेण्ड 
का एक गणितज्ञ, ज्योतियी और भौतिकीज्ञ था । प्रारम्मिक शिक्षा इसने अपने 
पिताजी से पायी। १६५१ से इसने अभिपत्र लिखना आरम्म किया। इसका 
पारम्मिक कार्ये दोलक औौर दूरवीक्ष (7'ण८४८००००) पर है। १६६३ में यह 
रॉयल सोसायटी का अधिसदस्य निर्वाचित हुआ । अब यह अधिकतर फ्रांस में रहने 
छगा। १६८१ में यह हॉलेण्ड लौट आया । इसका अधिकांश गवेपणा कार्य रूस 


४ जा अल 
 -०५५ 
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दोना के उच्चत्व समान हा वा क्षेत्रफल में तजिसूज समास्तर-चतुर्मुन का आया हगा 
इसकी उपपत्ति इस प्रकार है 

मान लिया कि त्रिमुज स अल्पाझा (ीलाउट्य5) का बना है जिनमें मे ससे 
छोटा १ है दूसरा २, तो त्रिमुज का क्षेत्रफल 

कत्शकर+रेक - कंस ३ स (स+१) 

और समान्वर चतुर्मुज के प्रत्येक अल्पाश वा परिमाण से है। अत समलेर 
चतुर्मुज का द्षेतफ्ल >ू से । 

इस प्रकार दोनो के क्षेत्रफ्लो का अनुपात 

इस (स+ १) स न 

हुआ जिसकी सीमा ॥ है। 


बॉवलियरी ने इस विधि से बढुत सी छम्बाइया और शेत्रफ्टा आरशिये की 
नियाले । स्पष्ट है ति' इस विधि में पद्पता की कमी है हिल्तु सग्मरत एगीरिे 


से लिल्तीय ([.घ०॥2) शो अपने बाय मैं प्रेरणा मिली हो । 


जिलेस पर्मीने द सववंस (5 0८छथरा॥ट तट रि०श थे) (० 
१६७५) एक प्रामीसी गगितेज्ञ था। मद फ्प्रथ पेरिस ने दो होडिया मंग्राश/४ 
रहा । इस पृष्या ने क्षेत्र और ठोसो के आपतन वित्रने शी ५१ मर 
गा आविष्यार विया जिस 'अविभाज्या की वियि! (#८शो०० पार्क हर 
कहने हूँ । इसते पु्ठा पर स्पर्यों शीचते की एवं साविक दिपि निशा । न्‍ 
प्रषर इस घलन कलन के आवियार ने प्रेरर्का में थिते सपने हैँ। घसने रा 
शत | के होजपतल निपा5 जिसमें से घन (0) धं0व) मौर गरर [क्‍0स:0 ४) 
विधेष उल्टेगनीय हैं। भौतिकों ने होत्र में इसेशा शरगे अभिद अरिएा( 
कबपल शुरप (470067जं 237८०) है। 

शयदल बा एश आय भाविशर बटूए महरवग्रंं हैं। इसने बमशह 


कै 
| ये गाय 
न 


मे 422 
का ठिपट मान निराता, जिरमें ह काई घन पूरा द है। इरर उश्प गाव उ हा 4 


को शाका4 (ग-ह) 
पलक न 


कलन और फलन सिद्धान्त च्ण्‌९ 


ते पर इसने अश्नियत्रों के अति दो पुस्तकों भी लिखी हैं । यह प्रमय इसके 


नम से प्रसिद्ध हो गया है--- 
ममीकरण फ (य) 5०० के दो ऋमागत मूलों के बीच समीकरण फ' (य) 
पे कम से कमर एक मूल अवदय होता है। 
हमने यह प्रमय वहन सरल भापा में दिया है। इसके साथ कुछ घर्ते रहती हैं जा 


[ नहीं दी हे । आज हम आधुनिक विवियों से इस प्रमेम को सरलता से सिद् 
हु किन्तु रोल ने इसे सिद्ध करने के लिए एक बड़ा श्रमसाध्य विधि लगायी 
त्रपात विधि! ((ला०व ० (275८४०८५) कहलाती थी । 
वालिस के कार्य का उल्लेख एक पिछले अध्याय में आा चुका हैं। इसने अनन्त 
परक्तरों पर भी बहुत परिश्रम किया था यद्यपि इसकी विधियों में पत्पता का अमाव 
थी। यह बड़े साहस के साथ अनन्त श्रेणियों, अनन्त गुणनफलों आर काल्पनिक राशियों 
ती प्रयोग करता था। यह 3 के स्थान पर ०० लिखा करता था, और एक वार ता 
वैन यह असमता तक दे डाली थी 
-१ 7>>०० 


इसका एक फल बहुत प्रसिद्ध हो गया है-- 


७.७५.७. ७. ९. ९... --**** 


कलन की भूमिका वाँचने में मी वालिस ने वहुत योग दिया है। इसका विचार 
बाकि एक त्रिमज अनन्त संख्या को समान्तर रेखाओं से बना होता हैं। इसा अकार 
भपिल का निर्माण अनन्त संख्या के चापों से होता है। इसने किसी वक्र के अल्पांझ 
ऊ छम्पाई के छिए यह सूत्र भी सिद्ध कर दिया था-- 


त्ताच ण। १ | तार ) ताय 
ताय 


जिसमें 'च' चाप का निरूपण करता है। 

गिलॉम फ्रेसॉय एंन्टॉयन रू: हॉस्पिटल (जाकर पिशाद05 सदा 
छि0०5७४४) एक फ्रांसीसी गणितन था जिसका जीवन काल १६६१ श्७छण४८ 
था। यह जॉन बोली (][णशऊ्त 3०77०एा)) का जिप्य था जिसका उल्लेख 
बागे आयेगा। पन्द्रह वर्ष की अवस्था में एक दिन इसने कुछ गणितज्ञों की वातचीत 
भुनी जिसमें वे छोग पास्कल के एक कठिन प्रइदनत का उल्लेख कर रहे थे। हॉस्पिटल 
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((.ला३), प्रशाश मे! तरग तिदाल (५७३६० 7८७) ) और अन्य गलद 
विपयो पर है और इसोडिए भौतिती मे क्षेत्र में इसका स्थान बहुत ऊँचा है। विल 
खा में भी इसया बाय बहा महस्पपूर्ण हुआ है। गेखनों (£0टैणक) वी 
भाव संबति पहदे इसी ने दिया है। इसने यह भी सिद्ध शिया है ति चतज रख अपना 
कैल्रण है। इसने और भी व यत्रो पर परिश्रम डिया है, जैगे रमुशा (0४५ 
शी) ), परशु ((/800) और सपुगगकीय बक्र । इसके अतिखित इसने मूपिष्ठ 
और अस्पिय्ठ रिखुआ ()विच्यागउ जात कैश) मे नियमी मी आधुवित हाय 
दिया और गविशोद रेसाओ मे अल्याजोप ([0% ८0.०) विताहने वी दिये 
उपरब्ध बी । 

फर्मा वा उल्हस हम बौजगणित से अध्याय में कर चुवे हैँ। इसे 'अव्यावसाविया 
का संम्राद्‌ कहा जाता है। और उनित ही है। जीवन मर यह सखवारी पता में 
शहा। १६४८ में यह राजा फा परामशंदाता नियुक्त हुआ और मृयु तब उसी स्था्त 
पर बहा । विस पर भी इसने इतना गणितीय कार्य कर दिसाया जा मात्रा में ता अशि 
था ही इानी उच्च कोटि का भी था वि इसे सत्रहती झतादी का सवते बहा गणित 


बह जाता है। 
इसमे सान्देह नही दि फर्मा ने अववलन गणित के मूलतत्त्व वा आविष्ताए ब्यूटत 


और लिज्तीज दे जन्म से पहड़े ही बर लिया था। इसने इस बात वा पता चहायो 
विविसी बच में भूमिष्ठ और अल्पिष्य विन्दु वही होते है. जहाँ स्पर्शी याक्ष (६-०७) हैं 
समान्तर हो। और ऐसे विन्दुओ की स्थिति इस समीकरण 
फ (य)5२० 
के मूला पर निमर है। इस प्रवार हम वह सकते हैं कि अवकलन गणित के आविष्कार 
की प्रेरत शक्तियों में फर्मा का नाम उपक्षणीय मही है। 
हमने ऊपर वहा है दि स्वर्व ने समाकल 


|. या ताय 
० 
का मान द के घन पूर्णाक माता वे लिए निकाल लिया था। कर्मा ने इस फल वी 
विस्तार, श के भिन्नात्मक और ऋषात्मक माना के छिए भी कर दिया। 
इस सम्पन्ध में मिशैल्त रोल (#शाटाट! 7१०॥८) का नाम भी उल्लेखनीय 


है। इसका स्थिति काल १६५२-१७१९ था। यह फ्रास के युद्ध विमाय में नियुक्त 
आग ककिस्त डस पाशित कया शौक था | इसने ज्यामिति पर अनेक अभिपत्र लिखे हे! 


ड 


प्न्द १ 
कलम और फलच सिद्धान्त ३५६ 


बेर अवकलन और समाकलून के पारस्परिक सम्बन्ध को भी जानता था किन्तु 
ऊमने प्रश्नों के हल करने में उसका कभी प्रयोग चहीं किया । 


(४) कलद को पूर्व की देन 


वह कहना तो ग़लत होगा कि पूर्व में भी कलन का विद्या के झूप कप हो 
चुका था। किन्तु पूर्व के कुछ गणितज्ञों ने इस दिशा में जो दो चार उलटे सीचे पग उठायें 
, उनका उल्लेख करना भी आवश्यक है। ताबित इब्न कोरा का नाम हैः पिछले 
पध्यायों में ले चुके हर । इसने ८७० ६० के लगभग प्रवलयज (एश्लार्कएर्णणंत ) का 


आयतन निकाला था। फिर सैकड़ों वर्ष तक इस दिला में कोई उल्लेखनीय कार्य 
नहीं हुआ। 


धर ८: 


| 


सबरहवीं शताब्दी में जापान में सेकी काँवा का प्रादुर्माव हुआ । इसकी कृतियों 
के उल्लेख हम पिछले परिच्छेदों में कर चुके हैं। केवल एक बात कहने योग्य रह गयी 
है। जापानी गणित में वृत्त सिद्धान्त' ((जा०० एमगएलंए०) की चर्चा मिलती 
हैजिसे शरेत्रो विधि! भी कहते हैं। इसी विधि से जापानियों ने एक भकार के कलन का 
विकास कर लिया था। वास्तव में उक्त विधि का जल्मदाता कौन था; यह #हनी 
कठिन हैं। कुछ लोगों का अनुमान है कि इसका आविष्कार सेकी काँवा ने ही किया 
था किन्तु इसकी प्राप्य क्ृतियों में कहीं भी उक्त सिद्धान्त का उल्लेख नहीं मिलता । 
“त्री नाम कहाँ से आया इसके विपय में छोगों ने यह अटकल लरूगायी हैं कि सम्मद है 
यह नाम चीनी लेखक छाइ येह की उस कृति से लिया गया हो जिसका नाम ससे 
ख़न हाइचिय' था। इस नाम का अर्थ है समुद्र दर्पण, वृत्त, का चाप । न्‍ 


इस सम्बन्ध में और भी कई जापानी गणितज्ञों के चाम उल्लेखनीय हैं। इसोमूरा 
उल्लेख हम अन्यत्र कर चुके हैं। इसकी कृतियों में आदिम समावतत का अटल 
्ड्ठ बामास मिलता है। इसकी प्रमुख पुस्तक केत्सुगी शॉ १६६० में छ्पी थी जिस 
ध पहुत से भदनों के हल दिये गये ये । एक अन्य जापानी गणितज्ञ था नोजावा हा 
फने १६६४ में एक ग्रन्थ 'डॉकाइ शा' प्रकाशित किया जिसका विषय ५; 
(वातावरण ) था। इसमें इसोमूरा की समाकलछन विधि को और आगे 
बढ़ावा गया या। जापान का ही एक गणितज्ञ था सावा यूची काजूबूकी। ६७० 
में इसकी एक पुस्तक 'कोकोन सम्पॉकी' प्रकाशित हुई। इस नाम का अर्थ है गणित 
दी पुरानी और नयी विधियाँ !! उक्त पुस्तक के एक पृष्ठ का चित्र हम यहाँ देते है । 


३६० गणित का इतिहास 


ने कहा कि “में इसका साघन कर सकता हूं,” और वुछ ही खिवों में उसने प्र 
हल करके दिखा दिया। 

हॉस्पिटल का विचार सेना में भर्ती होते का था किल्तु दृष्टि की इु्वछता वे बारय 
उसकी यह साथ पूरी न हो पायी। जीवन के तीसरे पन में उसने अपना समय गति 
के अध्ययन में ही विवाया। १६९६ में जॉन बर्नोंठी से यह समस्या अस्तुत की के 

“एक कण एक विन्दु का से दूसरे यिन्दु खा तक गिरता है। वह विस वक्त 
अनुदिश गिरे कि समय कमर से कम लगे?” 

इस प्रइन का उत्तर वई गणितज्ञो ने दिया था जिनमे से एक हॉस्पिटल मो या। 
गणित के विद्यार्यी जानते है कि उतने श्रइव का उत्तर है--पत्रज। ऐसे वकूरों 
द्रवतमपात वत्र' (छन्‍ननथा/5४0८शणवा८) कट्धते हैं । 

आइज्ञाक बेंरो (539० 02707) एक अग्रेज़ गणितज्ञ और पादरी पा 
जिसका जीवन काठ १६३०-१६७७ था। इसने कवेम्ब्रिज में साहित्य; विात और 
दर्शन वी शिक्षा प्राप्त की। तत्पश्चातू इसने फ्रास; इटली, टर्की आदि का अमर वियी) 
१६५९ में इग्लेंगड छोटने पर यह गिरजा में नियुक्त हो गया । १६६० में यह बेंगििज 
में प्राध्यापत्र नियुक्त हो गया। १६६३ में यह रायल सोसायदी का अधिसदर्य विवोर्ति! 
हुआ। १६६४ में यह केम्प्रिज़ में गणित वी एक गही पर तिबुक्त हुआ। ! ६६ 
में इसने न्‍्यूटन वे पक्ष में त्याय-पत्र दें 
दिया। १६७५ में यह केम्ब्रिज विश्व- 
विद्यालय का बुल्पति हा गया। 

अग्रेज़ों की दृष्टि में न्यूटल को छोड़- 
मर इग्टेण्ड वा सबरी बडा गणितज्ञ बेरों _>८ 
ही पा । इसत्री विशेष रचि ज्यामिसि | 
और चाक्षुप्री में थो । सदि इसने इन्टी 
विधया पर अपना चित्त शराग्र जिया 
हाता सती सम्मदत दसगे मी अपर. वित्र ८3--बेरो अशवलस शिमुत 
स्याति प्राप्त भी होती । 

इसमें सन्‍्देषट नही हि बेंटो को अवकादन दिया वा हुए हुए थाशय मिे इस 
था। बंधे की उति थी हि गद़ि रिसी वर पर धोई बिटु प० एश गिवर बिखु का 
की आर अराता जाये तो अन्त में घाप पापा एप अध्याप राशि ही जायेगी ईर7 श्ि 
सर दिमुरझ दा पा वा ह7 शोग यो अदर विमर्श कटे ग्हेा 


फ् 


५2) 


ञ््ग 


हर फलन सिद्धान्त टू? 
कलम और पलन सिद्धान्त रेदर 


कजन आर संमाइ्खय के पार फ्गः ; सम्बन्ध हो ही जानता था फिन्‍्त 
वाजन आर समाक्छस दा परास्दपारक है तहत छा नी जानता थ किन्तु 


जज 


हल दारने में उसवाग सम गग नहीं किया 
; हल करने में उसका कामी प्रयोग नहीं किया । 


(४) कलन फो पूर्व की देन 
ना तो शत होगा कि पूर्व में नी सत्लन का घिय्या के रुप में विकास हो 
न्तु पूर्व के कुछ गणितज्ञों ने इस दिशा में जो दो चार उल्टें सी पग उठाये 
फेस करना भी आवद्यक है। ताबित इब्न फोरा का ताम हम पिछडे 
है चुके हैं। इसने ८७० ई० के 
काला था। फिर सैकड़ों वर्ष 
। 


उुगमग परवलयज (2000०) का 
तक दस दिशा में कोई उल्लेग्ननीय कार्य 


इसकी कृतियों 


एी शताब्दी में जापान में सेकी कॉवा का प्रादुर्गाव हुआ। 
गयी 


हम पिछले परिच्छेदों में कर चुके हैं। केवल एक वात कहने योग्य रह 
गी गणित में 'वृत्त सिद्धान्त (एाप्नेण एप लंण०) की चर्चा मिलती 
श्री विधि' भी कहते हैं। इसी विधि से जापानियों ने एक प्रकार के कलन का 
र लिया था | वास्तव में उवत विधि बग जन्मदाता कौन था, यह कहना 
| कुछ लोगों का अनुमान है कि इसका आविष्कार सेकी काँवा ने ही किया 
इसकी प्राप्य क्ृतियों में कहीं भी उक्त सिद्धान्त का उल्लेख नहीं मिलता । 
| कहाँ से आया इसके विपय में लोगों ने यह अटकऊ लगायी है कि सम्भव है 
गरम चीनी छेखक छाइ येह की उस कृति से लिया गया हो जिसका नाम त्से 
इ चिग' था। इस नाम का अर्थ है समुद्र दर्पण, वृत्त, का नाप ! 


; सम्बन्ध में और भी कई जापानी गणितज्ञों के नाम उल्लेखनीय हैं । इसोमूरा 

डेख हम अन्यत्र कर चुके हैं। इसकी ऋृतियों में आदिम समाकरून का कुछ- 

भास मिलता है। इसकी प्रमुख पुस्तक केत्सुगी शों १६६० में छपी थी जिस 
'से प्रइनों के हल दिये गये थे । एक अन्य जापानी गणितज्ञ था नोज़ावा टाइको । 
१६६४ में एक ग्रन्थ 'डॉकाइ था प्रकाशित किया जिसका विषय समापिकी 
0घग4009) था । इसमें इसोमूरा की समाकलन विधि को और भागे 
: गया था। जापान का ही एक गणितज्ञ था सावा गूची काजूयूकी। ६१६७० 
की एक पुस्तक 'कोकोन सम्पॉकी' प्रकाशित हुईं। इस नाम का अर्थ है गणित 
रानी और नयी विधियाँ ।' उबत पुस्तक के एक पृष्ठ का चित्र हम यहाँ देते हैं । 


६१ गणित का इतिहास 
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चित <८--जापान में कछन का उद्भत्र । 


[ जिन एण्ड कग्पनी की अनुद्या से डेविड यूजीन रिमथ की दिस्टी ऑक गेंवेंमेंखिसस' है 
प्रत्यु धादित ।] 
यह उद्धरण जापानी पुस्तक कोकोन सम्पोकी (१६७०) से लिया गया है। 


उपरिलिखित पुस्तक में भी समाकछन की रूपरेखा स्पष्ट दिखाई देती है। इत 
विधि से इसोमूरा ने वृत्तो का क्षेत्रक्लन क्या था। १६८४ में इसने एक ग्रन्य प्रकाशित 
किया जिसमें यही विधि गोले के आयतन वलन पर लग्रायी थी। इसी विधिवा 
प्रयोग जापान के सत्रहवी झत्ताव्दी के अन्य कई गणितज्ञो ने क्या है। इस सम्बन्ध 
में दो नाम उल्लेखनीय हैं--मोचीनागा और आंहाशी | इनत्री एक पुस्तक १६८७ म# 
प्रवाशित हुई जिसका शीर्षक था 'काइसव की कॉसोकू' । हम यहाँ उक्त पुस्तक वे 
मो एक अद्य का चित्र देते है। इतकी विधि वही थी जो सावागूत्ी वी थी। 

हम यहाँ एक जापानी गणितज्ञ व और उल्लेस करेंगे--मत्यूनागा दया हिला 
यह सेकी के एक शिष्य का शिष्य था। इसने ये त्री विधि से ही पचास दशमलब रथारनों 


न 


६्‌ 


हि 


फलन भौर फलत सिदान्त 


कर का ७. फीसत में > फ्रत्ट सना है कि इसका! 
तक का मान निकाला था। इसके जीवन के विपय में केबद इतना पता हू किक लक 


झ्सदा गा 


ज़र्ववास १७४४४ में हा 
१४४४ में हुआ था। 


ज्त्पत पे सेट .2 
०३७ 3 | $ है यश, हक 


श्र 
-न४: 





करण 


चित्र ८९--जापान सम करून का उद्भव (१६८७ के एक जापानी ग्रन्य से) 


[ जिन एप्ट कम्पनी की अनुणा से, टेविड बूजीन स्मिथ करत 'हिसद्ी आक मेंथमेंटिक्स' से 
अध्युल्लादित ।] 


(५) च्यूटन और लिब्नीज्ञ 


च्यूटन का जीवन वृत्तान्त हम एक पिछले परिच्छेद में दे चके हैं। न्यटन की एक 
उक्ति आज कहावत वन गयी है-- 


"पैं नहीं जानता कि मैं संसार को किस रूप में दिखाई पड़ता हूँ। मुझें तो ऐसा 
प्रतीत होता है कि में एक बच्चा हूँ जो ज्ञान के महासागर के किनारे पर खड़ा खेल रहा 
है। मैं प्रयत्त करता हूँ कि खेल ही खेल में मुझे (ज्ञान का ) कोई चिकना कंकड़ अथवा 
सुन्दर कौड़ी मिल जाय किन्तु सत्य का अथाह सागर तो मेरे लिए अज्ञात ही रहेगा ।” 


हम देख चुके हैं कि न्‍्यूटन के पूर्वगामियों ने कछन के आविष्कार के लिए भूमि 
तैयार कर दी थी। न्‍्यूटन को उसमें वीज डाछ कर पौधा उत्पन्न कर देना था। न्यूटन 
ने एक स्थान पर कहा है कि “मैं दिग्गजों के कन्वों पर खड़ा हूँ ।” निस्सन्देह्‌ कलन के 
क्षेत्र में उसका तात्पये दः कातें, फ़र्मा, वालिस और बेरो से था और भौतिकी के क्षेत्र में 
कैपलर और गेंलीलियो से । ह 


जैडड गणित का इतिहास 


करन के सम्दस्ध में न्यूटन के मस्तिष्क में तीन प्रकार की विचार घाराएँ घी- 
(7 ) अनन्त हूघु राधियाँ (#शप्टेए छगशी वुघक्ाध7%) 

(7 ) प्रवाह विधि ((थय०व ० फ्रफतणा5) 

(7) सीमा विधि (#४००४०० ०7.5) 

इनमें से पहली विधि वा तो उसने कुछ समय पश्चात्‌ त्याग कर दिया 


प्रवाह विधि 


मान लीजिए कि एक पिन्दु निरल्तर यति से चलकर एक वन वा सर्जन का है। 
ता वह अत्यल्प समय में अत्यत्प दुरी प्रार करता है। इस दूरी दी न्यूटन बिल वा 
भूर्ण (7707८7£) कहता है। और समय से इस घूर्ण का जो अनपात हाता है जन 
न्यूटन ने प्रवाह नाम दिया है। 


अत प्रवाह-- परित दूरी | 
अन्यल्प समय 
इस सम्बन्ध में दो प्रश्न उपस्यित हात है-- 


(१) यदि उत्तरित दूरी का सूत्र दिया हा तो दिसी विशिष्ट क्षण पर वि री 
क्या वेग होगा ?ै 

(२) यदि वेग दिया हो तो किसी विशिष्ट समय में विन्डु कितनी दूरी परे 
करेगा ? 

हम उक्त विषय की कल्पना इस प्रकार भी कर सकते हैं--- 

मान लीजिए कि एक ताल में कुछ पानी भरा है जो प्रतिक्षण बब्ता जाता है। 
जछ की वृद्धि की दर निकालने के लिए हम देखेंगे कि कितने समय मैं उसकी ऊँचाई 
वितनी बढ़ी ! फिर छोचाई की थृूद्धि को समय से भाग दे देंगे । वद्वी वृद्धि की दैए 
होगी। 

ज्यामितीय क्षेत्र में इसी प्रवाह से त्रिसी रेखा का ढाल नापा जाता है। 


चित्र ९०--क्सो ज्यामितोय रेखा की ढाल नापता। 
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नब शव समोकरण 


गॉ-क यो क ये र-र-5० (४) 


ढोजिए || 
बत्त्प समय में य, र में फ्रमणः यं०, रं० को बूद्धि हुई। अतः राशियाँ मे, र 


वैन ब+बं०, र--२० हो गयी। 


बतएवं समीकरण (३) में य, र के र न पर य+-य॑ ०, रन ० रखने से हमें 
भष्त होगा 
(पकय॑ ०)-..क (प्रन्‍य ०) +-क (यन+-यं ०) (रनरं ०) 
- --(र+-२₹ं०) ००, 

भर्थात्‌ यौ-क ब'--क यर-र 

नरेयीयें ०।-३यये ०१-)-योँ ० 
एरकयये०-कर्यों ० 

फकयर ०+कर्य ० र+ करयं रं ० 
ऊझाओे रो र॑ ०-३ रस ०१२ ० पत० 


काम 
बन 
नी 


() को (॥) में से घटा कर ० से भाग देने पर 


३६६ गणित का इतिहास 


या यव रे यय' ०कय' ००.२ व यय--_ य ० 
वयर+ क्य र+बा य र ०--३ र' र-.३ रर॒ ०-२ ०६० 
हमने ० को एयः अत्यल्प राधि माना है। अत शिन पदों में मट शशि अप 
इसका कोई घात आता है, वे नगण्य हे । ऐसे पदो वी उपेक्षा करने से, 
३यय-२ न ययक+व य र+ब य २-३ र'र०. (४) 
पाठव देसेगे वि यदि हम समय को म से निःूषित वरे और 
ताय__ तार 
तामय 7? तम 
लिस तो आधुनिक ढय से (+) वा अववलन करने पर हमें समीवरण (!४) ही प्रा 
हागा। हम यहाँ लण्डावकलन (7३7७४) 7)लिश्एध40०॥) और पुर्णाविषः 
(प०छ 70 क्षियाध7४07) बे सबेतों बे अन्तर का विचार रही वर रहे हैं । 
सीमा विधि 


जितने समय मे प्रवाही राशि य बढ कर य+-० हो जाती है, उतने समय में शा 
या बढ कर (_+०)" 
हो जाती है। 
ड्िपद प्रमय से इस व्यजक का प्रसार करने से हमें 
स(स--१) 
न ३ 


व्ञ्रे 


योफेसण्य णौय 


प्राप्त ह्वाता है । गे 
अत जितने समय में राशि य में ० की वृद्धि होती है उतने समय म राशि 
सन्न्स 
क-0 
सण्य + डर 


की वृद्धि होती है। इन दोनो वृद्धियों का अनुपात 


ब्प्यष 





फकलन और फलन सिद्धान्त ३२६७ 


बंद यदि वृद्धि ० घून्य हो जाती है तो झह अनुपात 
१:सया 
हो जाता है। अत: 
राक्षि य का प्रवाह १ 





राशिय का प्रवाह सय ४ 

आवुनिक भाषा में हम कहते हैं कि 

"राशिय' का, य के प्रति, अवकल गुणांक य॑' होता है। 
हमने उपरिलिखित प्रसार में वृद्धि के लिए चिह्न ० का प्रयोग ३90 2 
के लिए किया है। इस चिह्न का अर्ये 'शून्य' नहीं गाना चाहिए। 


लिग्नीज 


गॉटफ्रायड विलियम लिब्नीज़ (50#57०व स्ीटीाओ स्‍,लणांट) का ला 
28 १६४६-१७१६ था। इसके पिताजी एक उच्च घराने के थे और नैतिक 
दशन के प्राध्यापक थे। इसके पुरुखे तीन पीढ़ियों से जर्मम सरकार की नौकरी 
फरते आये थे। प्रारम्भ में लिब्तीज़ का प्रवेश छाइप्जिग ([.अं9थं8) के एक 
स्कूल में कराया गया, किन्तु यह ६ वर्य का ही था जब इसके पिता का देहावसान हो 
गया। तब से इसकी शिक्षा स्वाध्याय द्वारा ही हुईं। इसके पिता ने इसे वचपन से ही 
इतिहास का शौक़ दिलाया था। आठ वर्ष की अवस्था में ही इसने लेंटिन भी सीख ली । 
१२ वर की अवस्था में यह ग्रीक माया सीखने छगा और लेंटिन में पद्य रचना करने 
लुगा। तत्पश्चात्‌ यह तर्क-शास्त्र के अध्ययन में लग गया और १५ वर्ष की अवस्था में 
कानून की शिक्षा के लिए इसने लाइप्जिग विश्वविद्यालय में नाम लिखा लिया। 

पहले दो वर्ष तक तो लिव्नीज़ ने दर्शन का अध्ययन किया । सम्मवतः इन्हीं 
दिनों इसका संसर्ग पूर्वगामी दिग्गजों की कृतियों से हुआ, जैसे कैपलर, गेलीलियो, 
कारंत, द; कातें । तब इसने गणित के अध्ययन का निश्चय किया । किस्तु 
इसकी गणितीय शिक्षा सुचारु रूप से तभी आरम्म हुईं जब कई वर्ष पश्चात्‌ 
इस की पेरिस में हाइगें'स से मेंट हुईं। अगले तीन वर्ष लिब्नीज ने क़ानून का अध्ययन 
किया और १६६६ में डाक्टर की उपाधि छेने का प्रयत्व किया । इसकी' अल्पावस्था 
के कारण इसे उक्त उपाधि नहीं मिल पायी । इसने झूंझल में आकर सदेव के लिए 
लाइप्जिग छोड़ दिया । उसी वर्य नूर॑म्बगें (एघ्ा८०णपा४) में इसे डाक्टर की 


उपाधि मिली । - साथ ही इसे क़ानून के प्राध्यापक को गदही भी मिल रही थी किन्तु 
इसने उसे अस्वीकार कर दिया। कड 5 2 "जा 


बै६८ गणित का इतिहास 


डिब्नीज़ अमी २१ वर्ष का भी नही था । किन्तु इसी अल्पावस्था में यह कई 
अमिपत्र छिख चुका था। ये छेख दार्थनिक विपयो पर थे । इन छेसो से इसकी 
स्याति फैछ गयी और इसे सरकारी नौकरी भी मिल गयी । 

हिव्नीज की प्रतिमा बहुमुखी थी । इतिहास, कानून, साहित्य, धर्म, त्वशास्त, 
दर्शन---समी में इसने रूम्बे ठम्बे हाथ फेंके हैं । इनमें से प्रत्येक विषय में इसका काम 


हि 





क जररतथ कक समलाेक 


| 


वित्र ९१--लिब्नोज (१६४६-६७१६) 


[ झोवर एच्शिकेश स, इन्वार्पेरे टैंढ न्यूयॉरदे--१ ०, बी अलुश ऐड रटडरक इत ए का साइज 
हिरदी भाफ़ मेंथेंमेटिवस' ( १ ७५ डॉल्र ) से प्रयुपादित] 


छलन और फरून सिद्धान्त ३६९ 


उतना महत्वपूर्ण हुआ है कि उसी से इसका साम अमर हो जाता । इसीलिए कुछ लोग 
के हैं कि लिव्नीज ने एक ही जीवन में अनेक जस्म भोग छिये । 

(६७२ में लिब्तीज की हाइग स से मेंट हुई । कई वर्ष तक हाइग स ने लिव्नीज 
कोगणित की शिक्षा दी । इन्हीं दिनों लिब्तीज़ ने एक परिकरन यन्त्र ((:अंट्पांवताटट 
200९) वनाया। पास्कल के यन्त्र से तो केवल जोड़ना और घढाना ही 
पम्मव था। लिब्नीज़ के यन्त्र में गुणा, भाग और वर्गमूलत का भी समावेश था । 
६७३ में बह लन्दन गया जहां इसने अपने यन्त्र का प्रदर्शन किया । यह रॉयल सोसायटी 
हे अधिसदस्य बना लिया गया। कुछ महीने पश्चात्‌ यह पेरिस लौटा और तभी से 
का उच्च गणित का अध्ययन आरम्स हुआ जिसकी पराकाप्ठा अवकलन गणित 
भौर समाकलछन ग्रणित में हुई । 


६७६ में लिब्नीज़ हनोवर (रशा०ए८) चला गया और फिर चालीस वर्ष 
वहीं ब्रन्स्विक (छप्वाएफ़्मंट:) परिवार की सेवा में रहा। यह उक्त परिवार 
* उत्लकालय का अध्यक्ष भी था। जीवन के अन्तिम दिन लिब्तीज़ के रोग शय्या पर 
हट। इसकी मृत्यु पर किसी ने दो आँसू भी न वहाये | अन्तिम प्रयाण के समय इसके 
सचिव के अतिरिक्त और कोई भी उपस्थित नहीं था। एक व्यक्त ने आँखों देखा 
होड़ लिखा है कि “लिब्नीज़ के अन्तिम संस्कार उसकी प्रतिप्ठा के अनुकूल नहीं 
: है| वरन्‌ ऐसे हुए जैसे किसी डकैत के हुआ करते हैं ।” 
लिब्नीज़ का एक महत्त्वपूर्ण आविप्कार यह है 


__ है 8. 
द्धतत १ हा तय रस चु+-०००००५०५०० 
इस श्रेणी का आविप्कार ग्रेगरी पहले ही कर चुका था । १६७३ में लिब्नीज़ 


गे एक और फू सिद्ध किया-- 


वर 


स्पं यज्य श्र यौ-- प्‌ यॉ-- "रे सं 22, 
इस श्रेणी को भी ग्रेगरी निकाल चुका था। और अन्नाहम शार्प (39थीशा। 
आधा) (१६५ १-१७४२) ने इसी के भ्रयोग से ७२ स्थानों तक »* का मान 
निकाला था। जॉन भेशिन (०5 शनटंगंए) (१६८०-१७५१) ने इसी श्रेणी 
से यह्‌ निष्कर्ष निकाला : 


कल ४ रै हो “रै १ 
3243 ७४%: 


जी 


३७० गणित का इतिहास 


ओर इसकी सहायता से १७०६ में १०० स्थानों ठक + वा सास निवाला | १८४४ में 
विलियम शेवस ( छाया 5005) (१८१२-८२) ने मशिन सूत्र के प्रयोग 
स - का मान ७०७ स्थातां तक निकाला । 
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चित्र १२--हछिब्तीज़ का कलन पर पहला अभिपत्रा 
[ झोवर पब्लिकेटस इन्सापों रेटेंड न्यूयाक-१ ०, दी अनुद्या स ढी स्ट.इक कृत दकान्ताइड 
दिखी बाफ में थरमेंटिफस ( ६ ७५ डालर ) से प्रयुत्वादित )] 
३६७३ में किब्तीज़ न बको वे क्षेत्रकखन पर एक अभिपत्र झिखा | उसमें वह 


कलम और फनन सिद्धान्त ३७१ 


प्रमेय प्रतियादित किया गया था--अवोलम्तर और मुज के अल्पाश का आयत कोटि और 
उसके अत्यांग के आयत के बरावर होता है। साॉकितिक माया में हम कहेंगे कि 

ब तोब- र तोर [छरएिनाणाए्व> ४ - ) 59] 

इस समीकरण से लिव्नीज यह निकर्य निकालता है 

>बतोय | 2“ रतोर 

हमने यह समीकरण आधुनिक संकेललिपि में लिखा है । लिव्नीज ने के 
स्वान पर 'णाएा' का प्रयोग किया था जिंसका अर्ये हैं समस्त ।' दो वर्ष पदचात्‌ 
उसने '०घ०' के स्थान पर 'छाया३७/ का पहला वर्ण '७ प्रयुवत किया और उसे 
विकृत करके यह रूप-- | दे दिया । 

लिब्वीज़ ने इस प्रभेय का प्रयोग किया कि उपरिलिखित समीकरण के दक्षिण 
पक्ष में भून्य से लेकर समस्त आयतों को जोइने से कोटि के वर्ग का आधा प्राप्त होता है । 
ओर इस प्रकार यह्‌ सूत्र निकाल लिया-- 


| रुतारजर 


लिज्नीज ने देखा कि संकलन का संकेत | फलन के घात की बढ़ा देता है। अतः 
उसने सोचा कि इसका उल्टा प्रसर---अवकलरून- फलन के घात को घटा देगा । इस लिए 
उल्टे प्रस॒र॒ का संकेत उसने ')व्पथा८० का वें रखा और इसे हर में रखा-- 


350० 


इसका कारण यह रहा होगा कि साधारणतबा भाग हारा फलन का लात घट 
जाता है। जिस पाण्डुलिपि में ये संकेत पहले पहंछ प्रयुक्त हुए थे, २९ अक्तूबर 


१६७५ की लिखी हुई थी । अतः उक्त तारीख कलतत के इतिहास में चिरस्मरणीय 
रहेगी। 


रा । 


>० | ४७ 


लिब्नीज़ धीरे घीरे अपनी संकेतलिपि में परिवरतेत करता गया और कुछ समय 
परचात्‌ उसने 


ब्र 
का के स्थान पर. 4: 


लिखना आरम्भ कर दिया। बहुत दिनों तक वह यह नहीं समझता था कि & 69 
और 4 (४५) में क्या अन्तर है। 


रे७२ ग्रणित का इतिहास 


१६७७ में लिब्नीज़ ने एप और अमिपत्न छिया जिसमें अववलन ने बुछ नियम 
दिय जैंरा फ़ुखनों के योग, तियोग, गुणा और माग वे । उउत अमिपत्र में वृषठ उदाहरण 
भी दिये थे-- 


ताशयों-- 
५४५ 


जा 
ता -ह्ूच्-->च 
् है कि ये दोनों फल गछत है । एवं अन्य स्थान पर पिछले फठ था शुद्ध 
मान --“क्ू भी दिया था। 


लिब्नीज्ञ के ये आविप्वार छिसित रुप में १६७५-७७ में आ गये थे बिन्‍तु इतता 
प्रबाशन १६८४ और १६८६ में हुआ | न्यूटन ने अपने आविप्वार तीन पुस्तिकाओं 
के रुप में १६६६, ७१ और ७६ में लिखे विन्तु उनका प्रकाशन क्रमश १७१६; १७२६ 
और १७०४ में हुआ। 

१६९२ मे न्यूटन रोग-्रस्त हो गया। उसकी भूख मिट गयी और निद्रा ने मी 
उसका साथ छोड दिया । अगरछे वर्ष जब वह रोगमुक्त हुआ तो उसने पहले पहल 
सुन्रा कि यूरोप के महाद्वीप मे लिब्नीज़ के वरून का प्रचार हो चुबा है भौर सब छोग 
उसी को उसके आविष्कार का श्रेय दे रहे है । इस प्रकार यूरोप और इम्हण्ड में प्राय- 
मिकक्‍ता या विवाद” उठ खडा हुआ। न्यूटन के समर्थन खुले आम बहने छगे कि लिव्लीज 
ने न्यूटन के गवेषणा कार्य की चोरी की है। यह सव को पता था वि छिव्नीज १६७३ 
में हन्दन गया था । और न्यूटन 'प्रवाह विधि! पर अपनी पहली पृस्तिवा की पाएड 
किपि १६६६ में ही तैयार कर चुक/ था । अत लोगो ने यह अनुमान छगाया कि 
लिव्नीज ने अपस्मात्‌ अथवा घोके में उक्त पाण्डुलिपि प्राप्त कर ली और उसमे से कुछ 
सामग्री उडा छी। 

गणित के इतिहास में इस ढय के विवाद वा कोई दूसरा उदाहरण कटिताई से 
ही मिलगा। पत्रो और पत्रिकाओ में अनेक लेख प्रकाशित हुए और रामेंल सोसायटी 
ने उद़त विवाद पर अपनी भ्रतिवेदना देने के लिए एव. विशेष समिति नियुक्त की । 
प्रतिवेदना १७१२ में प्रकाशित हुई और उसवे आधार पर इग्लण्ड वाल्य ने यह निर्यय 
कर दिया वि छिव्नीज़ ने बेईमानी की है। १८४६ में डी मॉर्गन ने उक्त विवाद पर 
पुनविचार किया और ल्ब्नीज़ को निर्दोप झहराया। 


करूत शीर फरूस सिद्धान्त इछर३े 


.... थप और लिब्तीज़ का पारस्परिता सम्बन्ध आरम्भ में बहुत अच्छा था वल्कि 
एक दुसरे का आदर करते थे और घनिप्ठ मित्र थे। किल्तु उपरिल्िखित विवाद 
उनमें कदुता जा गयी और वह एक दूसरे से कुनद करने छगे। इस प्रकार एक निराधार 
गत के कारण दो मित्र एक दूसरे से एथक हो गये। विवाद के समस्त पक्षों पर विचार 


ते हंस इन निन्‍्कर्पों पर पहुँचते हैं--- 

(१) च्यूटन ने कलन का आविष्कार छिव्मीज़ से कई वर्य पहले किया । 

(२) यह सम्भव है कि लिब्नीज़ ने उड़ते उड़ते न्‍्यूटन के कार्य का कुछ आभास 
पा लिया हो ] 


(३) जब लिब्नीज़ लन्दन गया, उसके न्यूटन की हस्तलिपि प्राप्त कर लेते की 
पेनिक भी सम्भावना नहीं है। 


3...) छिव्नीजञ की का प्रणाली न्यूटन की प्रवाह विधि से सर्वथा भिन्न है। 
| विभिन्न मार्गों से दोनों एक ही स्थान पर पहुँच गये । 

(५) प्रकाशन में छिब्नीज़ न्यूटव से कई वर्ष पहले रहा। 

पे: लिव्नीज़ पर चोरी का आरोप छगाना मिथ्याचार है। कलून के आविष्कार 
श्रेय न्यूटन और छिव्नीज दोनों को मिलना चाहिए। 


(६) पश्चिस सें आधुनिक काल 
. (सत्नहवीं, अट्ठारहवीं और उन्नीसवीं शताब्दियाँ) 
बर्नोली (8०४०) परिवार 


वर्नोी परिवार का इतिहास बड़ा ही विलक्षण रहा है। तीन पीढ़ियों में इस 
ि में नौ गणितज्ञ अथवा भौतिकीज्ञ हुए हैं जिनमे से कई का कार्य तो अद्भुत हुआ 
हैं। किसी भी विपय के इतिहास में ऐसा ज्वलून्त उदाहरण कठिनाई से ही मिलेगा । 
पैन नौ में से चार की कृतियाँ इतनी महत्त्वपूर्ण हुईं कि उन्हें पेरिस की विज्ञान परियद्‌ 
पे विदेशी सदस्य निर्वाचित कर लिया । आज तक उक्त परिवार की सन्तत्ति में १२० 
पैशजों का पता चल पाया है जिनमें से अधिकांश बड़े मेबावी हुए हैं। इन्होंने भिन्न 
भिन्न क्षेत्रों में प्रमुखता प्राप्त की है---विज्ञान, साहित्य, प्रशासन, कला, क़ानून आदि | 
अप व्यक्तियों मे से भी एक भी ऐसा नहीं है जो अपने व्यवसाय में असफल रहा हो । 
और एक विश्येपता यह भी है कि इस परिवार के जो सदस्य गणितज्ञ हुए हैं उनमें से 
अधिकांश ने पहले कोई अन्य व्यवसाय अपनाया, और तत्पश्चात्‌ परिस्थितियों ने 


बेज४ गणित का इतिहास 


उन्हें गणित के क्षेत्र में घकेल दिया। यूँ बहता चाहिए कि गणित उनके गठे पड 
गया। हम यहाँ उक्त परिवार की वशावली देते हे-- 
निकोलस अग्रज (१६२३-१७०८) 





| ७ ७ 
जेवय १ निकोलस १ जॉन १ 
(१६५४-१७०५) (१६६२-११६) (१६६७-१७४८) 





निकोल्स २ | वबआकी। 
(१६८७-१७५९). निकोल्स ३. इतियेक १ जॉन २ 
(१६९५-१७२६) (१७००-८२) (१०१०-३०) 


जॉन, है 5 मकर के 2 ३ 
(१७४६-१८०७ ) (१७५१-१८३४) (१७५९-८९) 

बर्नोली परिवार १५८३ में एण्टवर्ष (877८7) से भाग कर स्विद्शरणेंट 
आया था। जहाँ तक पता चला है इस परिवार के सबसे पहले पूर्वज ने एक ब्यापाएे 
की लडकी से विवाह क्या था। तंब से इस परिवार का व्यवसाय व्यापार हीं 
गया जिसमें पीढी दर पीढी ये लोग वैसा कमाते गये । गणितीय परम्परा तिकोठर्स के 
पुत्रों से आरम्म होती है जा स्वय एक व्यापारी था। 

जेक्व (9८०9) १ अथवा जेंक (]८प०८) १ (१६५४-१७०५) ने 
पहले धर्मशास्त्र का अध्ययन किया किन्तु इसकी अभिरुचि गणित, मौतिशी 
ज्यौतिष मे थी। फ्रास, हॉलेण्ड, बेल्जियम और इस्लेंण्ड का चक्कर लगाकर १६८ 
में यह स्विटूजरलण्ड लौटा और तव इसने क्छन का अध्ययन आरम्म किया। (६८७ 
से जीवन पर्यन्त यह बेसिक (02) म॑ गणित का प्राघ्यापक रहा । यदि इसके 
पिता की चली होती तो यह घ्॒मं प्रचारक हुआ होता । इसीलिए इसने अपने जीवन में 
इस कहावत को अपनाया--“अपने पिताजी की इच्छा के विरुद्ध में सितारों की 
अध्ययन क्खूँगा। 

तीन शाखाओ मे जेकव का कार्य महत्त्वपूर्ण रहा है-- 

(३ ) सम्माव्यता सिद्धान्त 

[7 ) वेस्लेपिक ज्यामिति 

(४) विचरण कलन ((जॉव्याफ 66 एडशअफग) 


विचरण कछन का उद्गम लोकोक्तियो पर आघृत है। कहते है कि जब वायर्ज 
अर पक सी दे 20 7 5 / की ७ ०90 कं आज०* अप आय“ कलम  आ मिमी, 





कलन और फलन सिद्धान्त ३७५ 


यो थी जिसकी चौहदी वह्‌ दिन भर में जोत सके । प्रत्येक व्यक्ति अधिक से अधिक 
भूमि लेता चाहता था। अब प्रइन यह था कि कौन सी आकृति की नाली वनायी जाय 

उसके अन्दर अधिक से अधिक भूसि समा जाय ? गणितीय मापा में हम 
कहेंगे कि यदि परिमाप (?८ंग्रलल ) दिया है तो कौन सी आकृति बनायी जाय 
जिसका क्षेत्रफल अधिक से अधिक हो ? इसे समपरिमापीय ([509८स9रला८) 
पगस्या कहते हैं। जेकव ने इसे हल किया और इससे एक अधिक साविक फल भी 
विकाछा। गणित के विद्यार्थी जानते हैं इस प्रइन का उत्तर है वृत्त' यद्यपि इस प्रच्न 
की परुष उपपत्ति देता सरल नहीं है। 


है। 


जान 


यों 


हम पिछले पन्नों में इस वात का उल्लेख कर चुके हैं कि चक्रज एक द्रुततमपात वक्र 
इस तथ्य का पता कई गणितज्ञों ने एक साथ लगाया था जिनमें जेकव १ और 
* मी थे। द्रुततमपात समस्या से ही मिलती जुलती एक समस्या यह भी है-- 


.. वह कौन सा वक्र है जिसके किसी भी विन्दु से सब से नीचे के बिन्दु तक गिरने 
में समान समय छगे ?” 


: आश्चर्य की वात है कि यह गुण भी चक्रज में ही है। अतः चक्रज समकालवकऋ 
(११७४० ०ए०॥८ ) भी है। 


जेकव ने रज्जुका और लघुगणकीय सपिल (7,02 ५777८ 590०) के भी 
: पहुत से गुण आविष्कृत किये। उक्त सपिछ का एक रोचक गुण यह है कि “इसका 
केद्रज (87०७४८) भी एक ऐसा ही सपिल होता है।”' जेकब इस बक्र के इस 
उसे इतना प्रभावित हुआ कि उसने यह्‌ निर्देश कर दिया कि “मेरी क़न्न पर यही 
भेषिल खींच दिया जाय और उसके नीचे लिख दिया जाय कि 'मैं चोले वदल बदल 

फेर वार बार आऊँगा ।' “बर्नोली संख्याएं' जेकब के नाम से ही प्रसिद्ध हैं । 
जॉन (0०) १ (१६६७-१७४८ ) को उसके पिता एक व्यापारी बनाना 
हते थे। उसका स्वयं यह विचार था कि औपधि विज्ञान अथवा साहित्य का 
अध्ययन करे। अट्ठारह वर्ष की अवस्था में उसने एम० ए० की उपाधि प्राप्त की 
उसे शीघ्र ही पता चछ गया कि उसका स्वघर्म गणितजश्ञास्त्र था। १६९५ में 


"हू ग्रोनिगन (छणापांहुटा) में गणित का प्राध्यापक हुआ । १७०५ में जेकब 
श्की 


पृत्यु के पश्चात्‌ वह वेसिल में उसके स्थान पर नियुक्त हो गया | 

जॉन नी अपने भाई जेकब से कम नहीं था। इसकी क्ृतियाँ मात्रा में तो जेकब 
” कार्य से अधिक ही रही हैं। चक्तज और समकाल बक्रों के अतिरिक्त इसने कई अन्य 
अकरणों पर लेखनो उठायी--बन्रों का चापकलन और क्षेत्रकलन, 


ड४/ 


कोणों और चापों 


३७६ गधित शा इतिहास 


दा बुश्मिजा, भवर5 समीर । दाना की गटी, इगरे गधि। दे अविति। ई 
आय विषया में भी प्रतिमा दियायो है जैसे ज्यौगिष, रगाया, मौतिरी, दाचिरी, 
पाशुपां और सार भारे के सिद्धाय पर इगणा डा मदत्वपूर्ण एह है। 

जीत मौर जेार में बटय नही थी। जात रग्माव से ही झयडाद था। शत ही 
गही मर अप भाई पी हीया में से सारी मरदे अपने सास से छाप रिया वसता पा। 
और उत्ठा जेयद पर बारी मा आरोप छमायां जरपा था। जॉन ईर्ध्याड भी पा। 
तर बार प्राय पी गटितीय परिषद ने एवं पुरतहार सी धाषणां की) रोते 
और उसया हथया विकास (]साल०य05) ३ प्ररिषोदितां में उाद पह़े। झवी 
पुसमार मिस गया और पिता मुँह सारता रह यया। सूंशस्त में भाएर जॉन में पुप् का 
धर से पियाज दिया। 

१६९६ में जय जेफब ने अपनी समपरिशातीय शमत्या प्रशाधित पी पी और 
उस पर एर पुररगार देन की भी घाषणा की थी तो जोन ने उसगा हैए विगत कर 
जवय ये पाग भेजा था टिल्तु जेपब ने उस रदीवार नहीं किया । 

इसमें सारेह नही सि जॉन में अदुमुत मानसित और शारीरिय शत थी मौए वह 
सस्सी यप की अवस्था तक यरावर कार्य में सलरा रहा। आपुरिक अप में ६0228 
नदद वा प्रयाग सबसे पहल उसी से रिया था। उराने मात्पनित राशिए (८ ४८१ ) 
की सहामता से गई वासतवित फड जिकाले, जेस रप क्ष के पा में रप राह का प्रसार! 

विशोठरा १ (१६६२-१७१६) मी जेरय वा भाई ही घा। इसने १६ वर्ष का 
अवस्था में बेसिक रा दर्शन में डाक्टर वी उपाधि ली और बीस वर्ष वी अवस्था मैं 
कानून झी उच्चतम उपाधि भाष्त की । पहले यह वानूत की प्राष्यापक हुआ और 
तत्पश्चात्‌ गणित का । 

निवालस १ का पुत्र नित्रोलस २ था जिरवा जीवन काल १६८७-१०५९ 
था। इसने भी उानून में शिक्षा प्राप्त की और इसकी पहली पुस्तत का विपय था 

वानूनी प्रवरणा में सम्माव्यता । यह पहले पडुआ में गणित वा प्राघ्यापक हुआ और 

तत्पश्चात्‌ बैसिल मैं | इसरी इतियाँ ज्यामिति और अवकछ समीकरणों पर हैं) 
इसने १७१ ३ में अपने ताऊ को एव पुस्तक का भी सम्पादन विया जिसकी विषय 
सम्माव्यता था। 

निकोलस ३ जॉन १ का सबसे बडा पुत्र था । इसका स्थितिकाल १६5६८ 

१७२६ था। गह तीस वर्ष बने (8८70८) में कानून का आ्ध्यापत रहा। के 
आय अमा> 7.75] प्रेंडीग्राइ (?०7०ह:्शव) की परिषद्‌ में 


फ़लन और फरऊून सिद्धान्त ३७७ 
के प्राध्यापक नियुक्त हुए किन्न नियुक्ति के आठ महीने पश्चात्‌ ही निकोछस की 
पल हो गयी। इसके कुछ अभिपत्र इसके पिता वी कृतियों के अन्तर्गत ही प्रकाशित 
हृए हूँ। 


डनिये 
है 
ओति 


गणित 


बे १ (१७० ०-८२ ) निकोकूस ३ का छोटा भाई था। इसके पिता ने इसे 
आापार में डाहुना चाहा किन्तु इस से ऑपधि-विज्ञान का अध्ययन किया । ग्यारह 
अवस्था में ही इसमे बड़े भाई से गणित की शिक्षा प्राप्त करमी आरम्म कर 
। यह वैद्य होते न होते गणितज्ञ वन गया | जीसा ऊपर लिखा जा चुका है, यह 
के पट्रोग्राड में प्राध्यापक हुंआ । १७३३ में यह वेसिंल में शारीर (80709) 
और वनस्पतिशास्त्र का प्राध्यापक नियुवत्त हो गया और तत्पदचात्‌ देन का । इसकी 
'गितीय कृतियों के विषय कलन, अवकल समीकरण और सम्भाव्यता हैं। इसके 
भतिखित प्रयोजित गणित और भौतिकी में मी इसका कार्य महत्त्वपूर्ण रहा है। कुछ 
>ग तो इसे गणितीय भौतिकी का जन्मदाता कहते हैं । 


डेनियेंल को पेरिस की परिषद से दस बार पारितोषिक मिला । दूसरी बार का 
ह परितोपिक इसे और इसके पिता को मिलाकर दिया गया था। तीसरी बार के पारि- 
मोह का विपय ज्वार माटा था और वह इस को ऑयरर, मेंक्लॉरिन और एक अन्य 
पतियोगी के साथ दिया गया था। एंक बार इसने वर समान्तर-चतुर्मुज” (?श7४९- 
?हपथा। 0६ ए07८०४) का प्रदक्षन भी किया था। 

डेनियेंछ के विपय में डा० हटन (प्रप+00 ) ने दो रोचक घटनाओं का 
उल्लेख किया है जो ए्रा050ए॥ं८थ गाते शशालापबनपंटवं ॥)८0०7शए के 
६० २०५ पर प्रकाशित हुई हैं-- 

(+) एक वार डेनियेल किसी अपरिचित विद्वान्‌ के साथ यात्रा कर रहा था । 
पहेयात्री इसकी बातचीत से बहुत प्रमावित हुआ। उसने इसका नाम पूछा । इसने 
कहा “मैं हूँ डैनियेल वर्नोला ।” अपरिचित समझा कि यह खिल्ली उड़ा रहा है, और 
वोछा कि “और मैं हूँ आइज़क न्यूटन ॥” 

इस घटना से पता चलता है कि डेनियेल की ख्याति कितनी फैल चुकी थी । 

(7) एक वार डनिवेल प्रसिद्ध गणितज्ञ कोनिग (ह०८मगं8) (मृत्यु १७५७) 

साथ भोजन कर रहा था । कोनिग ने बड़े गये से इसे अपना एक प्रइत और उसका 
दल बताया जो उसने बड़े परिश्षम से निकाला था। भोजन के उपरान्त जब दोनों 


कहवा पीने छूगे तब डेनियेल ने उसको उक्त प्रदन का एक और हल दे दिया जो उसके 
हल से बढ़कर था | 


है 


की 


दी। ये 


रैश्८ गणित का इतिहास 


जांन १ का सयसे छोटा पुत्र जॉन २ था जिसका जीवन काल १७१०-९० था। 
इसने भी आरम्म में कामूत का ही अध्ययन क्या था किन्तु ठुछ समय पहचात्‌ बेसिक 
में बाग्मिता (0040९८४८८) का प्राध्यापक नियुवत् हुआ और अन्त में पिता दी 
गही पर बैठ गया। इसका भ्रमुस कार्य मौतिकी में हुआ और इसे भी तीन वार पेटिस 
वा पारितोषिक मिला । 

जॉन २ का बडा पुत्र जॉन ३ (१७४६-१८०७) था। इसने मी कानून और दर्शत 
से आरम्म विया और अन्त में गणित पर जा टिका। १९ वर्ष की अवस्था में यह वतित 
में राजकीय ज्यौतिषी नियुक्त हुआ। इसकी क्ृतियाँ अनिर्णीत समीक रणो, सम्मात्यतता, 
आवर्त दशमलव और ज्यौतिष पर है । 

जॉन २ फा दूसरा पुशत्र जेकव २ था जिसका जीवन काल १७५९-८९ या। 
अपने कई पूर्व भरामियों वी ही भांति इसने भी पहले कानून का अध्ययन किया विन्त 
कुछ ही समय पश्चात्‌ इसने गणित और प्रायोगिक भौतिकी को अपना लिया। 

इसका विवाह ऑयलर की एक नतनी से हुआ था। यह मी पेँ्रोग्राड परिषद का 
सदस्य हो ग॒भा था किन्तु ३० वर्ष की अल्पावस्था में ही डूबने से इसकी मृत्यु हो गयी। 

यू तो बर्नोली परिवार में और भी कई गणितज्ञ हुए है किन्तु उन्होने कोई प्रमुखता 
प्राप्त नही की। हम उन में से बुछ के नाम यहाँ देते है-- 

(१) डेंनियेंड २ (१७५१-१८३४)--जॉन २ का दुसरा पुत्र । 

(२) तरिस्टफ (005098) (१७८२-१८६३)--डेनियेल २ का पुद्र। 

(३) गसटेव (50507५2) (१८११-१८६३)--त्रिस्टफ का पुत्र । 


रिकेटो (॥00८४६7) परिवार 


जैंकोपो फ्रेँ सेस्को रिकटी (]200०.० रिटश्/८०९३८० वरे॥ल्ट्अ्प) इटली की एक 
गणितज्ञ था जिसका जीवन काछ १६७६-१७५४ था। इसने पडुआ विश्वविद्यालय में 
शिक्षा पायी जहाँ से यह १६९६ म स्नातक हुआ। इसकी बडी ख्याति थी और समस्त 
वैज्ञानिक विषयो में लोग इसकी राय लिया करते थ। इसका नाम पैंद्रोग्राड की परिपद 
की अध्यक्षता के लिए प्रस्तावित किया गया विन्तु इसने इटली छोडना पमन्द नही 
क्या, अत अस्वीकार कर दिया। इसने कई विषयों पर अपनी छेखनी उठायी, जैस 
अवक्ल समीकरण, मौतिकी, मापिकी, दर्घत । इसने न्यूटन के मिद्धान्दो का भी 
प्रचार क्या। इसकी कृतियों का सम्पादन इसके छडको ने इस की मृत्यु के पश्चात 
किया और उहें १७५८ में चार मागो में प्रकाशित किया । 


कलन और फलन सिद्धान्त ३७९ 
रिकेंटी का नाम इस अवकल समीकरण से सम्बद्ध है-- 


3 न न+खर-+गर' | 
ताय 
, शत समीकरण पर जेकव वर्नोली ने परिश्रम किया था। रिकंटी ने इसकी कुछ 
विशिष्ट द्षाओं के हल निकाले। डेंनियेल वर्नोली नें इसका पूर्ण रूप से सावन कर दिया। 
इस समीकरण के हल का पूरा विवरण इस लेख में मिलेगा-- 
ह $. ए. ]. छा9ज्ञाला : ए|मठ50एफ्रिंप्नी तीएशाइ३०7०॥5 (88 ) 
जेकोपों का हितीय पुत्र विन्सेन्‍्जी रिकॉटी ( एगल्‍८८१2० त्टबाए) (१७०७- 
७५) भी एक गणितज्ञ था। यह वोलोना के एक कॉलिज में प्राष्यापक था। त्रिकोण- 
में अतिपरवलोय फरूनों ( परजऊथएणी० एछफ््८7005$ ) का प्रवेश स्वे- 
“यम इसी से किया था। इसके अतिरिक्त इसके प्रिय विषय थे--श्लेणियाँ, क्षेत्रकलन, 
नैवकल समीकरण आादि। 
इसी परिवार के दो और गणितज्ञ उल्लेखनीय हैं-- 


(() जैकोपो का तृतीय पुत्र जियॉर्डानो रिकेंटी ( (जंठातवंश्ा० परयं८८०४ं ) 
६७०९-९०) ; प्रिय विषय--ज्यामिति, घन समीकरण, न्यूटोनी दर्शन । 
(7) जेंकोपो का पाँचवाँ पुत्र फ्रेंसैस्को रिकेंटी ( सिक्ष7८०४८० 'रिय८८४४ ) 
(१७१८-९१) ; प्रिय विषय---वास्तुकला पर ज्यामिति का प्रयोग । 
रोजर कोट्स ([९०४० (2०४८४) (१६८२-१७१६) इंग्लेंण्ड के एक पादरी 
ऊ पुत्र था। इसकी प्रारम्मिक शिक्षा लन्दन के सेण्ट पॉल के स्कूल में हुई थी । 
पेलपश्चातू यह केम्ब्रिज के ट्रिनिटी कॉलिज में प्रविष्ट हुआ । केम्ब्रिज में १७०४ में 
ज्योतिष की एक गद्दी की स्थापना हुई थी। उक्त गद्दी पर सर्वे प्रथम कोट्स की ही 
नियुक्ति हुई, और वह भी २४ वर्ष की अल्पावस्था में | डा० वेण्टले ( 3०0४८ ) 
के आग्रह पर कोट्स ने न्यूटन की प्रिन्सीपिया का दूसरा संस्करण निकाला। अपने 
जीवन काल में तो कोट्स केवल दो अभिपत्र ही प्रकाशित कर सका। उसकी समस्त 
कैतियाँ उसकी मृत्यु के पन्‍्चात्‌ उसके एक सम्बन्धी डा० रॉवर्ट स्मिथ ( रि.्ला 
5णांण) ) ने प्रकाशित कीं । स्मिथ कोट्स कां भाई रूगता था और केम्ब्रिज की 
उपरिलिखित गद्दी पर उसका उत्तराधिकारी हुआ। उसका जीवन काल १६८९- 
श्७इट था| 


कोट्स की मृत्यु पर न्यूटन ने यह टीका की थी--- यदि कोट्स जीवित स्ह्ता त्तो 


हमें कुछ बता जाता [” इस से पता चलता है कि न्यूटन कोद्स का कितना आदर 
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करता था। कोट्स के सग्रह का नाम रखा गया था “हारमोनिया में सुरेरम 
(स)फ्ाणाब (लाश ) । अन्य का यह नाम इस प्रमेय के कारण पड़ा जै 
उसमें समाविप्ट है-- 

यदि मू के मध्येन कुछ सदिश्व निज्याएँ ( ॥२४0॥ ए८८४०४७७ ) सीची जाये 
और उनमें से प्रत्येक पर एक बिन्दु पा ऐसा लिया जाय कि 


बा. १ ) 
मूपा स ता, जूता, मूफ, पूर्षा/ 


तो पा का बिन्दुपथ ( ॥0८७७ ) एक ऋजु रेखा होगी। 

कोद्स ने १७१० में यह सृत्र दिया था-- 

रूघु (कोज्‌ क्ष+ए ज्या क्ष) 5ए क्ष, (ए+%/-१) 
किन्तु यह प्रकाशित हुआ १७२२ में उसके सप्रह के अन्तगत । 

इसी सूत्र से द म्वात्रे प्रमेय निकला है 

(कोज्‌ क्ष+ए ज्या क्ष)* -कोज मक्ष+ए ज्या सक्ष । 

थह्‌ प्रमेय द म्वात्ने ने १७३० में प्रकाशित किया किन्तु १७०७ में द ग्वात्न महे 
मूत्रे दे चुका था-- 

३ (कोजू सक्ष+ए ज्या सक्ष)०+३ (कोजू सक्ष-ए ज्या सक्ष) ९ 

ब्ल्कीज क्ष । 5 

इससे यह अनुमान होता है कि सम्मवत 4 स्वात्रे को अपने प्रमेय का पूर्भिस 
१७०७ में ही हो गया था। 

आयलर ने १७४८ में यह प्रूत्र दिया था-- 

इ 7० _कोज क्ष+ए ज्या क्ष, 


जिसमें | गु  आर कह 
स्ज >-+औीजजऔजजुनः 
जिसमें इ + १+१+ ३ एफ 


इसके अतिरिक्त ऑयलर ने १७४८ में ही ये सूत्र भी दिये थे-- 
ड् . हा ५ कर हि 
र्‌ 





कौज्‌ क्षरू ड़ 
इक कुारक 
ज्याक्षज न  ई ) 
रण 


जः 
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सप्द है कि ये सूत्र मी कोट्स के सूत से निकाले जा सबते हैं । 
कोट्स का एक अन्य प्रमेय बहुत प्रसिद्ध हो गया हैः 
मान लीजिए कि वग, खा, 
“४, किसी सम बहुभुज के 
थी हैं जो किसी वृत्त के अन्दर 
अन्तलिखित है। मान छीजिए 
कि पा वृत्त के अन्दर अथवा 
बाहर कोई बिन्दु है जो मूका 
पर स्थित है। तो, यदि वृत्त की 
त्रिज्या त है, और मूपा >वय, तो 
पा का. पा खा. पागा. . . . -स 
गुणन खण्डों तक 





ूत्तो-या अथवा य --तो, चित्र ९३--कोइस के एक प्रमेष का वृत्त 
यदि विन्दु पा ऋण: वृत्त के अन्दर अथवा वाहर स्थित हो । २ 
इस प्रमेय को वृत्त का कोड्स गु्णा (८०८०४ ए7एथफए ०९ ४१८ (7०४०) 
कहते हैं। 

कोद्स ने इस वक्त का भी अध्ययन किया थां--- 

कल्त'क्ष ( 45४०0), 

जिसका नाम उसने लिटुअस ( [40७७ ) रखा था। 

यदि पाठक थोड़ी देर घैयय रखें तो हम निकोलस सॉन्डर्सेन (0००४५ 
धथाातेटा507) ( १६८२-१७३९ ) से भी निवटते चले । इस का जन्म इंगलेण्ड 
के थल्स्टेंन (ए9पगं॥०४८) नगर में हुआ था। जब यह एक वर्ष का था तमी चेचक 
से इसकी आँखें जाती रही थीं। नेत्रहीन अवस्था में ही इसने ग्रीक, लेंटिंन और गणित 
का अध्ययन किया । १७०७ में यह केम्क्रिज में स्यूटोनी सिद्धान्त पर अव्यापन कार्य 
करने लूगा। यह व्हिस्टन (ए/॥म४००) का शिष्य था और १७११ में उसी के 
स्थान पर, केम्त्रिज की गणित की गद्दी पर आरूढ़ हो गया। १७२८ में इसे क़ानून 
के डाक्टर की उपाधि मिली और १७३६ में यह रॉयल सोसायटी का अधिसंदस्य 
हो गया। ॥$ 

सॉन्डसेन ने एक परिकलन यन्त्र का आविष्कार किया था जिससे अंकगणितीय 
और वीजगणितीय क्रियाएँ स्पर्श मात्र से की जा सकती हैं । उक्त यन्त्र का विवरण 


३८२ गणित का इतिहास 


इसने अपनी बीजगणित की पुस्तक में दिया है जो इसकी मृत्यु के पश्चात्‌ १७४४० मे 
दो भागों में प्रकाशित हुई। अ्रवाह विधि” पर इसका एक ग्रन्थ १७५१ में अकाणित 
हुआ। यो मी इसने न्यूटोनी सिद्धान्तो का यथेष्ट प्रचार क्या । 

ब्रुक टेलर ( 970०६ परणचणंण ) (१६८५-१७३१) एक अग्रेज गणिततञ 
था। इसकी शिक्षा केम्त्रिज में हुई । १७०८ में इसने दोलन केख (6धा6 रण 
05००7 ) की समस्या का हछ निकाला जो १७१४ में प्रकाशित हुआ | 
जॉन बनोंढी ने उतत आविष्कार में टेलर की प्राथमिकता स्वीकार नही की है। 
१७१२ में टेलर रॉयल सोसायटी का अधिसदस्य निर्वाचित हुआ और चार वर्ष तक 
सोसायटी का सचिव भी रहा। १७१२ में ही यह उक्त समिति का भी सदस्य नियुक्त 
हुआ जो क्लन में त्यूटन अथवा लिब्नीज की भ्राथमिकता सिद्ध करने के लिए बनायी 
गयी थी। के 

१७१५ में टेलर ने एक अभिपत्र लिखा जिसमें यह प्रमय दिया-- 


फे (य+ढ) >फ(य) +ंड कब) +िफट(प)+ुुु हब) + 


इसी फ्ल को आजकल टेलर श्रेणी ( 73)07 3८7०5 ) कहने है। #लग कीं 
अत्येक विद्यार्यी इस श्रेणी से भी भाति परिचित होता है। टेलर के समय से आगे 
तक इसके बहुत से सशाधित रूप भ्रस्तुत किये जा चुके है । 

उसी अभिपत्र में टेलर ने उच्च गणित वी एक नयी शाखा का श्री गणेश किया 
था सान्त अन्तर कलन ( (026 ० का एाह्िलाठ७ ) । इसने 
कम्पमान डारी (शाप 5079) की गति निकालने मे उक्त विपय का 
प्रयोग क्या था । इस की अन्य कृतिया के विषय ये थे--मौतिकी, ऊघुगणक, दृष्दि 
साम्य ( ०३5७८८।ए८ ) । छागर कहते हैं कि स्यूटन और कोदूस के परचात्‌ देलर 
ही इग्लेंग्ड का ऐसा गणितेज्ञ हुआ है जिसने वर्नोलियो से मु्चैदा लिया । किन्तु इसमें 
अमिव्यजना झवित की कमी थी । 

जेग्स स्टलिग ( ]श्गा० 50 ). ( १६९२-१७७० ) की शिक्षा 
सलास्गा (558०0) और ऑवस्फोरई (0::074) में हुई। डेछ राजतीतिक 
कारणों से इसे ऑवस्फोर्ड छोडना पडा और इसने बेंनिस (फ८०7८2 ) में प्राध्यापतत्त 
स्वीकार कर लिया। वेनिस में यह दस वर्ष रहा ! इसवी न्यूटने और निकोहस 
बनोली से मित्रता थी। इसने १७१७ में घन वक्ता पर एक अभिपत्र छिल्ला  ग्यूदल 
नेऐसे वक्रा को बहत्तर जातियो में विमकत किया था। वर्गीकरण के जो सिद्धास्त स्यूदन 


ने दर्द छ्घे फताप कक कक जे हे फर्क लप्य मे प्रटा मे 5 $प उ जलिया 
श् स्धिः प््ज्य दर उसदा अनार रस धप़ग मत आानलियः हम हर छ गया था 24003] 
्प की 
ने औस कमी बे पूरा ऋर दिये 
पट झ्रपत जमे खेणियों के 
४७ में स्टिंग ने अन्त शेश्ियों पर एक जैभिषत लि जि सम श्वणियों के 
का न्द्ं तन बाास्याए बा 
हपालरश ढा विवेचन किया गंया धा। उस शान इप हम गला महइत दम पर इमर 
प्रदार छै-- 
पक ग्‌ 
| 4 श्र को 
्द्ा८: 9 हि ० हि हा अटल दी > हिल ५ कि >+ हद | 
छॉग ->. मर 2 7 रा ल्यद्-्स 
9 नदी जी 2 (छ--३) (छत) | 


इसके अतिखित स्टॉलिय के दो अन्य सूत्र प्रसिद हो गये है 


() हुपु (सर!) 5 (लत $) छपुन--त+ओे लपु (६८) 


». थ, सर ४ 
चीज ली आरा 7१ "2 ४ 
/स्स हे४स 
जिसमें या . - जन लि संख्याए है । 


इस फल को स्टिंग श्रेणी (577 ०7०५) कहते हैं । 


* घ प्‌ की, 
(0) |! (शक ) दा ये (१ दर बी प 
_ से सूत्र को स्टरलिंग अनन्तस्पर्शी सूत्र (5ध0ाड़ #ज़याए॥कप८ णाणपौत ) 

कहते है 

स्टलिग ने दो प्रकार की संख्याओं का भी आविप्कार किया था जिन्हें स्टलिंग 
मख्याएँ (59४ एल) कहते हैं। स्थान के अभाव के कारण हम 
यहाँ उनका विवरण देने में असमर्थ हैं । 

कोलिन मेंक्लॉरिन (० ॥/४टोकपात)) (१६९८-१७४६ ) स्कॉलेण्ड 
का एक गणितज्ञ था । इसकी शिक्षा ग्लासगों विश्वविद्यालय में हुई थी। बारह वर्ष 
की अवस्था में इसे यक्लिड की एक प्रति मिल गयी । दो चार दिन में ही इसने उसके 
६ भाग उदरस्थ कर लिये | पन्द्रह वर्ष की अवस्था में इसने एम० ७०० की उपाधि 
प्राप्त की, उन्नीसवें वर्ष यह एवर्डीन (2 9०ःवेण्ला) में गणित का प्राध्यापक 
नियुक्त हुआ और इक्कीसवें वर्ष रॉयल सोसायटी का अधिसदस्य निर्वाचित हो गया । 
उसी वर्ष इसका न्यूटन से परिचय हुआ और उसी वर्ष इसने अपनी पहली पुस्तक 
प्रकाशित की । उक्त ग्रन्थ में इसने न्‍्यूटन के कई प्रमेया का विकास किया और शझ्ांकवों 


के जनन की विधि दी। दो वर्ष पश्चात्‌ इसने उक्त पुस्तक का परिशिप्ट प्रकाशित 
किया जिसमें यह महत्त्वपूर्ण प्रमेथ दिया-- 


रेट२ गणित का इतिहास 


इसने अपनी बीजगणित की पुस्तक में दिया है जो इसकी मृत्यु के पश्चात्‌ १७४० में 
दो भागों में प्रवाशित हुईं। प्रवाह विधि' पर इसका एक ग्रन्थ १७५१ में प्रवाशित 
हुआ। या भी इसने न्यूटोनी सिद्धान्तों मा ययेप्ट प्रचार क्या। 

युवा टेंडर ( ॥700 प४)65 ) (१६८५-१७३१ ) एवं अग्रेज़ गयितत्न 
था। इसकी शिक्षा वेम्द्रिज में हुई । १७०८ में इसने दोलन बैख (एथाएटर्ण 
05०4000 ) थी समस्या का हछ नितराका जो. १७१४ में प्रकाशित हुजा। 
जॉन बनोंछी में उतत आविष्कार में टेलर की प्रायमिकता स्वीकार नहीं री है। 
१७१२ में टेंडर रॉयल सोसायटी वा अधिसदस्य निर्वाचित हुआ और चार वर्ष तब 
सोसायटी का सचिव भी रहा । १७१२ में ही यह उक्त समिति वा भी सदस्य नियुक् 
हुआ जा कलन में न्यूदटन अथवा लिब्नीज वी प्राथमिकता मिद्ध करने के हिए बनायी 
गयी थी। | 

१७१५ में टेलर ने एवं अभिपत्र छिसा जिसमें यह प्रमेय दिया-- 


हे हा [लत 
फू (य+ट) रूफ(य)+ट फ (4) +नूदरुर (ब)+हुक (ये) +॑ 


इसी फ्ल का आजकल टेलर श्रेणी ( 7,०0० 5८८८५ ) कहते है! वलन का 
प्रत्येक विद्यार्थी इस श्रेणी से मछी भाँति परिचित होता है। टेलर के समय से आज 
तक इराके बहुत से सशोधित रूप प्रस्तुत किये जा चुके है । 

उसी अभिपन्र में टेलर ने उच्च गणित वी एक नयी शाला का श्री गणेश क्रिया 
था सान्‍्त अन्तर कलन ( (आ८प्रॉफ 67 उ्या।6 वशकलित्ात८5 ) | इसने 
कम्पमान डोरी (७४०४००ण४ट $7एणष्ट) की गति निकालने में उक्त विपय का 
प्रयोग किया था | इस को अन्य कृतियों के विषय ये थे--मौतिकी, छघुगणक, दृष्टि 
साम्य ( ?१९८:४७८८४ए८ ) । लोग कहते हैं कि 'न्यूटन और कोट्स के पश्चात्‌ टेलर 
ही इस्लेंण्ड का ऐसा गणितज्न हुआ है जिसने बर्नोलियो से मुचेंटा छिया। किन्तु इसमें 
अभिव्यजना शक्ति की कमी थी। 

जेम्स स्टलिंग ( ]शए८5 उघागाह ) ( १६९२-१७७० ) की शिक्षा 
स्लास्गो (6882०७) और ऑकवस्फोर्ड (05070) में हुई! कुछ राजनीतिक 
कारणा से इसे ऑक्स्फोर्ड छोडना पडा और इसने वेंनिस (9८४४८८ ) में प्राध्यापक्त्त 
स्वीकार कर लिया। वेनिस में यह दस वर्ष रहा । इसकी न्यूटन और निकोलस 
बर्नोली से मित्रता थी। इसने १७६१७ में घन वका पर एक अमिपत्र लिखा। न्यूटव 
सेऐसे वक्तो को बहुत्तर जातियो में विभकत किया था। वर्गीकरण के जो सिद्धान्च न्यूटन 


ः ट्र्ड 
फ्न और फदन सिद्ाम्त : 


2 

>ः ८ 5.2५ २ कप पारी शा ] इंट[ला 

| इसमे: झ्मतार एस बनों थी ६ जातियां देने मे पद्म गखा का | इदाछग 
| 


३५३० है +++: ५.0 ल्‍क तथः पविषत लि बिसमें लेडियों के 
६३०० से स्टो लग ने जरनग्न ओ्रेणिया हुर एज पक्ष पू व्थग ३ 
ऋषाल््र रा भय कं का एस शगध्स्वाए पा ध््न्य ज्य 
साले गए विवेघन किया गया था। उससे जिया को सतत सहाततद डे 
प्रकार है..0हत 


है ढ रा ॥़ 
न्् + है (हम न या न 
ल 555 से छल [ले ) (ल-० ) ० 8022 | ) 
स-9 ++ 
स-१ 


इसके अतिरिजित स्टॉलिंग के 


26 अर! न्ग्घ हक ;) 
६) खघु नम + ३ हु (२ 
रा 
पु प्4क श्र द 
बा बडी ऑल पा न १ 
श्र) प्र्ह्र 


जिसमें ब,, ब,, .... . ... अनॉली संसयाएँ है । 


इस फछ को स्टिंग श्रेणी ($97॥9 50705 ) कहते है 


३ प्र है. 

(४) | (१ ) '्ड य (६ प बोर * 

इस सूत्र को स्टलिंग अनन्तस्पर्शों सूत्र ( 5प्जछहु जग ए॥0पं८ एछग्रगतौ 9 ) 
कहते हैं । 

स्टलिग ने दो प्रकार की संख्याओं का भी आविप्कार किया था जिन्हें स्टलिय 
मम्याएँ (55096 'पिप्ठाश००४४) कहते हैं। स्‍थान के अमाव के कारण हम 
यहाँ उनका विवरण देने में असमर्थ हैं ु 

कोलिन मेंक्लॉरिन ((>णॉ॥ ॥श३८ो०णागा ) (१६९८-१७४६) स्कॉलेण्ड 
का एक गणितज्ञ था । इसकी शिक्षा ग्लासगों विश्वविद्यालय में हुई थी। वारह वर्ष 
की अवस्था में इसे यूक्छिड की एक प्रति मिल गयी । दो चार दिन में ही इसने उसके 
६ भाग उदरस्थ कर लिये। पन्द्रह वर्ष की अवस्था में इसने एम० ए० की उपाधि 
प्राप्त की, उन्नीसवें वर्ष यह ऐचर्डीन (#००तेट्णा) में गणित का शाह्यावद 
नियुक्त हुआ और इक्कीसवें वर्ष रॉयल सोसायटी का अधिसदस्य निर्वाचित हो गया । 
उसी वर्ष इसका न्यूटन से परिचय हुआ और उसी वर्ष इसने अपनी पहली पुस्तक 
प्रकाशित की । उक्त ग्रन्थ में इसने न्‍्यूटन के कई प्रमेयों का विकास किया और शांकवों 
के जनन की विधि दी। दो वर्ष पदचात्‌ इसने उक्त पुस्तक का परिशिप्ट प्रकाशित 
किया जिसमें यह महत्त्वपूर्ण प्रभेय दिया-- 


बे८२ गणित का इतिहास 


इसने अपनी बीजगणित की पुस्तक में दिया है जो इसकी मृत्यु के पहचात्‌ [७४० में 
दो भागों में प्रकाशित हुई। 'प्रवाह विधि! पर इसका एक ग्रन्थ १७५१ में प्रकाशित 
हुआ। यो भी इसने न्यूटोनी सिद्धान्तों का यथेप्ट प्रचार किया । 

बुक देलर ( फ्राए0० प'जण ) (१६८५-१७३१) एक थग्नेज़ गणितर 
था। इसकी शिक्षा वैम्ब्रिज में हुई। १७०८ में इसने दोलन केद्ध (0८770 रण 
052ऐ4ध०) ) की समस्या का हक निकाछा जो १७१४ में प्रकाशित हुआ | 
जॉन बनोंछी ने उक्त आविष्कार में देलर की प्रायमिकता स्वीकार नहीं वी है। 
१७१२ में टेलर रॉयल सोसायटी का अधिसदस्य निर्वाचित हुआ और चार वर्ष तक 
सोसायटी का सचिव भी रहा ! १७१२ में ही यह उक्त समिति का भी सदस्य निवात' 
हुआ जो कलन में न्यूटन अथवा लिब्नीज की प्राथमिकता सिद्ध करने के लिए बनायी 
गयी थी । ४ 

१७१५ में टेलर ने एक अभिपत्र लिखा जिसमें यह्‌ प्रमेय दिया-- 


फे (य+5)5फ(य)+ट फ/(व)+ुक/(प)+ुर() मील 


इसी फल को आजकल टेलर श्रेणी ( 73जठ 5८६० ) कहते है। कलव का 
अत्येक विद्यार्थी इस श्रेणी से भली माँति परिचित होता है। टेलर के समय से अर्नि 
त्षक इसके बहुत से सशोधित रूप प्रस्तुत किये जा चुके है । 

उसी अभिपत्र में टेछर ने उच्च गणित वी एक सयी शाखा का श्री गणेश किया 
था. सान्‍्त अन्तर कलन ( 0॒व्याफ ० का॥न्‍र6 एाश्िलात्त ) । इसने 
कम्पमान डोरी (एएण्प्याड्ट 5धणाट्ठ) की गति निकालने में उक्त विषय वी 
प्रयोग किया था | इस की अन्य कृतियों के विषय ये थे--मौतिवी, छघुगणक, दृष्टिन 
साम्य ( एथ5ए८८४ए० ) । छोग कहते है कि न्यूटव और कोदूस के पर्चातु देर 
ही इस्लेण्ट वा ऐसा गणितज्ञ हुआ है जिसने वर्तोलियों से मुचैदा लिया । विन्‍्छु इसमे 
अमिव्यजना झत्ित की कमी थी। 

जेम्स स्टलछिंग ( भाग अप्रणड ). ( १६९२-१७७० 
ग्लासगो. (50582०७) और ऑक्स्फोर्ड (05070) में हुई। 
कारणों से इसे आँवस्फोई छोडना पडा और इसने वेनिस (४८०१०० ) में प्राध्यापक्ल 
स्वीकार कर लिया। पवेंनिस में यह दस वर्ष रहा । इसकी न्यूडन और तिकोलस 
बर्योली से मित्रता थी। इसने १७१७ में घन बक्तो पर एक अभिषत्र लिखा | न्यूटन 
तेरे उक्त बने लज़लर जातियों में विभक्‍त किया था। वर्गीकरण के जो सिद्धान्त स्यूटन 


)की शिक्षा 
बुछ राजनीतिक 


5८2 
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कं हु 5 कह मी थी । सटलिंग 
सिर फिये थे, उनसे झनसार इस बसे कही 5 जातियां देने से रण गयी थी । म्ड्लि 
के ञ 
क्र क््मी हक हि 
जन कसी दा पूरा फ्ार दिया ! 


१७३० में रटलिग से अनन्त शेधियों पर शत सनिय् लिग्स जिसम आधियों के 
तानर हे या विदेस ... 4: पल >>्त मो महत्वप मेंपाओ उस 
| ते ९। विदेचः व्या या गया भा। दम भा ग्पत हा ॥£ 77 महरत प्‌ पा 5 पृ 
प्रकार है... 

है] श्््3 से 

श्‌ ध् 7 सर १ वि लक 

लो आप 2 लक 8 का दी लय 


स- ६ सृ च्ड (छट:१) ग्ब4-२ ) ,... छनन्‍स) 


सके अतिरित स्टलिय के दो अन्य सूत प्रतिद्ध दो गये ६-- 


4 ६। र्‌ 


6) छयु (व ()७ (सन ३) छपस-स 4 लण (२5) 
च, दर 
दे घा जन्म “32 ग 


हट बट चनोली संग्याएं हे 
इस फल को स्टॉलिंग श्रेणी (5४79 $0705) कहने है । 


(0) [१ ((कब] ् ये हे (३ पर बोर वि 


इस सूत्र को स्टॉलिंग अनन्तस्पर्शी सूत्र (5पाग्रष्ठ हैप्गाए॥गा८ ए0पापौ9 ) 
कहते हैं 
स्टलिंग ने दो प्रकार की संख्याओं का भी आविप्कार किया था जिन्हें स्टलिंग 
ब्याएँ ($8ाए ]रप्ाश/्टा5) कहते हैं। स्थान के अमाव के कारण हम 
यहाँ उनका विचरण देने में असमर्थ हैं । 
कोलिन मेंक्ॉरिन (८०४४ /४४८०प०॥) (१६९८-१७४६ ) स्कॉलेण्ड 
का एक गणितज्ञ था । इसकी शिक्षा ग्लासगो विश्वविद्यालय में हुई थी । बारह वर्ष 
की अवस्था में इसे यूक्लिड की एक प्रति मिल गयी । दो चार दिन में ही इसने उसके 
६ भाग उदरस्थ कर लिये | पन्द्रह वर्ष की अवस्था में इसने एम० ए० की उपाधि 
प्राप्त की, उन्नीसवें वर्ष यह एंवर्डीन (/>८ः्तेष्णा)) में गणित का श्राध्यापक 
नियुक्त हुआ और इक्कीसवें वर्ष रॉयछ सोसायटी का अधिसदस्य निर्वाचित हो गया । 
उसी वर्ष इसका न्‍्यूटन से परिचय हुआ और उसी वर्ष इसने अपनी पहली पुस्तक 
प्रकाशित की । उक्त ग्रन्थ में इसने न्‍्यूटन के कई प्रमेयों का विकास किया और शांकवों 
के जनन की विधि दी। दो वर्ष पश्चात्‌ इसने उक्त पुस्तक का परिशिष्ट प्रकाशित 
किया जिसमें यह महत्त्वपूर्ण प्रमेथ दिया-- 


गिन, गणित का इतिहास 


यदि कोई बहुमुज इस प्रकार चलता है कि उसकी प्रत्येक सुजा सदेव एक स्थिर 

विद मे से होकर जाती है और यदि, एक को छोड कर, उसके समस्त भी कमा 
त्त, थ, द, घातो के वक्र बनाते है, तो स्वतन्त शीरप २तयद. घात का 
एक वक बनायेगा। और यदि स्थिर बिन्दु एक ऋजु रेखा पर स्थित हो तो वर्क का 
घातत थ द होगा।” 

यह प्रभेय पास्कल के सगत प्रमेय का साविक रूप है। १७२४ में मेक्ठॉरिन को 
एक निबन्ध पर फ्रास की विज्ञान परिषद का पुरस्कार मिला । निबन्ध का विपय था 
काया का आधात' (?एलटएष्क्रणा ता 28092) . १७२५ में न्यूटन की सस्तुति पर 
यह ऐंडिन्चरा (800प्रपष्टौ3) विश्वविद्यालय में प्राध्यापक नियुक्त हुआ। 

१७४० में फ्रास की विज्ञान परिषद ने मेंकटरॉरिन, ऑयलर और डेनियँक बर्नोली 
को मिल्ला वर पुरस्कार दिया। मेंक्लॉरिन के निवन्‍्ध का विषय था 'ज्वारमाट। 
१७४२ म इसकी श्रसिद्ध पुस्तक 'ल्‍ल्याएट छा फ्फणणा$ छपी । उक्त 
पुस्तक में मेक्लॉरिन ने ही सबसे पहले मूयिष्ठ और अल्पिष्ठ विन्दुओं (?/ए/॥० 
बाएं 3शाव78& 70775) का मेद निकालने की विधि दी और यह मी बताया कि 
बनों के बहुलक विन्दु सिद्धात (परशल्णाए 2५प्रॉ०906 कृणण5) में उसवा 
क्‍या महत्त्व है! 

१७४५ म जब विद्रोहिया ने ऐंडिन्वरा पर अधिकार जमा लिया तब मेंक्ॉँरित 
माग कर इग्लेंणट चला गया। १७४६ में इसकी मृत्यु हो गयी । 

मेंक्लॉरिन के कुछ आविष्कार बहुत प्रसिद्ध हो गये है-- 

(3) टेलर श्रेणी का सशाधित रूप-- 

या फो यो 

फ (य)>फ (०)#यफ (०)+ गज फा (०) + शा उ (०)+ 

(7) मंबलॉरिन का समाकल परीक्षण (८हुपर्श पर८४) जो आजकछ कहते 
का प्रत्येक विद्यार्थी पढता है। 

(77) मेंबलॉरिव का जिमागज (75९८४४७ 67 2/उल्उच्रधा) जिस वा 
समीकरण यह है-- 

(क-य) रचच्य' (३ ककय)+ 

अर्थात्‌ तज्या रक्ष 5२ क ज्या रक्ष। 5. 

आयहकूर के जीवन की कुछ घटनाआ वा उल्लेस हम बीजगणित क॑ परिष्छेद में 
कर चुके है! यदि हम फ्लन सिद्धान्त के सम्बन्ध में भी आऑयलर का नाम न छें तो 


॥ ६, 
3२+++«, क ज्ड् चाल अब चछत मे 324 
ह 22४ हज “5 


रे हूँ है लहर 
हा टर 
पा ही कल 202: डे ५ हि 3३५ $ घ्हृ हैः जे कक 4 ञ # 
रे 
आप 5 85० 5६ ४ 23 कक 52 
३ पल कक. 5 सा ; 
3 श्र 
कल था 
प्र हब कब + श हक- का # ९ ९६ अल 
है है ० चिसननन सनिसकल 7फतफन “जज ककनण |. अनमोल ॥»« +# मजाड हा % के 
हे हू ई 
४७४ * ९ है जे 2. 537 7:25 डरा | # 5 3३ ह 
न्‍ ४ पर आर ! 
न कप कक ४४ कट कट ः ् 
३ रे न + ई हि रू 
॥ ४ [ ॥3$ ; 
न ५८. रे | हु 3४ | 
3 $ पक 4 40008 ् ञ न ; हक ० 3. ः रु 
हृ आओ 
76 र ई ६. ५ अलग) 8 
हि ५५ है ०३४ हे: 5४: को 4 ४ पे औजा 7 
हर स्‍ ई ला के न्ध्डँ हद 3] | 
जा | + 
५ ९५५५५ हक जी 3 की पक 300 4 ८ के कह फल के कलनू ऋ८औी «२4 +०३+ ७ ] 
के हम के ० रर जहऔ६घ 5४३ न ५४६ ई| | 
न्शन है क । शा हक | ३ | 3 
० का ्द् ३ न्‍ 
६३. कक ४ हर के हे इ्रलल ३८ ५ | रे ता पे ] | 
$ | # ॥ ५0377 
बस 4 ] |] का 
27 का] कार अप ६ कुक लाने डर पर ञै हा ॥े पु 
९ प्ज 
कह 258 54% ०४% 7६८, ६६८६० ८०६ है ] | १; | 
गद पड श्ल पू चंद | । . ।; 
|| ् । ं 
20९ प  + ०५ हक #बबक॑ ७5 फ 4 
जी 760 5, कर है. है | है है अंक के. । 5 अर 
डे 9 के 
4 ईशा? 22 ह6%28 घा, पक हअदजा5 
25 207 6 ० हक «८ छ्ग़ 
> २ कि रू र छः 'अ_ 
हे ४ में में रण के || क० लिव>-ा € सेशापरिंग का। विनागाण ॥ 
प्ज्प हैं 
कोश बज | बे धर ।ु नए आई 
व खा वदश मार थे | इहछई [4४7४ “ २ हूओ हक) 
सम *, के प्र हे ह 
स्शम म+ सजा नि < अपकिक 252५ इरक 
मम मर गोला थो हि विश घब बट रह स्यते थे सर गा पथ प्र 
है ५ 
गन दे (इक ६. 5. ..... पी हवजियों हा दृ्ाज पति था | फेम मार जमाने 
है लत वपछय चाय पी हजियो आा पा गीता था कम 
पक आन मन श 2 “५ 
| 77 गदा 7 हट कादर 55 ईइ4ामा जकजक ५ जे 
गया था शि यदि उधिधर के समस्त जासे को घरादित दिया झाय मो कट 
बापार के हप++ -.....2. की कक 2 झा ल्सद हे जाता उस 
व दिक सलर पर्भी ग्रे मे फम का सगे । १००६ हे ट्रब्प में इसकग लि 
सन 
8 हु 5 | 3ए१४३१९४ ३९ ॥ ईई 
/ हे ९० दाचर पंदवा था । किसु एसग्रे पर्नासू 3िनिश्यादड (॥.एगंशएएउते) में 
जा ऑ, रथ 
दा १2222 डी ० न एन ; है न्ल्त्ड>५+ ' है प्य का धफाण ऐढ पफ है] 
/विदेन यो कस्मशिवियों झा ईसा और £ऋ उपस्यदाप थ गया। सब सा भकाशथफ 


स्त्माः # 4३ चुप पर मान शत गंगा पु 


५३८, 23० आप रा का ग्वकाद कावासाः के ः ला कप 5 
4७०७४ भे ऑॉयलर का झबकछठन गणित पर या ग्रन्थ मिद्मम्द ; १७६८-७० में 
समाहझलन भें 


गणित पर। छत पुस्तकों में दोनों सिधयों की उस समस्ल बातों का सारांग 
या गया था जो उस समय तक कान थी । एसक्े अतिरिक्त कई मौछिए अनसस्गान 
मी थे, जमे बीटा क्र गामा फलन । विचरण मान पर नी ओऑयछर का फकाय चह़त 
महत्वपूर्ण जहा है। उनत विषय में इससे ज्यामितीय थिसि का प्रयोग किया ि 
जिससे बहुत से प्रडनों के हल सरलता से निएल आते हैं । 

संकेतलिपि के क्षेत्र में भो ऑयलर की देन बड़ी विछक्षण रही है। इसने पिनुज 


वंगणा का निरूपण बढ़े अक्षरों द्वारा और मजाओं का निरुपण छोटे 


अक्षरों द्वरा 

फेरना आरम्भ किया। यों तो इस युक्ति का प्रयोग इससे पहले भी एक वार रॉडिसन 
२७५ 
हे 


के 


रे८६ गणित का इतिहास 


(१4७य7507) ने किया था। किन्तु उस घटना को लगमग एक झताद्दी बीत चुः 
थी। उसका प्रचलन तभी हुआ जब यूरोप में ऑयलर मे और इग्टेंग्ड में विम्स 
($7779507) ने उसे हुवारा आरम्म किया । निम्नलिखित चिह्लो के अचलन २ 
प्राथमिक श्रेय मी ऑयलर को हो है-- 


 (») (») य के फलन के लिए 
हि ८-१ के छिए 
भ्ञ सकलन के लिए 
$ विमुज के अर्थ परिमाप के लिए। 


इसके अतिरिवत 'ऑयलर संस्याए” आज जगत प्रसिद्ध हो गयी है। मान लीजिए हि 

ब्युकोजू यत-१+क, य+क, य+क, ये 

तो इस एकात्म्य में गुणाको क,, क, क,,. को ऑयलर सख्याएँ कहते है। 

ऑफयलर के विषय में एक उपास्यान उल्लेखनीय है। रूस वी रानी अन्ना के 
कट्टरपन के कारण ऑयलर को सार्वजनिक कार्यों से हाथ खीचना पडा। १७४० मैं 
अता का देहान्त हो गया  तव ऑयलर को जरमनी के राजा फ्रैंडरिक महान ने बुला 
लिया । जब ऑयलर बलिन पहुँचा तो प्रशा वी रानी ने उसे अपना हृपापात्र बताना 
चाहा। वह ऑयलर से बात करती थी तो ऑयलछर बेवल हाँ, हूँ' में उत्तर दे देता था। 
रानी मे कहा कि “आइचयें है वि इतना बडा विद्वान्‌ इतना चुप्पा भर भैतला है।' 
आयहुर ने उत्तर दिया कि “महारानी जी, इसका कारण यह है कि जिस देश से मैं 
आया हूँ वहाँ बोलने बे कारण ही छोगो को फाँसी पर चढा दिया जाता है।” हि 

छगे हाथा दो शब्द टॉमस सिम्सन (7रणा३5 5079507) मे! विषय र्म 
भी बहते चलें । यह इग्लेंण्ट का निवासी था और इसका जीवन-वाल १७१००६१ 
था। इसके पिता इसे जुछाहा बनाना चाहते थे विन्तु इसरी रुचि गणित में थी! 
इसी बात पर इसकी पिता से कहा सुनी होती थी जिसका परिणाम यह निव्रला वि यह 
घर छाड़ वर भाग गया । इसके हाथ अक्गणित और बीजगणित की एक पुस्तक 
छूग गयी जिसे इसने स्वय पढ़ना आरम्म विया। यह एक स्वरिक्षित व्यक्ति था किन्तु 
इसमें असाधारण प्रतिमा थी । वर्षों यह लन्दन में ग्ररीवी से लड़ता रहा । (७४३ में 
सह ऊल्विच ( ४ए००॑छाली) की सैनिक परिषद में गणित वा प्रध्यापर वियुर 
हुआ। १७४५ में रॉयल सोसायटी ने इसे अपना अधिसदस्य निर्वायित कर दिया । 

मिम्सन ने कई पाठ्य पुस्तरें और यहूत से अमिषत्र श्रराशित विये/ ह्यगे 


कलन और फलन सिद्धान्त इ३८७ 


ग्रीकरणों का हल अनन्त श्रेणियों द्वारा निकालता था। न्यूदन की प्रवाह विधि पर 
इसने दो पुस्तकें छिसी हू जो फमणः, १४४६७ और १७५० में प्रकाशित हुई । १७४८ 
में इसकी 'निकोग्रमिति' छुपी जिसमें इस दो सू्ों की बहुत सुन्दर उपपत्तियाँ दी गयी 
थी जो समतल जिभुजों पर छागू है-- 

(कस) : गे < कोजू ६ (का-खसा) : ज्या < गा, 

(क-स) :ग 5 ज्या ३ (का-सा) : कौजू इंगा । 


वरलेरो परिवार 
जीन वेंप्टिस्ट बलरों ([एश॥ उजञांतरट शि/शा। ) पेरिस में गणित का 
अध्यायक था। इसके जीवन काछ का ठीक-ठीक पता नही है किन्तु इतना निश्चित 
है कि इसकी मृत्यु १७६५ में हुई। इसने ज्यामिति पर तीन अभिपत्र लिखे थे । 
जीन वॉप्टिस्ट क्लेरो का एक पुत्र ऐलेविसस वलॉड क्लेरो (००05 (9गत८ 
(४०0४) था जो इस परिवार का एक प्रमुख सदस्य हुआ है। इसका उन्म पेरिस 
में १७१३ में और मृत्यु भी पेरिस में ही १७६५ में हुई । इसमें विलक्षण प्रतिमा थी । 
दस वर्ष की अवस्था में ही यह उच्च गणित की पुस्तकें पढ़ने लगा और बारह वर्ष की 
अवस्था में इसने फ्रांस की परिपद्‌ में अपना एक अभिपत्र पढ़ा जिस में चार बक्रीं 
के गुणों का वर्णन था जिनका इसने स्वयं आविष्कार किया था। १७२९ में, १६ वर्ष 
की अवस्था में, इसने द्विक वक्ता बक्तों ((प्राए०$ ० 770प/० (प्राएशथाॉपा०) 
पर एक एकवन्च (]/07०९87990) लिखा जिसके फलस्वरूप अदूठास्ह व्‌ की 
अत्पावस्था में ही यह फ्रांस की परिपद्‌ का सदस्य वना लिया गया | १७३४६ में वह 
एक आयोग के साथ छॉप्लेण्ड गया जो याम्योत्तर (7४८८०८०॥ ) के एक अंश 
(06276०) को नापने के लिए भेजा गया था। १७४९३ में इसने पृथ्वी की आकृति 
पर एक पुस्तक प्रकाशित की जिसमें गुरुत्वाकर्पण पर एक महत्त्वपूर्ण प्रमेय दिया गया 
था। उक्त प्रमेय अब 'बलेरो प्रमेय' के नाम से प्रसिद्ध हो गया है। १७५० में इसने 
चन्द्रमा पर एक निवन्ध लिखा जिस पर प्ट्रोग्रा की परिपद्‌ ने इसे एक पुरस्कार 
दिया । १७५९ में इसने हेली धूमकेतु (प्रशी८ए (८००८८ ) पर भी महत्त्वपूर्ण 
गवेपणा कारये किया है । 
कलेंरो का कार्य शुद्ध और प्रयोजित --दोनों प्रकार के गणित में विलक्षण रहा 
है। शुद्ध गणित में इसके प्रिय विपय थे--ज्यामिति, बीजगणित, कछन, अवकल 
समीकरण | एक अवकल समीकरण तो इसी के नाम से अ्रसिद्ध हो गया है -- 


रत्यज्द + फ (क््य )। 
. » ताय .. ताय है 
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एँलेपिसस पा एक माई था जो बेवछ सोलह वर्ष (१७१६-३२) जौग्ति रहा। 
पह बारूब' बडा ही होनहार था। भोदह वर्ष थी अवस्था में इसने श्यामिति पर 
एब अपिपप छिणा और पद्हवे वर्य एवं पुस्तव तैयार बर दी जो ६४१ में 
भ्रवाशित हुई । 
जीन ल रॉन्द डि लेम्बदे (]207.0 २० 70" 4लफलः) ([०१७-५)) 
एप प्राश्ीसों गणितश और दाशनिव था। यह जीन छ रॉन्द के गिरजा वे सभी 
असहाय अवस्था में पाया गया था। बाद गो पता भला रि यह अपने माता पिता बी 
अवैध सन्तान था। एवं अन्य दम्पति ने इसरा छाछय पालन क्िया। इसका पि 
चुप घाप इसवा व्यय दिया बरता था। 
दॉलिज छोडने पर यह अपनी धाप्रेय माता के घर सोट आया और तीय बष एक 
यही पर रहा। इसने कानून था अध्ययन किया था विच्तु इसने उपर स्थवस्ाय को 
अपनाया नहीं। तब इसने औपधि पिज्ञान में रुचि दिखायी हिन्‍्तु एवं वर्ष वे अदर 
ही उसे भी छोडबर गणित मे अध्ययन में संगत हो गया। इसने फ्रांस की शिशात 
,परिपिर में कई अभिषतर भेजे जिसरे फल स्वरूर १७४१ में यह उप सरधा का सइस्‍य 
हो गया । तत्पश्यात्‌ इसने प्रयोशित गणित पर गई असिपत्र लिसे। १७४२ में 
इसने गतिविशानबे' उस सिद्धा्त या प्रतिपादन किया जो आजवल 'डि सेम्यर्ट सिंदात 
के नाम से प्रसिद्ध है। १७४७ में इसकी एवं पुस्तक प्रकाशित हुई जिसका विषय पा 
'आशिव अन्तर बछन ((/व्पीएड ०ह एगएवे /लला०७)', १७६३ में पह 
बक्षित गधां। इसे बछित परिषद्‌ का अध्यक्ष बनाने बाय प्रयत्न रिया गया हि 
इसमे अस्वीवार कर दिया । तत्पश्चात्‌ इसवे बई अन्य प्रत्थ प्रषाशित हुए गिने 
विषय धे--वार्यों की गति, पृथ्वी बी घुरी, दोलित डोरियाँ आदि॥ १७४६ और 
डे८ में बलिन परिषद की पतिवा में इसने रमायकत गणित पर घई अमित 
प्रवाशित किये जो बहुत महत्वपूर्ण थे। इसके कई लेस अववक्त समीर रणों पर भी है। 
डिडेरट पे! सहयोग में डिलेम्बर्ट ने एप. विश्वरोप प्र सम्पादन हिया। डरती 
ग्रन्थ वे पहले दो भागो ने लिए तो इसने बई साहित्यित छेस लिरो है, किन्यु ऐप 
भागों में इसत्री देन गणितीय ही रही है। इसने अतिरिक्त इसी एवं पुस्तक 
दर्शत पर (१७५९) और एव संगीत पर (१७७९) भो प्रकाशित हुई है। 
डि छेम्बर्द शो जीवन मर मितव्ययी रहता पडा पयोकि इसके शाधा सदय सीमित 
रहे। जोवन ने सीसरे पहर में इसका परिचय फुमारी सेस्पिनेंत ([-०घुभा४६०) म्े 
हो गया था। १७६५ मे जब रह रोयग्रस्त हुआ तब उसने इसकी बड़ी सैदापी। 
बहू तो इरासो बेब एव घनिष्ठ मित्र ही समझती थी रिस्घु ऐसा मतीत होता है हिं 
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उसके प्रति डि छेम्वर की भावनाएँ और भी गहरी थीं । वर्षों दोनों एक ही मकान में 
रूं। १७७६ में उसकी मृत्य से डि छेम्बर्ट को गहरा घकका छगा। यों तो यह 
अपना दैनिक कार्य करता रहा और इसने अध्ययन, लेखन भी नहीं छोड़ा किन्तु फिर 
पहुडे जैसी वात कमी आयी नहीं । १७८३ में इसका स्वर्गवास हो गया । 

पियर साइमन लॉप्लास (एलार् जपणा [,0[090८) (१७४९-१८२७ ) एक 
आंसीसी गणितज और ज्यौतिपी था । इसके पिता एक छोटे से किसान थे, अतः इसकी 
शिक्षा पड़ोसियों की कृपा पर आचूृत हुई । यह अपने जन्मस्थान बीमाँण्ट ((वए- 
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डे 


७5. -चित्र--९५ छॉप्लास (१७९४-१८२७) 


्‌ | मै: जज 3 5 कट] ६ के ७. 
[ स्किप्ट मेंथेमस्का की अनुशा से 'पोर्ट्द्स ऑफ़ एमिनेण्ट मेंथमेंटीशियंश से प्रथुत्पादित । ] 


हक गणित का इतिहास 


77070) के सैनिक स्कूछ मे प्रदिष्ट हुआ और तत्पश्चात्‌ वही पर गणित का अध्या 
नियुक्त हो यया। १ ७६७ में यह कुछ सस्तुति पत्र लेकर डि लेम्वर्ट से मिद्ा । उ 
पत्रा का तो कोई प्रमाव नही पडा किन्तु जब इसने यान्त्रिकी पर एक छेस हि 
डि हेम्बर्ट को दिया तो उसको कहना पड़ा कि “तुम्हें विसी मस्तुतति की आवश्यक 
नही थी। में अवश्य तुम्हारी सहायता करूँगा ।” अस्तु, डि हेम्बर्ट में इसे पेरिस 
नियुक्त करा दिया। 

लॉप्लास को विश्छेषण पर बा अधिकार था और इसने उसके सिद्धान्त व 
खग़ोंढ यान्तिकी पर प्रयोग करना आरम्भ कर दिया। इसने उक्त विपय पर क 
अभिपत्र लिखे और इसमें और लग्राज में एक प्रकार से अभिपत्र लेखन की हाड स 
लग गयी। तत्पश्चात्‌ इसने पाँच भागों में अपना प्रसिद्ध ग्रन्थ 'लिगेल यात्त्रिकी 
(3(९८४774०८ (2९(०५६८) प्रकाशित किया । यह पुस्तक उक्त विषय में युग प्रव 
तंक सिद्ध हुई है। १७९६ में इसकी एक अन्य पुस्तक छपी जिसके अन्त में ज्योतिष 
का इतिहास दिया हुआ था जिसकी भूरि भूरि प्रशसा हुई है ! सॉप्लास की नीहारिका 
परिकल्पना (प९७प।०० 999०६०55) भी इसी पुस्तक का एक अग है। 

लॉप्छास के प्रमुख विषय तो ज्योतिष और खगोल यान्तिकी ही थे किन्तु इसने 
एप पुस्तक सम्माव्यता पर भी छिसी है। इसके अतिरिक्त इसने भूमिति (9००0०), 
अवकछ समीकरणों और कछन को भी अछूता नहीं छोडा है। इसकी समस्त हृतियाँ 
फ्रासीसी सरकार ने सात भागा में १८४३-४७ में प्रकाशित की ] तत्पश्चात्‌ उनका 
हसेरा सस्करण १९१२ में चोदह भागों में छपा । 

लेप्छास की शैली वडी ही परिसहत (7७४४८) थी । एक बार अमेरिका कै 
ज्यौतिषी नेंथेनियल वाउडिच (0४४३० ्झ०छकाक) (१७७३-१८३८) ने 
इसकी शैली के विपय में कहा था कि “लेंग्छास की लेखनी में जब कही पर यह दृष्टि 
ग्रोचर होता है कि 'अतएव, यह स्पष्ट हैकि तो मै समझ छेता हूँ कि रिक्त 
(5५%) को भरने के लिए मुझे घण्टो माया पच्ची करनी पडेगी।” 

यह अवकल समीकरण छूप्लास के नाम से प्रसिद्ध हो गया है-- 

तव तत्व तप्व ग्फा स्पा ग्पा 

तब तर पंत छप 5९ (पक है का 

इस समीकरण का ग्रोलीय हरमिति (5फ्ली८स८०| प्रश्याा०7८७) में बहुत 
प्रयोग होता है। 

जीन अपन जोजफ फूरियर (]वग ए7एुचच्रढ उुम्ब्की फत्प्फ्चः 
(१७६८-१८३० ) एक भासीसी गणितज्ञ था। यह आठ वर्य वी अल्पायस्था में ही 
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“नाथ हो गया था। इसने ऑक्सेर (॥परूटाा८) के एक सैनिक स्कूल में शिक्षा 
पायी और फिर यह वहीं पर गणित का अध्यापक नियुक्त हो गया। कई वर्ष तक यह 
पेरिस की विभिन्न संस्थाओं में अध्यापक रहा और १७९८ में नेपोलियन (7४०५००- 
(00॥) के साथ मिस्र गया । वहीं नेपोलियन ने इसे एक प्रान्त का राज्यपाल वना 
दिया। नेपोलियन ने फ्रांस का प्रभाव क्षेत्र बढ़ाने के लिए करो में एक संस्थान स्थापित 
किया। फ़ूरियर उसी संस्थान को अपने गणितीय अभिपत्र देने लगा। १८०१ में 
पह फ्रांस लौट आया । तत्पश्चात्‌ इसे कई प्रकार की उपाधियाँ और सम्माच मिले। 
१८१६ में यह पेरिस में जम कर रहने लगा और १८२२ में विज्ञान परिषद्‌ का 
सचिव हो गया । 
फ़ूरियर का नाम दो बातों के लिए प्रसिद्ध है-- 


($) इसका ग्रन्थ--ताप का चैद्लेपिक सिद्धान्त, जो १८२२ में प्रकाशित हुआ । 
इस पुस्तक में गणितीय भौतिकी का बड़ा व्यवस्थित इतिहास दिया गया है। 


() फ़ूरियर श्रेणी--फ़ूरियर ने १८०७ में विज्ञान परिषद्‌ को एक अभिपत्र 
छिख कर दिया जिसमें यह कहा था कि 'प्रायः कोई भी स्वेच्छ फलन एक त्रिकोण- 
पितीय श्रेणी के रूपमें प्रसृत किया जा सकता है| इस बात से लेंग्रांज इतना स्तम्मित 
हुआ कि उसने कहा कि फ़्रियर का कथन असम्भव है। परिपद्‌ ने फ़ूरियर को प्रोत्सा- 
हित करने के लिए घोषणा की कि परिपद्‌ का १८१२ का पुरस्कार 'ताप संवहना 
(एणापप्त्तंणा ०(तिी०३६ ) पर ही दिया जायगा जो फ़ूरियर के उक्त अभिपत्र का 
विपय था। फ़्रियर ने अपना लेख १८११ में परिषद्‌ के पास मेज दिया। छेंप्लास, 
लेंग्रेंज और लेजाण्डू पंच नियुक्त हुए । इन्होंने पुरस्कार तो फ़ूरियर को दे दिया किन्तु 
उसके विश्लेषण और विधि की कड़ी आलोचना की । अभिषपत्र परिपद्‌ की पत्रिका में 


नहीं छप सका | जब फ़ूरियर स्वयं उक्त परिषद्‌ का सचिव हुआ तब उसने अपना 
उक्त छेख परिपद्‌ की पत्रिका में प्रकाशित किया । 


फ़्रियर सिद्धान्त के अनुसार, यदि फ (य) कोई फलन है जो वहुत ही व्यापक 
भे्तों को पूरा करता है तो हम उसे इस रूप में निरूपित कर सकते हैँ--- 
फ (य) +5 कक, कोजू य+क., कोजू २ य-+-- ----- 
+ख, ज्या य+-ख, ज्या २ य+-. - -- + - 
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इस श्रेणी को फ (य) को फ़ूरियर श्रेणी कहते हैं । 
इसमें सन्देह नहों कि फ़्रियर एक प्रतिमाणाली व्यक्ति था। वारह बर्ष की 


अवस्था में यह पेरिस के गिरजा के अधिकारियों को उपदेश लिख कर दिया करता 


क्ष्र गणित का इतिहास 


था भर ये लोग अपने नाम से उन्हीं उपदेशों के आधार पर प्रवचन रिया करे भें 
सेरह्‌ वर्ष यो अरस्था में यह एप समस्या बना हुआ था--चंचलछ और आवारा। 
विस्तु गणित से पहला सम्पर् होते हो इसरा कायापलट हो गया ) इसे अपना स्वर्या 
मिल गया। और फिर तो यह ग्रद्मित बे क्षेत्र में दिन पर दिन उम्रति ही करी 
गया । 

बहुत दियो बाद आज गाउस मी याद आयी है। इसवे जीवन को एव हर 
हम ज्याभिति के अध्याय में दिला घुते है । इसके पिताजी में कोई प्रतिमा नहीं थी। 
वह तो यही चाहते थे हि उनको पुत्र भो मशदूर अथवा साली बन जाये और परि 
उनकी चली होती तो गाउस इससे अपिक यु न हो पाता किन्तु इसरी माता सब्व 
इसका पक्ष लिया करती थी। इसीलिए गराउस वो अपने पिता के प्रति पोई ममता 
मही थी । गाउस बी माता को पुत्र से बडी बडी आशाएँ थी । एक दिन उसने गाउत 
के मित्र वोलिये से पृ्ठा कि उसके विचार में ग्राउस बडा होशर वया होगे ! बोलियं 
ने उत्तर दिया “यूरोप का सबसे बडा गणितज्ञ !” और उसव॑ पूर्वानुभाव ठीक 
निवला । 

गाउस के बचपन नी दुछ घटनाएँ उल्देखनीय है । इसके मकात के पात से एक 
नहर बहती थीं। एक बार नहर में वहुत पानी मरा हुआ था। गाउस उममें खेटो 
खेलने डूबने लगा । एक मजदूर उपर से जा रहा था जिसने इसकी जात बचायी । 

गाउस कडिनाई से तीन वर्ष का रहा होगा कि एक दिन इसके पिता मजदूरों वी 
साप्ताहिक हिलाव नर रहे थे । बच्चा ध्यान से सुन रहा था कि एकदम बोल उश, 
“हिसाब में गलती है। द्रव्य इतना नही, इतना होना चाहिए।” पिता ने दुबारा 
हिसाव रूपाया तो बच्चे वा कथन ठीर निकछा | तीन वर्ष के बच्चे में इतनी प्रतिमा 
क्य उदाहरण पव्रिरले ही मिलेगा। 

सास वर्ष की अवस्था में गाउस एक स्वूल में प्रविष्ट हुआ। स्पूल का ग्रवाना 
ध्यापक्र बटनर (07707) बडा हृथ्य था। वह बडी क्रता से अपने डण्डे का 
प्रयोग क्रिया करता था। गाउस का दसवाँ वर्ष था कि एक दिन वेदनर ने सारो का 
को जोड़ का एक प्रश्न दिया। प्रश्न यह था-- 

योग निक्‍ालो, 

<१२९७+-८१४९५५-८१६९३-- -- - १०० पदो तक । 

उन दिनों तक हिसी दच्चे ने समान्तर श्ेद्ी का नाम भी नही सुना था। बदतर 

डिया करता था । लड़कों से वह मही 


स्वय तो ऐसे प्रश्नो का उत्तर सूत्र द्वारा निकाल 
_.__ 2: 5००० >> डक जअवेल्पएों + उर्न 


फलन और फलन सिद्धान्त ३९३ 


थितों स्कूछों में यह प्रथा थी कि जो लड़का सबसे पहले प्रदन हक कर लिया करता था 
वह तुल्त अपनी स्लेट अच्यापक की भेज पर रुख दिया करता था। तताइवार जो 
लड़के प्रबन को निकालते जाते थे, बारी वारी से उस स्केट पर अपनी स्छेटें रखते जाते 
पे। वं्वर ने कठिनाई से प्रदन वो पाया था कि गाउस ने तुरन्त उसका उत्तर लिख- 
छेंट मेज पर पटक दी । कोई शी अन्य विद्यार्थी पूरे घण्टे में मी उदत पद को 
हंठ व कर पाया । गाउस का उत्तर ठीक निकला । उस दिल से बटनर गाउस हर 
दयालु हो गया । उसने अपनी जेव से अंकगणित की एक पुस्तक गाउच को खरीद 
कर दी। गाउस के विपय में वह कहा करता था, इस लड़के को मैं और कुछ नहीं 
पढ़ा सकता ।” 


क्ष्र्ड; 


कर स्छ 


५ 


. _गाउस ने जिस वस्तु पर हाथ रख दिया वह सोना हो गयी । इसकी प्रमुख रुचि 

तो अंकगणित में थी किन्तु चुम्बकत्व, ज्यौीतिप, मूमिति--सभी क्षेत्रों में इसका कार्य 
बाग प्रवर्तक रहा है। इसकी सबसे प्रसिद्ध पुस्तक डिस्क्वीजोशनिंस (9वुप्पंअ- 
00०॥८४) है जिसके सात विभाग हैं। 

उब्त पुस्तक के पहले तीन विभागों में संशेषता सिद्धान्त (7॥०0०%9 र्णः 
(णाहपप्ए१८८७) का प्रतिपादन किया गया है। विशेषकर इस संशेपता का 
विस्तारपूर्वक विवेचन किया गया है-- 

यो हछ का (मापांक प), 
जिसमें स, का स्वेच्छ पूर्णाडूः हैं और प कोई रूढ़ संख्या (9777९ प्ाए)टा ) । 
चौथे विभाग का विपय है वर्मात्मक अवशेष सिद्धान्त (770079 0 (२ए०वै- 
स्था८ पर ट॑तैप८७) . वर्गात्मक व्युत्कमता की पहली उपपत्ति इसी विभाग में दी 
गयी है। 

' पाँचवें विभाग में द्िवर्णक दर्गात्मक रूप (जिक्र (0०९2८ 00775) 

दिये गये हैं । इसी विभाग में आगे चरिवर्णक रूपों का भी विवेचन है। 
छठे और सातवें विभागों में वीजगणितीय समीकरणों पर उपरिलिखिलत 
सिद्धान्तों का प्रयोग किया गया है। अन्तिम विभाग के विपय में गणितज्ञ कहते हैं. 
कि उसमें माउस ने अपनी- प्रतिभा की पराकाप्ठा दिखायी है। 

' डिस्ववीज़ीशनिस १८०१ में छपी थी और उसने गणितीय जगतू में तहलका 
मचा दिया था। १८११ में गाउस ने वेसिल (१७८४-१८४६) को अपना वेड्लेपिक 
फलन सिद्धान्त (30०79 ० #प्रशडपंद एपा८४००५) बताया । यदि गाउस 
ने उक्त सिद्धान्त को मी सार्वजनिक रूप में प्रकाशित कर दिया होता तो .उससे - 


5039 गणित का इतिहास 


गणितीय ससार में एक दूसरा विल्‍छव मचा दिया होता। हिलु उत्त वूतता 
बेंसिल तक ही सीमित रह गयी। 


सम्मिश्र रा्षियों (0०7फञ८र वपप्णग/टा७) का उल्हेख हम पहले कर पुरे 
है। ग्राउस ने सिद्ध कर दिया कि प्रत्येक बीजयणितीय समीकरण के मूल इस प्रकार के 
हाते है-- 

क+एस (ए5" ४-१ ) 

गाउस ने एक्स्य फलनो (एगमठियय स्राए८00०:७5) की परिश्य्षां तो दी ह्ठी। 
साथ ही यह्‌ भी बता दिया कि समस्त एकरूप फ़्ल्व वैइकपित नहीं होते। बुइले> 
पिकता के लिए उनका अवकठनोय भी हाना आवश्यक है । अवकलनायता की गा 
ने सन्तोपजनक परिमापा दी है। 

भान लीजिए कि समत् में काई बिन्दु (य, र) है! तो ज गप्ड चित्र (38 
702987श7) में हम याद्षा की वास्तविक वक्ष और राक्ष को बाल्यतिक भक्ष कहीं । 
इस अकार वास्तविक क्षेत्र का बिन्दु (य, र) सम्मिय क्षेत्र में बिस्ढ (यनए र) वी 
जाता है। इसी राधि (य+ए र) का हम छ से निरपित करते है। 

अब मान लीजिए कि ल' एक अन्य विन्दु है जो छ के समीप है. कौर फ (ढ) 
कोई एक्हूप फ्टन है। ता हम छ' पर इस फ्लन का मान तिकाल कर मजनारर्त 

के (छ*)-फ (छ) 
रूै-ल 

बनातत है । 

अब मान लीजिए कि बिन्दु छ7 बिन्दु ल की ओर चलता है और अन्त में उसने 
अमिन हो जाता है। स्पष्ट है कि विन्दु ल तक पहुँचने में वह अनन्त पा में से किसी 
एक का अवलम्बन कर सकता है। वह एक क जु रेखा, एक वृत्त, परवलम अभबा 
दिसी अन्य वर द्वारा जा सवता है। अव प्रदन यह है कि जेब छ'-+ छ तव कया उर्पारि 
लिखित मजनफ्ल की कोई विश्चित, सान्‍त सीमा होगी ? और यदि हागी तो वया 
बढ़ सीमा समस्त मार्ों के लिए अद्वितीय रहयी ? यदि ऐसा हो ता फलन फ्‌ (ढ) 
को हम अवकलनीय कहेंगे। 

अन्त में, जो फलन एक्टप मी हो और अवदलतीय मी, उसे वैश्लेपिक 
भ्ह्ते हैं । 


कछ 
६ ३५९ 
पोज मे सिह 
पालन ओर फरन टद्धान्त 


पालन (7 ८ शाला ता, 
तम्मिश्रअवफलन की ही भांति सम्मिश्न समादःखन ([(-गञ[जल्थ गा 

नींव को भी गाउस मे न्वा 
वर दिया । हम यहां 


रूप से माउस 


हि । श्त्‌ 9५ | ऊ 
द। 
**ई 


है 
न्ञर 


शत 


से 


मम्मिथ समाकरून फी 
परिनाा देते है । 

मान छीजिए कि फल) 
चर ले ( जमंक्ता८ > ) 


5 एक फल है, और का सा 





ऐक सतत वक्र । बक् कोस 


भागों थक घ्ू 
गा मे बॉट दीजिए । मान ; छू का चत्र 
छीजिए कि विभाजन विन्‍्द का + लो  आमक! 
४ ध् ब्ज्खा) हैं। 
ल,(का), छ,, ऊ,, ... ...छ,_,, ल,, .. .ला,_., छ, (खा) है | 
+ 40 4 / ध गई बिन्द्र लि छेकर फ (लि 
इनमें से बक के प्रत्येक टुकड़े जल 2 हद हल अल | 
माने निकाछू छोजिए । 


करके यह योग ' 
अब इस मान को संगत अन्तर (रू,--ल_,) से गुणा करके यह 
फेर छलीजिए-... 
च्च्स 
2 फ (लि) (छ,-ल<_५)- 
हे जाती है, और उन 
जब मान छीजिए कि बक्र के टुकड़ों की संख्या अनन्त हो कक है, 
ये मा 
भत्यंक को रूम्बाई शून्य की ओर प्रवृत्त होती है। तव हम 


व्च्न्स 
्खी रे फ (लि) (छल. ) 
सू-+ ०० 5 श्‌ 


निकालते हैँ । यदि यह सीमा निश्चित, सान्त और अहितीय शक 
गाते एफ्ंतुप०) हो तो उसके मान को फ (छ) का रेखा समाकर ([76 0/68 
कहते हैं, और उसे इस प्रकार निरूपित करते हैं--- | 

| फ (रू) तार । 


का खा 
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इसमें सम्देह सही कि गराउस की शतियों से गशित का एक नया अध्याय आरम्भ 
होता है। लग सुनथ्यता ( एप्व्पछणा) की महत्ता, परिम्ापा वी आवश्यरता 
और उपपत्ति वी परपता ([२)8०७४) वो समझने हगे। गाउस गणित नही 
गणितज्ञ सआद था। ससार में तीन हो गणितकष हुए है जिन्होंने गणित के विषय हो 
लगी प्रेरणा नया जीवन, नयी प्रवृत्ति दी है--आरनिर्भेडीज, स्यूटन और गाउस | 
तीना महान्‌ थे। इसमें से कौन सबसे यद्चा था, यह बहना हमारे बूत की वात नहीं है। 

दो दावद हुने रॉस्बरी (7000० १७४७.) के विपय में भी पह दें तो क्या 
हानि है ? पोछेण्ड के उप्तीसवी शताददी के गणितज्ञो में इसी वा नाम उल्हेसनोय है। 
इसका जीवन काल १७७८-१८५३ था। यह निर्धन था विन्चु धुत का पक्ना या। 
जीवन का अधिकाश इसने फ्रास में व्यतीत किया । इसको लेसन धैली आर्षेक नहीं पी, 
इसीलिए इसकी विशेष स्याति नही हुई । इसका नाम दो बातों बे लिए प्रसिद्ध हैं-+ 

(!) ग्रणितीय दर्शन पर इसबे छेस। 

(7) सारणिका पर इसका वार्य । इसने चार प्रकार के सारणितों का विशेष 
रुप से अध्ययन किया था । उनमें से एक का माम १८८ १ में टॉमस स्योर (7॥008 
पार) नें रॉन्सकियन (९/४छ0ाज्र009) रस दिया, और वही नाम अ्चस्ति हो 
ग्रया । हम यहाँ तृतीय वर्ण के रॉन्ट्िक्यन की परिमापा देने हे 

मान लीजिए कि फ,, फ, फ, चर य के तीन फ़्लन है । तो सारधिक 


फ़्‌ फ़र फ़ 


फट. कर... फटे 

को इन फ़लतो का रॉन्स्क्यन बहते है और इसे इस प्रकार लिखते है--- 

रा (फ, फ,, फ,) 

गेस्ट लियोपील्ड हेले (408प57-००ए०ँ१ टपला०) (१७८०-१८५५) 
एक अमन गणितञ्चन था । इसकी रुचि बहुमुखी थी और इसमें वडी सघटन दावित थी। 
व्यवसाय से यह इजोनियर था । इसमें कोई विशेष गणितीय प्रतिमा नहीं थी किन्तु 
इसने गणित के प्रवर्तन के लिए बहुत परिश्रम किया । १८२८ में इसने उस प्राविधिक 
सस्यान (7लेजाव्यों प्राश्नाधा८) की सेवा छोड दी जिसमें यह काम करता था 
और सार्वजनिक शिक्षा मन्‍्वालय में नौकरी कर ली । इसके जोवन का प्रमुख कार्य 
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यह रहा है कि इसने एक गणितीय पत्रिका की स्थापना की जो आजतक कक्रेले जरेल' 
(८ [0एणा॥!) के नाम से प्रसिद्ध है। इस योजना में आँवल, स्टेनर और 
जेकोवी ने इसे सहयोग दिया । बलिन-पॉल्सदेंम ( छलाफ-?0४वै॥०) की योजना 
भी इसी ने बनायी थी । 


रन 


वर्नाड वॉल्जानो (8८740 02970) भी इस योग्य अवश्य था कि उस पर 
दो वाक्य लिखें जायूँ । इसका जीवन काछ १७८१-१८४८ था-। यहें दे पादरी 
था और १५ वे प्राग (?:०८०८) में धर्म दर्शन का प्राध्यापक रहा । ९ <१६म 
इसने ह्ििपद सूत्र (गरणारंश ए०पणर्प३) की उपपत्ति दी और श्रेणी अभिस्रण 
(एणाएलएलाए2 0 $2८7१०५ )का विवेचन किया । इसने सीमा और सातत्य के भावों 
का भी स्पप्टीकरण किया । यों तो इसने कई पुस्तकें लिखीं किन्तु इसका तकंशास्त्र 
सावन्ची ग्रन्थ बहुत प्रसिद्ध हो गया है। 


यदि पाठक उकतायें नहीं तो दो शब्द सिमियन झसिस पॉँयर्सो (970०४ 
ँथां$ 708०7) ( १७८१-१८४० ) के विषय में भी कहते चलें । यह एक सिपाही 
का पुत्र था। इसने पहले औषधि विज्ञान का और फिर गणित का अध्ययन किया । 
0१८ में यह पेरिस के एक कॉलिज में भर्ती हुआ और लग्रांज और लॉप्लास के सम्पर्क 
में आया। यह- संस इसके जीवन भर चला । अद्ठारह वर्ष की अवस्था में इसने 
दो अभिपत्र लिखे, एक विछोपन विधि पर, दूसरा सान्‍्त अन्तर के एर्ई समीकरण 
पर | दूसरा लेख लेजाण्ड्र को बहुत पसन्द आया । १८०६ में यह प्राय्यापर बना दिया 
गया । 


पॉयसों ने कुल मिलाकर ३०० से अधिक लेख और अभिपत्र लिखें। इसने गणि- 
तीय भौतिकी पर कई पुस्तकें भी लिखनी आरम्म की किल्तु उन्हें पूरा न कर वया 
इसका गवेषणा कार्य मुख्यतः प्रयोजित गणित पर है। शुद्ध गणित में इसके लेख इन 
विषयों पर हैं--निश्चित समाकल, फ़ूरियर श्रेणी, सम्भाव्यता, विचरण कलन, 
अवकल समीकरण ॥ 

आऑगस्टिन लई काँशी (प९७०5४0॥ ,0प7$ 08प८ए) (१७८९-१८५७ ) फ्रांस 
का एक महान्‌ गणितज्ञ हुआ है । यह ६ माई वहिनों में सबसे बड़ा था । इसने पेरिस 
में शिक्षा पायी और कुछ दिलों इंजीनियरी का व्यवसाय किया । १८१३ में इसके 
स्वास्थ्य ने जवाव दे दिया और इसके पिताजी के मित्रों लेग्रोंज और लप्लास ने इसे 
परामझ्ञे दिया कि अब यह अपना जीवन गणित की सेवा में लगा दे । कॉशी का वचपन 
ऋत्ति के दिलों में वीता । इसके पिता अपने परिवार को अपने पुरातन गाँव आर्कु- 
इल (#+८एश)) में के आये। उसके पास साधनों की कमी थी। उसने आये 
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पैट सामर बच्चा का छालन पालन किया। ब्यश्ी को बचपत में पेट मर भोजन को 
भी टोडा रहा, इसीकिए जीवन भर उसका स्वास्थ्य असम्तोपजतक रहा। 





चित्र ९७--कॉशी (१७८९-१८५७) 

काँणी के पिता पद्च लिखा करते थे । अत उन्होने कई पाठ्य पुस्तक प्रकाशित 
कीं और किसी प्रवार बच्चा को शिक्षा दिलायी | इस प्रकार कॉशी को भी लैटिन 
और फ्रैंच पद्च पर अधिकार हो गया । आउुइल से सलूग्न दो सम्पत्तियाँ थी--शक 
लप्लास वी और एक रसायनज्ञ वर्थोत्ित (छल0णो०८) (१७४८-१८२२) की । 
और इस प्रकार काँशी का लप्छास से परिचय हुआ । लप्लास ने ज्ीघ्र ही जात लिया 
कि कॉशी में असाघारण गणितीय प्रतिमा है। जब उसे पता चला कि वॉशी ने श्रेणियों 
के अभियरण परीक्षण (७8 67 0गाएटट्रव्यव्टोनिकाले हैं तो वह यर्रा गया। 
उसने खगाछ यान्त्रिकी पर जो कार्य क्या था उसमें कई स्थाना पर श्रेणियों के योग 


बा परिकलत करना पडता था । और यदि उक्त श्रेणियाँ अपसूत्त (25 20% 
५3५3 ८2 कक दक पक बक आफक परद लिंक अर + आह इश 7. किसके आज अजर्म अपनी ओजिया 
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पर काँपी के परीक्षण छगायें तो उन्हें आभिसारी (एणाए्लहथा ) पाया | तब 
उसने सत्तोप की साँस छी । 

१८०० में बड़े कॉणी पेरिस की परिषद्‌ के सचिव नियुक्त हुए । उनके कायो- 
लय के हो एक कोने में तरुण कॉगी एक मेज कुर्सी केकर बैठा रहता था । लेग्रांज उतत 
कार्याटयय में वहुघा आया करता था । इस प्रकार उसे काशी वे गतिविधि का परिचय 
मिह्ठा । वह काशी से बहुत प्रभावित हुआ । एक दिन जब वहाँ नगर के प्रमुख नागरिक 
वैंदे हुए थे, उसने कहा कि “कोने में बैठे हुए उस लड़के को देखते हो । एक दिन वह 
गणित की दौड़ में हम सबको पीछ छोड़ देगा ॥ डे 
. तेरह वर्ष की अवस्था में कॉँशी ने स्कूछ में नाम लिखाया । यह स्कूल भर में सबसे 
तेज लड़का समझा जाता था । ग्रीक, लॉंटित आदि प्रायः सभी विषयों में प्रथम पारि- 
तोषिक इसी को मिला करता था। १८०५ में यह स्कूल से लिकला और १८१० में 
इंजीनियर हो गया । कॉगी के अस्वाब में चार पुस्तकें रहा करती थीं। छॉप्लास की 
खगोल यान्त्रिकी', लेंग्रांज का विदछेपषिक फलन सिद्धान्त, एक पद्य की पुस्तक और 
एक बार्भमिक ग्रल्य | स्पप्ट है कि इनमें से एक भी पुस्तक उसके व्यवसाय से सम्बद्ध 
नहीं थी । किन्तु कॉशी की अभिरुचि तो गणित में ही थी। अतः उसे इंजीनियरी का 
व्यवसाय छोड़ना ही पड़ा | तरुण अवस्था में ही उसने लेग्रांज की पुस्तक में कई गल- 
तियाँ निकाल डाली थीं । 

१८१६ से १८३० तक कॉशी पेरिस के क्रमशः तीन स्थानों पर प्राष्यापक नियुक्त 
रहा। अन्त में अपनी घामिक स्वतन्त्रता के कारण इसे अपना पद छोड़ना पड़ी 
इसके लिए ट्यूरिन (पध्मं7) विश्वविद्यालय में गणितीय भौतिकी की एक नयी 
गही का सर्जन किया गया । १८३८ में यह फ्रांस लौट आया और फिर पेरिस में 
भाध्यापक नियुक्त हो गया । 

१८०५ में काँशी ने एँपोलोनियस के इस भश्त का हल निकाला--थदि तीन 
वृत्त दिये हों तो एक चौथा वृत्त किस प्रकार खींचा जाय जो उक्त तीनों वृत्तों को 
स्पश्षे करे ।॥ 

पॉइल्सो (075००) (१७७७-१८५५९) ने एक अइन यह उठाया वा 

“चार, छ:, आठ, वारह, वीस फलकों (778००४) के सम वहुफलक (8८एपैश 
7००००) तो ज्ञात हैं।॥ क्या और कोई सम बहुफलक वनाना समय है जिनके 
फलकों की संख्या इन संख्याओं से भिन्न हो ? 

कॉशी ने १८१९१ में एक अभिपत्र द्वारा उक्त प्रइन का नकारात्मक उत्तर दिया । 

वहुफछकों पर ऑयलर का यह प्रमेय प्रसिद्ध हैः- 
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यदि कसी बहुफलब की कारा, फ्लक्रो और झ्ञीपों की सस्या व्रमशा रो, 

फ और ज्ञी हा तो 
को+ई - फ्कशी ।/ 

पेरिस की विज्ञान परिषद्‌ ने एक बार घापणा वी कि जो काई ऑयलर के उती 
प्रमेय की कसी महत्त्वपूर्ण दिशा में पूत्ति करेगा, उसे पारितोपिक दिया जंयगा | 
लेग्राज ने बॉंशी को प्रोत्साहित क्या । क्ॉशी मे १८११ में एक दूसरा लमिपत्र 
लिखा जिसमें उपरिलिखित प्रमय का सार्वीकरण कर दिया । 

१८४५ के आस पास क्ॉँशी ने कई अभिपत्र छिसे जिनमें प्रतिस्थापत सिंद्धात 
(7॥००9 ०६ $00४४(ए४०॥5) का व्यवस्थित रुप से प्रतिपादत किया गया था । 
उबत विपय आज 'सास्त सघ सिद्धान्त! (7००७ ण कशम्रप८ 0075) के रुप 
में विकसित हो गया है। 

गणित को काशी को महत्तम देन बलन के क्षेत्र में हुई है। इस विपय पर काँगी 
ने तीन भ्रन्थ लिखें-- 

7) ए०0ए७छ व भार्गए तेढ ] 8००० 70) ह०मावुए० (782) 

(70) 7.० ए४ॉ०ए छराविव्रव््णा् (7823) 

(70) ॥,९८०७ 5प7 46 १एज्ीट्य्तताड तैए ()॥्पों ग्रकि्ावाने ३ पं 
8९०॥7८४०८ (826-28) 

बॉशी का सम्मिथ समाकलन पर निम्नलिसित प्रमेय प्रसिद्ध हो गया है. और 
शुद्ध गणित के प्रत्येषः विद्यार्थी को इसे पढना ही पडता है। 

“यदि व कोई बन्द वक्र है, और फ (छू) एवं फ्लन है जो इस वत्र मे अन्दर 
और ऊपर एक्मानीय (0॥0-४7|ध८०) और बैश्लेपिक है तो 


है फ (छ) ता कू-० 
रू 

इसे “काशी प्रमेय ” (035८१ 7]००घगा) बहने है। यह अनेव दपा में 
व्यवत कथा जा सकता है। हमने एयः बहुत रारल रूप दिया है! 

कोंशी मे सीमा और सातत्य के मावा को माँजा और रॉवारा और उनकी 
सहायता से वन के रुप को विखारा। इसके अतिरिक्त बाँगी में टेलर भ्मेय 
वी पहली परप उपपत्ति दी । कॉॉझी से उका प्रमेस में स पैदा के पश्चात्‌ जा शेप इस 
रुप में दिया है-- 
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 पिनपर्नचि थी। इसने 'तुह्य रुपों फे लिरस्थायित्य येः सिद्धान्त (तालंजए 


0 ही 
[ ध्याव्ालातए ता |: पृर्प॑"जैला। छापा) गा धतिषादन किया । बढ कंदा- 
भ्र्न नाप 
हिंठा व्यक्ति था झिसने बीजनशिन के मह्मत सियास्सों का अध्यमन किया । 


,॥ अनिश्विन इसने विस्देषण की अर्वासीन प्रगति! पर श॒क प्रतिवेदन प्रराशित 
क्या जो महत्वपूर्ण रहा है। कलन को इसकी टेल यह रही कि उसने अवकाल 
पैकेतलिपि (जलकि्यापं। |ए605घंतत ) के प्रचऊन में योग दिया। “अवकस 
इक, निध्चिन और अनिस्यित समाकल --एल पदो का प्रयोग सर्वप्रथम लक्रॉय 
(धर ) (१७६०-१२ ८४२ ) ने अपने 'अवकलन, समाकलछन गणित! में किया था । 
के कठन सम्बस्थो एक छोटे ग्रन्थ का पीकॉक ने अंग्रेजी में अनवाद फिया था । 
जावे को तो हम ऐसा भूल गये जैसे कोई महाजन से करण छेकर मछ जाता है । 

पेजिगणित के अध्याय में हम इसके जीवन दी कुछ घटनाओं का उल्ेश कर चके हैं 
हैनने वहाँ कहा है कि आल से अपने एक अभिपत्र में यह सिद्ध कर दिया कि साविक 
पधात समीकरण का कोई वीजगणितीय हल हो ही नहीं सकता । आँवल ने गाउस 
हे नाम सन रुखा था। उसने गाउस को अपना अभिपत्र भेजा । जब गाउस ने उसका 
सीषक पढ़ा तो यह कहकर रही वी टोकरी में फेंक दिया कि “और थोड़ा सा कूड़ा 
जिकट बा गया।' उसी दिन से आवेल को गोउस में घणा हो गयी । 

ः बैल उन्हीं दिनों अपनी पत्रिका आरम्भ करने वाला था । ऑर्थैंठ उससे मिलने 
'या। ज्ेले एक व्यापारिक स्कूछ का परीक्षक था । वह समझा कि आऑर्वेल भी कोई 
परीक्षार्थी है। जब ऑल ने बताया कि वह उससे गणित के ब्िपय में मिलने आया 
है तो क्रेके ले उससे पूछा कि उसने गणित में किस किस ग्रन्थ का अध्ययन किया है। 
जवेल ने केले के एक अभिपत्र का उल्लेख किया जो उन्हीं दिनों प्रकाशित हुआ था, 

रद 


। है कप गणित का इतिहास 


और यह भी वह दिया कि उसमें वई गछुतियाँ थी । प्ेछे ने तमिक भी जो रहीं 
दिसाया बल्यि' उससे उक्त चुटियों का ब्यौरा पूछने छग्रा। प्रेके स्वय कोई उच्च 
गणितज् तो था नही । वह ऑर्बेंड की बात पूरी तरह समझा तो नही विलु उत यह 
विश्वास हो गया कि उसे गुदडी में छाछ मिलठ गया है। उसने तुरन्त विश्व विश 
वि वह ऑर्वेछ के छेस अपनी पत्रिका में प्रकाशित करेगा । अतः उक्त पत्ता के 
पहले तोन अका में ऑर्बेल के २२ छेस छपे । 

तैले ने ऑव्ल वी बडी सहायता की । वह जहां भी जाता था, आवक को एप 
के जाता था। इस प्रकार पेले द्वारा उसका परिचय बडे बड़े गणितशो से हो गया 
पेरिस में उसकी छेजाण्ट्र और काँगशी से मेंढ हुई । इन दौतो ने उसकी पीठ ढोंढी 
विन्तु कमी उसकी भहत्ता को नही समझा । जब कमी आये अपनी तिसी इेवि री 
उत्लेश उनके सम्मुस्त किया करता, दोचा अपनी ही डीग हाँकने छगते ये | 

विश्लेषण को भी ऑवेल की देन महान्‌ रही है! दीपवृत्तीय लता पर वें 
ने भुछ वर्षों में इतना काम वर दिया जितना लेजाण्ड्र जीवन भर में न कर पाया। 
इसके अतिरिक्त गई विषय तो आँव्रैल के नाम से ही प्रसिद्ध हो गये हैं। हम 
उनके नाममात्र देते है। उनका विवरण देने का यहां स्थात नहीं है-- 

(१) आऑॉबेंल प्रमेण (40० पलणाल्क ) 

(7 ) ऑबेलो समाकल (3लाबए ॥धदूफ़ग5) 

(77) ऑॉबली सप (#0लाक्ा (छः0०७5) 

(77) ऑॉबेली फ्लन (40लफ्ा सफवदाण७) 

आबेल को गणितीय परुषता का क्तिना भान था, इसका पता उस पत्रसे चठता 
है जो १८२६ में उसने अपने मित्र हॉम्वी (घरप्रा7०८) को लिखा “+ 

“थ्रदि कोई यह कहे कि 

०+१-.२९६-३"--४+ .... , 

जिसमें स कोई घन पूणकि है, तो तुम इससे अधिक मू्खेतापूर्ण बात की करपना कर 
सकते ही २ किसी 
“किन्तु, गणित में क्दाचित्‌ ही कोई अनन्त श्रणी ऐसी होगी जिसका योग किंसी 
परप रीति से निकाला गया हो |” 

कार्ल गस्टब जेकव जेंकोबी (९ग्म एच्ड०४ ०८०४ ]३००ं) (१८०४-५१ । 
का जन्म पॉ्स्देंस (20/50477), जर्मनी, में हुआ था इसके पिता एक घती महादत 
थे । इसको प्रारम्मिक शिक्षा इसके मामा की देखरेख में? ई थी। १८२४१ में यह 


कलन और फलून सिद्धान्त ४०३ 
अडन विश्वविद्यालय में प्रविष्ट हुआ | जेंकोबी को गणित के अतिरिक्त भाया- 
जज्ञान में-भी रुचि थी और यदि इसने उक्त विपय में अपना समय लगाया होता तो भी 
*दाचित्‌ इतना ही नाम पैदा किया होता । 





चित्र ९८---जेंकोबी (१८०४--५१) 


जेंकोबी को पता नहीं था कि ऑबेल साविक पंचघात समीकरण का कचूमर 
निकाछू चुका है । अतः उसने १८२० में उक्त समीकरण पर परिश्रम किया और 
तिद्ध किया कि साविक समीकरण इस रूप सें ढाछा जा सकता है--- 
य--१० फ  य + पं, 


कक हु 


» सावन असम्भव है। 


ठ्‌ 
१८२५ में जेंकोबी ने पी-एच० डी० की उपाधि प्राप्त की । इसका प्रवन्ध 
(70८७४) आंशिक जिन्नों (एके हा०प्यंएण्ाग5) पर था। प्रवन्ध कोई बहुत 


ड्णग्ड गणित का इतिहास 


मर हु ० उसका हैंड 
उच्च काटि का नहीं था और उससे यह पता नहीं चलता था हि उत्ता 


एक दिन गणित के दिग्गज में गिना जायया ! डाक्टरेट के साथ जेगेदी ह हित 
की उपाधि की ले ली। तत्पस्चात्‌ इसने विन विश्वविद्यालय में बन ने करो । 
पर व्याख्यान दना आरम्म क्या। जपने व्याख्याना में मह अपनी नवीनतम टशा 
दिया करता था । और अपने स्लिप्या को अनुसन्वान काय के रहिए ग्रेजत किया 
था। इसका एक विद्यार्ची था जिसमें आत्म विश्वास वी कमी यो । वह उबर 
था कि कसी समस्या पर स्वय कार्य करने से पहले जितना कुछ मी काय उस पर ञाइ 
तक हा चुका है, वह सव जान छू ।” एक दिन जेंक़ोदी ने उस इन शब्दों में रह 
* यदि तुम्हारे पिता ने यह आग्रह किया हाता कि एक लडकी से विदाह करने से पढे 
वह समार वी समस्त लडक्षिया से परिचय प्राप्त कर लेंगे वो न उतका विदाह 
ने तुम उत्पन्न हते ।” ि 
जकोवी जन्म से हो एव सफल अत्यापक था। इसने सख्या सिद्धान्त पर हे 
कुछ फल प्रकाशित किये जो गाउस को इतने पसन्द आये हि उसने इसे तुस्त सहारा 
अध्यापक तियुव॒त करा दिया । जो छाग अध्यापन वाये में इसके अग्रजे थे, उडेंदुग 
लगा किन्तु १८२९ में जब इसने दीघंवृत्तीय पलना पर अपना पहला प्रय प्रकार 
किया तत्र उन्हीं लागा ने बहा जि जेंकोरी को उन्नति में ततिक भी अस्याय 
ह््भा है। 
१८४० में जेंक्राबी पर आधिर सक्ट आ पडा। १८४२ में इसे रशम्य 
भी जवाब द दिया। यह पांच मद्वीने राम और नेपित्स (शक) में एट्टी ई 
रहा । जब यह बित लौटा तब इस प्राध्यापवत्व ता दुबारा नही मिला हि ५५ 
विमाग स इसे भत्ता मिलने लगा । कुछ समय पदचात्‌ यह राजनीति में पह गर् 
मद ससद के लिए साडा हुआ किल्तु निर्वाचित नटी हुआ । इसका सत्ता भी गई 
गया किन्‍्लु शुछ मित्रा नी सहायता से कुछ समय पाएं दुबारा मिलने लगा । 
जवादी का राय गतिविशत में भी बहुत महत्वपूर्ते यहा है॥ मर्देहर 
(#जालव्यल) में इसी मेंड हृमिण्न (प्रशणोध्था) से हुई थी । नों 
एविविशन का डारी वा वही से पकड़ लिया जहाँ पर हमिलन ने उस होह़ा दा। 
आरशषण सिद्धान्त पर भी इसने बहु बाय विया और दोर्षेइलोर मौर माप पाता 
बा दापबत्तजा ([.७छार) के आवधां पर अयाय दिया । आदी पाता 
पर इसका बाय हुवे मोलिश रहा है | घट फटा मादिंशों शामाक्तों € 77 धरा 
(फरिलतञ्रणा) से उतापर हागा है। जीरो ने इन फर्लावा भा सादर 


ह्द्ि है। 


गग्म्य ते 


जय बदि मे डििसाए प्‌ देह ता) गा ५ चिता मत एग्गे सी ब्त 0 
मी । दोहन शग्टाप पतन निया (पा (१७5४५ ] लु>मध: ]087 0६) 
कक 8 १ऐस०३) में हवा था रहाणे सिने फ्तडोन ((णैण/ग०) 
में 7६ दी । १८६६-४७ में या लिती शिक्षण सदा, सेरासता: प्ररभ (7४४) 
कोर बलिन में दत्यापद रा जोर १८५७५ में राइस थी रधान पर गटिंगस में सलियका 
हेजा। १८६० में गए दिन रियद पय संदागप इला और १८५४ में पेरिस परियद 
श्ग पिद्िती गदनग । 


दिरिसिदे के प्रिय विषय संरया सिझ्ान्त जौद चीजगणित थे । को उसने सम्मिश्ष 
सग्पाओं, निश्चित समाएये जोर बिसमय (०पणापंगे) पर नी अभिपन्न लिगी है । 
पा पहला सेट फर्मा के समीकरण 

मेजर" ले 

पर था जिसमें इसने सिद्ध किया था कि स 7५ के लिए यह समीकरण सत्य हो ही 
नहीं सकता । 

डिरिचले जीवन भर गाउस का भवत रहा । १८६३ में इसका प्रसिद्ध ग्रन्थ 
संस्या सिद्धान्त' (खगा।लाएीटठपं०) लपा । इसमें गाउस के अनुसन्धानों का 
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बहुत सुन्दर विवेषन किया गया है और वहुत से नये फठ भी दिये गये है। समिति 
राश्षिया पर डिरिचिले का गवेषणा कार्य १८४१-४२ और ४६ में प्रयाति्त हुआ) 
इसके अतिरिक्त इसने फूरियर श्रेणे की अभिसृति की पष्य उपपत्ति भी दी। 
डिस्विले के नाम से तीन बातें असिद्ध हो गयी हैं-- 
(3) १८४० में डिरिचले ने एक अभिपत्र छिखा था जिसमें सश्या मिद्ाल पर 
वैब्लेषिक फलन सिद्धात का प्रयोग करके दिखाया था। सब प्रथम इसी पर्व मे 
डिरिचले ने इस श्रेणी 


है 
सतू० (सर्व) 
का उपानयन किया था। यही श्रेणी आज तक “डिरिचले 
5८765) के नाम से विश्यात् है ! 
(४) डिस्विले समाकल (07एव/० 77287व) जिशका तीन घंथय वाह 
रूप हम यहाँ देते है-- 
मान लीजिए कि फ (व) एक सतत फलन है। तो 
| ॥। ॥| के (य+सकछ) बट दोणा लो ताय वार हे 


[(अ)।'(६) (5) 
हक ह परत है फ (व) ताव, 


श्रणी' [20० 


जिसमें वाम पक्ष वा समाकछ य र, छ के ऐसे समस्त धन मानो पर पलावा्जों 


जिनके लिए य+र+ल €ड ९ 
यह प्रमेय बई रूपा में दिया जाता है। 


(ए) डिरिचल्ले विद्धान्न (0फतेगैंल: एशवए०)--मात, रर्जिद हि 
रुूचराय र छ वा बोर्ड फन है। तो दिये हुए पयन्‍्त अवुवाधा (0720 
गा जिगरे लिए. 


गाठ।पणा$) के ठिए एवं फ्लन पे ऐसा अस्लित्वमय हैं 


[ है | [ के. +फ, के पं ] साय तार ताल 


भा मान स्युवितम होगा । 
७» भिद्धात भी बई प्रवार से छिंश जा सता है। 


फलन और फलत सिद्धान्त 6073 

वह गणित का इतिहास किस वग़म का जिसमें हमिल्दन का नाम हे हज ध 
विलियम रोल हँमिल्टन (जशा ऐिए्फश) प्रशाभी09) (६ का कप ६०) 
विपय में दो विवाद हैं । पहला विवाद तो इस वात पर है कि यह सट्टा: (5०0७ 
धर) का निवासी था अथवा आयरलेंप्ड (४704) का । इसका कम आयर- 
ऐेंड के नगर डवलिन ([00)97) में हुआ था और यह स्वयं मी अपने आप है आयर- 


लेडी कहता ८ ८ >> गज मानते हें || 
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चित्र ९९--हैमिल्टन (१८०५-६५) । 
(स्क्रप्य मेंथेमेंटिका की जनुजा से, 'पो़ दस ऑफ ऐंमिसेंण्ट मेंथेमेंटीशियंस' से भत्युत्पादित। 


दूसरा विवाद हैमिल्टन की जन्म-तिथि के विषय में है। इसका जन्म देने हक 
१८०५ को ठीक़ मध्य-रात्रि में हुआ था । अतएवं इसकी जन्म-तिथि दे अगस्त 


2 फात्रप्न का इतहुाक्ष 


मानी जाय अथवा ४ अगस्त ? इसने स्वय भी अपने इतिहासक्षो वो पाप में डा 
दिया है, क्योकि वर्षो यह अपनी जन्म-तिथि ३ अगस्त देता रहा, किन्‍्यु जीवन के 
अतिम दिनों में इसने बदछ कर उसे ४ अगस्त कर दिया । इसकी कई पर जल 
तिथि ४ अगस्त पडी हुई है । 


हँमिल्टन की सिक्षा अदुमुत्‌ ढग से हुई थी। जब यह तीन ही वर्ष वा था द्मी 
इसके पिताजी ने इसे इसकी माँ वी छतछाया से हटाकर इसके तायाजी जेम हमे 
ल्टन' (][भग्5 रण ०) के पास भेज दिय। । इसके पिता एक सफल व्यापारी 
थे, किन्‍्तु बौद्धिक अम्याप्तिया [0/ली०्टएगे बधामगला5) से वीसा हू ये! 
जेम्स पश्चिम से लेकर पूर्व तक वी दर्जनों भाषाओं के शाता ये। उत्होंे हेमिन 
को भी विभिन्न मापाआ वो ज्ञान करना आरम्म वर दिया। जब हँमित्टन वादे 
ब्षे का था, तभी इसवी माता का स्वर्गवास हो गया और इसवी चौदह वर्ष की अवरा 
में इसके पिता मी चल बसे । अब इसकी देसरेख बरते वे लिए बेवक भाषान वे पिदारे 
इसके' तायाणी ही रह गये। 


बचपन में ही हँमिल्टन ने कितना ज्ञाच उपलब्ध कर लिया, इसका शी 
अविश्वसनीय है। हम यहाँ उसबी एक तालिका देते है--+ 


अवस्था भाषाओं ओर विषयों फा शान 
३ बर्ष अग्रेजी, अक्मणित 
हल भूगोल 


लेंटिस, ग्रीव, हिटू वार शान और उतने अनुवाद वी क्षमता, 


ध्] 
इसके अतिरिक्त अग्रेजी और प्रीकः वे” बवियां की सईश 
रचनाएँ पण्टस्थ 

कक इटेंलियन, पर च 

१० »# फारसी, अरबी, सल्दी ((7/प०८), सी (98) 0१०)५ 
सस्झत, हिन्दी, बाली, मराठी, मल्ाथी, ब्रीनी 

श्३ के तेरह भाषाआ वा पण्डित 


ट्रेमिस्टन बहुत सन्तुलित स्वभाव का व्यकित था! इसका स्वारध्य अच्छा वा 
और इसे सैरने वा शौत या । जीवन की सरध्या के दिता में एक बार इसका सान्तुर्त 


हट 9254 ६5] श्र 
एस सो हे एटप लिखारछ ५ 


हज 


है हे 
३५ ण्या | दरार कछ>क 


० रा णके अनडन्‍र, 
है डे डे बू२ लत हीजजए ्ट्ड्रेरपो हाई3! (९ * 4२ 
पत् 7 ६ दि शान धपवि व से एसिदरओ झा दिस | 5 
५ ५ 
क्ञादिप हज 2 220 50% 222. ५... ५ >>+ ८7 अपार पाह या १ 
ते इटगस, डिल मिली थे माह गाय बार ४ सुसद लक 
हम 
भमिटन में गविन या जम -. हा न कादगओा में आशय यो जाट 
$ » रह इ|-४४३ 4३3 ४ खा कार पक 5 ४००३ ** 5 
धाप *5 ३५ ह हु ... ल>- िसल्टपपर 
59० ४ कल +ज, 4 हक # पाक फल ख न्‍्ज> कद लए | है 82 
दर में प उन्च गशित में दार्गाए ये बंया । इससे गयदले योर प्लान की कह 
हि हु 
न्न्ड्ज़े ७ 2.४६... 2 न कि दिगतार्स 
से कब्ययम किया ००७४२ ६ 3 अजित में भी गधथि दिखासा 
ऐप में अध्ययन किया था। झाप्न के साथ साथ इससे उगोतिए में भी गोद दिला 
सडक, आल, अमन... उप 
थे। मप़ऊ पद रुक - ३2 5 2, लड़ सी सिता सॉमाहन न कोण गा डा 
ह । सत्रहू वर्ष थी अबर्या में मो उससे ह/ख्ीस के से5 समाहार लयतुनत हु 
पंत्त डे >, #>म 8 बडा 
ति मगक बदि निगपस्द दे नमाज >्दपपमभी देगा भोयरओएएट की राज कक 
मद घदि निगल दी | जब उसका सत्साधतता का हे * 
ही 
५ हा 


मिल्टन कई बर्ष उबलिन के ड्रिनिदी काबिल में पटा, दिल्तु पाइपतस समाप्त 
श्रकते के स्थान पर ज्यौनिय का प्राह्यापक नियुतत दी गया । ले 
जीवन इवलिन की बेधशाल्ता में ही बिताया । जेवे तक यह्‌ 30238 
, गणित और प्रात्य मापाओं के समस्त पारितोपिक टुसी को मिला करते थ । 
और उन्हीं दिनों इसने “रण्मि-निकायों" (95शण०ग5 एी 70९5) पर एक अभिपत्र 
तैयार कर छिय्रा जिसे पटुकर बिके की कहना पड़ा कि “हेमिल्टन अपने सम क्ग 


पैसे बड़ा गणितज्ञ होगा नहीं, बरन्‌ है। 
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हँमिल्टन जीवन भर एक नुकबन्द नी रहा। इसने एक प्रेयसी ढ़ निकाली 
बोर उस पर दसियों कविताएँ लिख डाली । जब इसे पता चला कि उ्वत लड़की मु 
एक सिपाही से विवाह कर लिया है तो इसकी इच्छा डूबकर आत्महत्या करने की हुई 
किन्तु इसने अपनी उक्त इच्छा की पूर्ति नहीं की, वरन्‌ एक कविता लिखकर सन्‍्ताप 
कर लिया | 
बद्ठाईस वर्ष की अवस्था में हमिल्टल ने एक अन्य स्त्री से विवाह कर लिया । 
इसके कुछ दिन पदचात्‌ यह पीने भी छगा । एक वार एक वैज्ञानिक भोज में यह इतनी 
पी गया कि वेक़ाव्‌ ह्दो गया और इसने शपथ ले छी कि “कर कभी नहीं पियूंगा । 
इसने दो वर्ष अपनी क़सम को निभाया । दो वर्ष पश्चात्‌ फिर उसी ढंग के एक भोज 
में इसके एक पुराने मित्र एयरी (भा५३) मे इसकी खिल्ली उड़ायी कि “यह तो 
केवल एक जल-पियक्कड़ है ।” वात इसे रूग गयी और इसने फिर पीना आरस्म 
कर दिया । 
हैमिल्टन को अपने जीवन में वहुत से सम्मान मिले | इसे सर को उपाधि 
मिली, रॉयल आइरिद परिपद्‌ (ि0फके पमंझा ०वतेंटगए)) का सभापतित्व 


डक गणित दा इतिहास 


मिला और जीवन की अन्तिम घड़ियों में सयुकत साप्ट्र अमेखिय, की राफ़लीय कि 
परिषद्‌” की वैदेशिवः सदस्यता भआ्राप्त हुई। 

चाक्षुपी में तो हँमिल्टन का कार्य आइचयेजनव रहा हो, चतुप्टपो (९0४८ 
ग्ध०75) पर इसका कार्य चमत्कारिक रहा है। इस विषय में हें मिल्टन के 
की परावाष्ठा दिखाई देती है। १८३५ में इसने वीजगणितीय युसमा (टै8फ/४९ 
(0पफ्रौ७) पर एक अमिपश्र लिखा । बीजगणित के प्रति इसका दृष्टिवीण हल 
निराछा था। यह बीजगणित का कैवछ सख्या विज्ञान नहीं वू अगर 
विज्ञान! ($ल्द्ाएल ० हर ठाव॑ंद 0 छ०2709०7). समझता भा। बौर 
इसको प्रगति का सवसे सुन्दर निरूपण समय! में दिसाई पडता था। इसी लिए पढे 
वीजगणित को “शुद्ध समय विज्ञान” (5लवट्ा८८ ० एफट परमग6) वहा एज 
था। वर्षों यह इस बात पर विचार करता रहा कि दो परस्पर लम्ब सदिय रेखाओं है 
गुणनफछ का निरूपण किस प्रकार होगा ! १६ अक्तूबर १८४३ को यह एक दि 
अपराह में अपनी पत्नी के साथ टहुछ रहा था कि एकदम से इसके मस्‍््तिप्क मे 
एक विचार बिजलो की भाँति कोंध गया । इसने सडक पर से एक पत्थट उठी लिया 
और चाकू से उस पर ये सूत्र गोद दिये-- 

एज>ऐजओ'+ए ऐं ओ-१ 
[शक्ल /5-7 ] 

या तो चतुष्ट्यों का इतिहास बहुत पुराना है। ऑयलर तो हँमिह्टन से सी 
वर्ष पहले हुआ था। उसका एक फल ऐसा था जिसे चतुष्टयों के पदों में बहु 
सरहूता से निरूपित क्या जा सकता है । एक दिन डी मॉगन ने विनोद में हेमिल्टा 
से बहा कि, “कहो तो प्राचीन हिन्दुओ से छेकर महारानी विवटोरिया वे समय की 
का, चदुष्टयों का इतिहास तैयार कर दूं ।” यदि इस कथन में वुछ तब्य भी होठो भी 
यह्‌ मानना पडेगा कि हँमिल्टन ने चतुष्टयों के विषय में एक नये अध्याय वा सर्द 
किया इसके चतुष्टयो पर व्याख्यान” १८५२ में प्रकाशित हुए। 

हैमिल्टन के जीवन के अन्तिम वाईस वे चतुष्टयों के विकास में ही बीते । इसे 
ज्यौतिष और गतिविज्ञान पर इनका प्रयाग किया। हँमिल्टन की मृत्यु के पश्चात 
घर से कागश्ो का एक ढेर निकला जिसमें साठ गणितीय पुस्तकों वी वाष्डुलिपियाँ 
भी थी । इसकी समस्त कृतियाँ आज तक प्रकाशित मही हो पायी हैं। एस प्रतीत 
होता है कि टैँमिल्टन के लिए भोजनअथवा जख्पान आया करता था/कि चु यह गंधितीय 
कार में इतना बच्चा रहता था कि इसे खाने की सुधि ही नही रहती थी। यही वरिंग 


३ ४११ 
छलन और फलन सिद्धान्त 


हि 


हझाहं के देर के कत्दर उसके घर से दजेनों दूटी हुई पट बीर वाद 
रोदी आदि निकले। इसमें सल्देह नहीं कि हैमिल्दन एक बहुत हो है की के 
बीर इतना देश प्रेमी था कि अपना समस्त गवेषणा कार्य इम्ती विचार से किला 
केजाधाकिउसके हारा इसके देश का मस्तक ऊँचा ही ।|*“*| | ० रे 

इस स्थछ पर यदि हम दो झब्द कुमर के विपय में न कहे ती अनुचित हू सा 
कस एंड्वड कुमर ( झा फ्ितवेपशरते कि परगागरण ) ० 37 हक अफ 
विज्षा ब्मज्षास्त्र और गणित में हुई थी। प्रारम्भ में यह क्रम से क४ 330 कि कि 
'हो। १८४९ में यह ब्सस्‍्लोँ ( छए८४प ) में और १८५८ में बलिन में 
जे ग्राध्यापक नियुक्त हुआ जहाँ यह १८८४ तक रहा । 

कुमर का घनिष्ठ सम्बन्ध संख्या सिद्धान्त से है। कुमर ने सीकर (0) 

ये --१००० अप क 

का अध्ययन किया जिसमें स कोई धन पूर्णाक है। इस सम्बन्ध ४2200 0 
की सम्मिश्व संख्याजों का उपानयत्‌ किया-- 
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हम 
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है 


प्र 

बरूक, का,+क, कानके, कीफे ७४ 
जिम्ममें क, क,, क्‌,,. . .... .. वास्तविक पूर्णाक न जौर का,, का, कीं 
पमीकरण (3) के मूल । 

कुमर ने फ़र्मा के अन्तिम प्रमेय हि 
या --र जल लो (स>२) ] 
में इसने आदक्षे संस्याओं ( [9०० 

पर भी वर्षों परिश्रम किया । इस सम्बन्ध में इसने आदर हे बे क रे 
िटा३ ) का सर्जन किया। इंच संख्या की सहायता ३ 
के अन्तिम प्रभेय की एक उपपत्ति निकाली । उपपत्ति सर्वेथा साविक हा 5 
अविकांश पूर्णाकों पर लागू है। १०० तक का काई मी पूर्णाक ऐसा नहीं है 


5 


ज्ू 


ंस्‌ की ने कुमर की 
कुमर की उप्पत्ति प्रयोज्य न हो । १८५७ में फ़ॉस की विज्ञान लक से 
उसके संभिश्र पूर्णाक ((०एणौष्क ए४८९८८७) सम्वन्धा काय थ 
के पुरस्कार दिया। 
् का कार्य 
श्रेणी अभिसरण ((-०7्रर्टा ०0९० ० 5८४८5) के 25 कलिल दा 
भहत्तपूर्ण यू ४ क्षण 
हच्वपूर्ण हुआ है। आज भी गणित के विद्यार्था कुमर प्‌ 
हैं। हम यहाँ उक्त परीक्षण की प्रतिज्ञा देते हैं । 
मान छीजिए कि 
ब+व. व न;- ढक आज ले जग ० नह नर» 


डर गणित का इतिहास 





और-_ हि 
जन जा नर न ाह बन - हनन 


धन पदो मी दो श्रेणियां हैँ जिनमें से दुसरी अपसारी ()ए:१००४) है। 


०० 
तो श्रेणी 5) व, 
१ 
अमिसारी ((०एटह०॥४) अथवा अपसारी होगी 
जब... मेक, । 
भर 


सा 


यदि क्रमश 





रूह 
इस परीक्षण में म, १ रखने से इस असमता वा यह रूप 
व, 


बक्+९ 


प्राप्त होता है। इसी को डिलेम्बर्ट परोक्षण कहते है । 
और यदि 





ले लें तो परीक्षण का यह रूप 
ब, 
सा ब,्+, भ््ह्ज ) द्टेर 

हो जाता है। इसे राबे परीक्षण ( 7२४४०८ 7०5६ ) कहते है। राबे का जीव 
काल १८०१--५९ था। 

कुमर ने रिकेंटी समीकरण और पराज्यामितीय श्रेणी ( सरजवछ०णगराला[6 
$८7765) पर भी कार्य किया है। इसके अतिरिक्त एक प्रकार के तलो की पर्रि 
भाषा दी है जिन्हे 'कुमर तल” (फ़ाययरथ 5घ749८८5) कहते है। 

अब वताइए हम बूल का उल्लेख कंसे न करें । जॉर्ज बूछ (5००8० ऊ०्णंवे 
(१८१५-६४) एक अग्रेज गणितज्ञ और तकंशास्त्री था। इसके पिता एक 
सामान्य स्थिति के व्यापारी थे । सोलह वर्ष की अदस्था में वूछ एक स्वूछ मास्टर हो 
गया और चौंतीस वर्ष की अदस्था में कॉर्ब (2०४८) के एक कॉलिज में गणित वी 
प्रोफेसर । बूछ ने अपने जीवन में दो ही ग्रल्थ छिखे--एक अवक़छ समीकरणा पर, 
दूसरा सान्‍्त अन्तर कलन पर । बूल प्रमुख रूप से इस बात के किए प्रसिद्ध है कि इसने 


पा हक 
दर:न दार राम छटारा दर 


04० जय 
भाजपा पेसना 8५. नैद स्व त्दाजदा: पा ) बा पह॥ संगेओी | ५५८१० ४५ 


3 +६३+४« 


हक ] में म्देधा शिर माना है । इतना वी खो, एसी एस मत फा 
“फल ही किया | [+ संदिस सही शाम कह मे संस 7 रमन सियमी पी 
न पान साग लो) 
के उन छागू बन मजे है सिर प्रकार रत सजपी परे 

3: + न 
;५ रे है की रद नि दिल पहर मानशारत के शुझ में तय £4 इसने शढटादऊ 
कि न 


एप इप सिसते सरमर मटितीय जगन 
पण्निय विफक; पर परे झाद्य छझिष्ण खिशा जिसने सरसत गंगियीय 20788 


क2 


श्र शान अप कर हट ह 
कंपनी छोर पाहृष्ट कर खिया। ६८५८ में सपा सिधार के सिम 
प्रोजल- ५८ पु ऊ$ 5 ण 4६ 
'+ मय प्रकाशित हश। निम्मन्‍्दे/ट उसका सदेस प्रसिद्ध मन्‍्प यही 24 उसी 
सनक को कहकर बे पट ही ० ध्पड. में हाल ही में कंप्ा 
हू ः 8, पट एशू पंमम्ट | ॥0घडर्ते रत )5 ) 2 8 62 ६ 4०४ 
देकर गा 4: न ४2854 5, ६: श्र 
४ वात का शाविष्कार बला से ही किया मा । 
् 


फिकसास्त को भी बीजगणित व अंग बना दिया था। एस प्रकार बीज- 
पर सेव आधारनुत विज्ञान बन जाता ह£। हम यहां वीजगणशित के पच अूख्अत 


है] 


गाने छीजिए कि क, स, ग,..... जुछ जल्पांगों ( सिलालाफ ) का एक 
पके ड्थि) है जो निम्नलिसित पाँच नियमों का पालन करते है। तो इस अल्पांश 
पिक्षाय दे 


(ता ता णैट्गणा५) को हम क्षेत्र ( ग्रण॑त ) कहेंगे। 
) यदि क, सक्षेत्र के दो अत्पांध है, 
कै फजिजूख-+-क, करा खक 
गैर बल्पांग (क+ख ), (क खत) भी उसी क्षेत्र के अल्पांण है । 
इस नियम का व्यत्यय नियम ( एप ०६ (:0)रमपप्वांता ) ऋटत 
(ग) यदि क, ख, ग तीन अल्पांश हों तो 
(क-+-ख) +-ग-क_- (ख-ग),  (क ख) गजक ख गरूक (ख ग) 
इस नियम को सहचरण नियम | [9ण 6६ 8550०४४०७ ) कहते हैँ । 
साथ ही, क (ख-+ग)<-क ख--क ग । 
नह वितरण नियम! ( [७ ० ए05पपपंणा ) कहलाता है। 
(४) उसी क्षेत्र में ऐसे दो पृथक्‌ अल्पांश ०, १ होंगे, कि 
क+०5०कत-०--क; क. १८-क--१. के । 
($५) .प्रत्येक क्षेत्र में एक अत्पांश य ऐसा होता है कि 
केकेयच-०, अर्थात्‌ य--करू० - 


डर गणित का इतिहास 


(४) यदि के, ० को छीड कर कोई भी अल्पाथ्व हो तो पर येक क्षेत्र में एए 
एसा अल्पाश्ष र भी होगा कि 


के र८१, अयति रकतत१ 
परम्परा से बीजगणित के ये नियम चले आ रहे थे। हँमित्टत ने इस परम 
को धोडा और इस बात पर विचार दिया कि वया ऐसी सख्याआ का अस्तिल वही 
सकता जो उपरिलिखित नियमा में से एक अथवा अनेक का पालत ते करें! और वह 
इस निष्कर्ष पर पहुँचा कि ऐसी सस्याएँ सम्मव है । आज उच्च गणित के समरत 
विद्यार्थी जानते हैं कि श्रेणिक ( 2४४:7८८$ ) गुणन के व्यत्यय नियम का पालन नही 
करते । इस प्रकार किसी एक नियम की उपेक्षा करने से एक नये प्रकार का बीजगरगित 
तैयार हो जाता है! इस ढंग से अब तो दर्जनों प्रकार वे वीजगणितो की सृष्टि हो चुकी 
है और आये दिवो गणितज्ञ नये नये श्रकार के बीजयणितो का सजन करते रहे है गो 
“विचार नियमा में से कुछ का पालन करते है, कुछ का नही ! 
इस प्रकार हँमिल्टन ने वीजगणित के क्षेत्र में एक नयें पथ का अदर्शन किया! 
बूल मे इस प्रभृत्ति को और भी आगे बढाया। इसने यह उक्तित दी कि उपरिडिंकित 
अत्पाश क, ख, ग,. राशियों के बदले किसी भी भाव का निरूपण कर सकते हैं। 
सात लीजिए कि सकेत 
यच्च्झूठा ॥ 
तो (१-य) का अर्थ हुआ ऐसे समस्त प्राणी जो झठे न हा । 
इसी प्रकार, यदि 
र>>गजा, 
तो १-२० ( जा गजे न हो ) 
अत यर (जो झूठे भी हा, गज भी) 
और (१-ब) (१-र२)--(जो न झूठ हा, न गजे ) 
इस प्रकार, समीकरण 
ये (१-य)5० 
का अर्थ निकलेया--वह वस्तु थ जिसमें और (१-य) में 
हो । यदि इस समीकरण का यह अर्थ लगाया जाय तो स्पष्ट 
स्त्न्न्कः डी पातकतिजा जो सकक्‍ती है। 


(7) 


कोई मी सामान्य तत्त्व ने 
है कि इसके हल सेकडो 


कफलन और फलन सिद्धान्त डश्प्‌ 


ह 0) के अनन्त हल हो सकते हैं जिनका एक हूसरे से कोई सम्बन्ध न हो । 
है के) का अर्थ सामान्य वीजगणितीय वर्गे समीकरण 





चित्र १००--वीजगणित के एक विचार नियम का प्रदर्शन । 
ये [ १ जय) चयू-य ० 


* सव॑धा जिन है, यद्यपि देखने में दोनों विलकुल एक हैं। 
.. पूछ ने वीजगणित के अर्थ में इतने मौलिक आविष्कार किये हैं कि इस प्रकार के 
_जैपणित को बूलो बीजगणित (80007) 8००7०) कहते हैं। 
५... हो हम फिर एक महान्‌ गणितज्ञ का परिचय पाठकों को देना चाहते हैं। यह 
हैं काले विलियम थियोडोर वीस्ट्रॉस (खो जाता पुजल्ठतठा सालेल- 
3 23) (१८१५-९७) जो अपने भाई वहनों में सबसे वड़ा था। इसेका जन्म 
'सफ़ेलिया (एए०७७४४४७) के एक गाँव में हुआ था। इसके पिता फ्रांस के 
“कर विभाग के एक अधिकारी थे । जब यह ग्यारह वर्ष का था तभी इसकी माता 
'ग चोला छूट गया और इसके पिता चे दूसरा विवाह कर लिया । .वीस्ट्रॉस दो भाई 
भर दो वहन थे जिनमें से किसी ने मी विवाह नहीं किया । 
वीस्ट्रेंस के जन्म के पश्चात्‌ यह परिवार वँस्टनेको्टेन (५००४८८०7८०८४००) 
"डी गया और वहीं इसके पिता ने नौकरी कर ली वाप बेटे में वहुत दिन इस वात 
पर संघ चला कि बेटे को किस व्यवसाय में डाला जाय । बड़ी कठिनाइयों के पश्चात्‌ 
भते की विजय हुई। उक्त गाँव में कोई स्कूल नहीं था, अतः वीस्ट्रस को मुन्स्टर 
पाक) के स्कूल में मेजा गया । जब तक यह स्कूलों में शिक्षा पाता रहा, 
इसे सदैव पुरस्कार मिला करते थे । यह गणित, जर्मन, लेंटित, ग्रीक--प्राय: सभी में 
भव प्रथम रहा .करता था । 
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आय देखा गया है कि गणितज्ञों को सगीत में भी रुचि होती है। वीछु्ि ले 
नियम का अपवाद था । यह तो सग्रीत सहन भी नहीं कर सकता था) एक बार 
इसकी वहलनो ने प्रयत्न करके इसके लिए सगीत की शिक्षा का प्रवत्ध किया, रिले दे 
एक पाठो में ही इसका सत ऊय गया और बहना ने समझ लिया कि यह बैठ मगरी 
नही चढेगी। 

पत्द्रह वर्ष की अवस्था में वीस्ट्रीस ने एक व्यापारी की ढुंवाऩ में पुस्तपाली 
(8००८-( ०८8) के काम पर नौकरी कर ली । इसके विता में भोचा हि 
लडके को लेखा पालन (8८००ए॥६7८५) का झौक है। अतः इसे वॉन (#००) 
विश्वविद्यालय में वाणिज्य (00०7्रएशटा८८) और कानूत के अध्ययन के हिए मी 
करा दिया। वीस्ट्रस चार वर्ष विश्वविद्यालय में रहा । न इसका कानून में मे 
लगा, न वाणिज्य में । गणित में इसका मन अवश्य लगता था, किन्तु वहाँ गणित वा 
एक ही अध्यापक तगड्या था--जूलियस प्लकर (]घो॥5 779८८८४) जिसे आते 
विविध कार्य क्छाप से कमी अवकाश ही नहीं मिलता था| परिणास मह हुआ हि 
चार वर्ष पश्चात, विना कोई भी उपाधि प्राप्त किये, घर के वृद्ध धर छौट आये। 

बाँन में वीस्ट्रॉंस की दो आदतें पड गयो थी डुइतो लड़ना और शराब पीता। 
और यह ढेरा पिया करता था । किन्तु इन दोनों श्लौको के बीच में मह अध्ययन 5 
क्या करता था। उन्ही चार वर्षों में इसने खगोल यात्विकी और अवव सम” 
बरणा का गहन अध्ययन कर लिया। 

वीस्ट्रॉस क वॉन से कोरा लौट आने पर घर में बुहराम मच गया ओर सा 
परिवार यह सोचने छगा कि अब इससे कराया क्या जाय। अन्त में एव मार्ये 
आया । इस मुन्स्टर के स्कूल में शिक्षा उपाधि दे लिए फिर प्रविष्ट बराया गये। 
यह दिन में अपनी कक्षा में पढा करता था और सन्ध्या समय्र गणित वा सवा 
किया करता था। इसी स्पूल में वीस्ट्रॉस गुडरमेंन (5ए४०/शथग्ग) [०९८० 
१८५२) के सम्पर्क में आया । जिस दिन गुडरमेंन ने दीर्पवृत्तीय पखवा पर आप 
व्यास्यान आरम्म क्यें, उस दिन उसकी वक्षा में तैरह श्रोता थे। दूसरे दिगे कप 
एवं रह गया भा---वीस्ट्रॉस ॥ वारण बह था कि अपने व्यास्याता में गुडरमेंन बहुत 
ऊँची उडान टिया मरता था । और सामान्य स्तर के थता मुँह दाये मैंठे रहो थे 

झ्विक्षा उपाधि तो वीस्ट्रस ने छत्वीस वर्ष वी अवस्था में प्राप्त वर छी । एक वर्ष 
पदचात्‌ इसे एक अस्य परीक्षा देती थी जिसक टिए इसे बई निवय छिसते ये । इसी 
की प्राथना पर गुडरमेन ने इस निबन्ध वे लिए एक गणितोय विषय दिया | इसके 
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द्धार डछ१७छ 
कलन कौर फलन सिद्धान्त ्‌ 


पावी व्यक्ति की शवित स्कछ मास्टर में सष्ट न की जाय, वरन्‌ इसे किसी' उच्च 
सकल में 

सम स्थान दिया जाय ।” किन्तु कौन सुनता है | यह एक से घ्यमिक 

“व्यापक नियुक्त हुआ जिसमें पन्द्रह वर्ष रहा 
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चित्र १० १--दवोस्ट्रॉस ( १८१०-९७) 


मिल क ; डी० स्टू इक कृत 'ए कॉन्लाइज 
[ झोवर पब्लिकेशंस, इल्कॉर्पेस्टेड, न्वूयॉर्ब:-१०,की जलुब्या से, ट० 5 


हिसी ऑफ में वैमेंटिक्स' ( ६-७५ डालर ) से प्रत्युपादित | ॥| 
र्‌छ 


श्ह्८ गणित का इतिहास 


गृडरमन या सारा बाय फलना वी घ'त थेणी (056 उल्याल) के रुप रे 
प्रयार करने पर आधूत था। वीस्‍्ट्रॉस ने भी अपया बार्य इसी संकेत से आरम्म रिया 
और विश्लेषण का आपधार-्तम्म घात श्रेणी वा ही बनाया। वी की बीत 
बहा भी करता था कि “समार में घात श्रेणी के अतिरिक्त और वुछ है ही वहीं। 

थीस्‍्ट्रास आल का वड़ा भक्त या। यह हर एवं को परामर्श दिया बला था रि 
ऑर्बेंल की कृतिया का अध्ययन क्रा। उसने चिरस्थायी वार्य जिया है। यही शद 
वीरट्रॉस के विषय में भी कहे जा सकत हैं। वीस्ट्रॉग का बायें तो अद्भुत पा ही। 
बहू इसके रिए और भी श्रेयस्कर था, क्याति इसके क्ियाशोल जीवन वा बुत 
समय ऐसे गाँवा में घोता जहां इसे दूसरा की छतिया के सम्पर्द में आने का अवमर 
ही नहीं मिलता था। डाब महसूल भी इतना अधिक था कि इसरे जैमे निर्धत रूूठ 
मास्टर के लिए अपना वैज्ञानित्र पत्राचार निमाना भी दुष्कर या। अत यह अपने 
कार्य में दूसरा वी छतिया का काई अमिदेश (र८टत्टा८०) दे ही नही पाता या। 
कॉशी थाले प्रररण में हम उसके आधारमूत समाकल प्रमय वा उल्लेख कर चुके हैं। 
वीस्ट्रॉस वो उस प्रमेय के श्रक्राशन का पता १८४२ में लगा था जिन्‍्तु मह स्वयं उसे 
प्रमेथ को स्वतन्त रुप स १८११ में निकाल चुका था। 

१८४२ में वीम्ट्रीस एक स्कूल में गणित का सहायक अध्यापक नियुक्त हुआ 
जहां इसे गणित के अतिरिक्त मूगोल और जर्मन भी पढाती पड़ती थी। उत्ही दितो की 
एक बात उल्लेखनीय है। जमंनी को जनता में राजनीतिक चेतना जाग्रत हा रही 
थी। बुछ लोग खुल्लम खुल्ला सरकार की बुराई लेखा और कद्दिताआ के रूप मे 
किया करते थे । सरकार ने एक दापवेचक (0८०७०7) नियुक्ता कर दिया था। 
दापवेचक को कविता से घृणा थी । उसने समस्त पद्य रचनाओ की छानबीन का काम 
वीस्ट्रेस को सौंप दिया था। वीस्ट्रॉस उनमें से सबसे विद्रोह्ात्मक रचनाआ को छाँट 
छाँट कर प्रकाशित करा दिया करता था। यह खेल बहुत दिन तक चलता रहा। 
अन्त में एक उच्चाधिकारी ने इसका मण्डाफोड कर दिया। 

वीस्ट्रॉस का जीवन तपस्या में बोता ! यह अपन काम में इतना एकाग्र चित्त हो 
जाता था कि दीव, दुनिया की सुधि नही रहती थी। जिन दिनो यह मुन्स्टर के स्टूल 
में अध्यापन किया करता था, उन्ही दिना की वात है कि एक दिन यह सवेरे आठ बजे 
की कक्षा में नही पहुँचा। सस्था के निदेशक को आइचये हुआ और वह कारण जावे 
के लिए इसके धर यहुँचा । तो पता चला-कि वीस्ट्रॉस एक गवेपणा काय मैं छया हुआ 
जक जो उसने पिछली सन्ण्या को क्षारम्भ किया था । रांत मर यह उसी में सलग्न रहा 


छून कोर फलने ठएत छ?५ 
पासखन कोर फछने सिद्ध ५ 


25. खाल के शा तक 
छाए शरग्मः शत र् 5० मम चला रु > ३ श्र 4. श पा वा च्त्न्ड्श्ट्रर 
पैर इसको पता भी नहीं चला कि कब रास बील गयी और सवरा का गया। अत 
००8 रु श हि 
विश में साल 35:23 तट अनदरिः + ह 3४० अर पका ता : मा घी धर दरार 
दि से स्कूल में अपनी अनपर्धिति थे लिए हिम्ा सागा सर वका दि यह शी झे है 
शक पैसा उत्नई; ड हि 
बे एसा झाहिप्डार प्रद्ादिनल फगेगा क्‍या रो संसार कम घार 
ते ऐसा बाविष्ार प्रद्ाशित छोटेगा जो संसार को चित बेर दया । 
श्र गैर ऐसा ही हल्अपि ली / के. ये ना है मय ली धरना शित ऊलट्थ्धा 
भौर ऐसा ही हुमा नी । १८०४ में बील्ट्रीस का उतस धर्मियत्न प्ररगशित दुझ 


+ 


किसी को नी यह आधा नहीं ही सकती थी कि 
गीव का खुल मास्टर इतनी उच्च कोदि का बगर्ग कर सकता है| उन दिनों 
गनिममवर्म के विश्वविद्यालय में स्थिद्रो ( एल्ारतता) गणित के प्रद्मापद थ्े। 
कहोंने झमिपन्न के छेसक की प्रतिश को पहचाना और घ्िब्वविद्यालय से आग्रह 
पार वीर्टास को डावड्रेट नी मानोपाधि [्िणातावा 3 9ल्‍८07९९) दी जाय | 
लए रिमेलो स्वयं बीसट्रील के निवास रथान तक आया । 


जिसका ५ द्रिपय +,.४)7. 2९ माह 
की विधय अआागर्ली फलन था 


निविष् जमनी के शिक्षा मन्त्राऊय ने बीस्ट्रीस की एफ वर्ष की छट्ठी दे दी जिसमें यह 
नविध्न रुप से अपना गवेषणा कार्य कर सके । ततइचाद यह बलिन विश्वविद्यालय 
में नियुक्त हो गया । कार्याधिवय के कारण इसका स्वास्थ्य जवाब देने छगा और इसे 
उतरी छुट्टी केनी पड़ी । छठ्टी से लौटने पर भी इसके स्वास्थ्य में विद्योप सुधार दिखाई 
नहीं दिया और यह एक व्याख्यान देते देते ही गिर पड़ा । इसके बाद यह रोग से उमर 
ही न पाया । इसने यह नियम वना लिया कि स्वयं कक्षा में बैठ जाया करता था और 
वक्षा में से किसी तेज़ लड़के को बुलाकर उससे श्याम पट्ट ५८ अपनी टिप्पणियों की 
गैक़ेद्ल कराया करता था । एक लड़का अपने आपको बहुत लगाता था । बह वया 
किया करता था कि नक़लू करते समय वीरस्ट्रॉस की डिप्पणियों में अपनी ओर से भी 
कुछ जोड़ दिया करता था। जहाँ कहीं वह ग़छती करता था, वीस्ट्रीस उठ कर मिटा 
दिया करता था। इस पर गुरु, चेले में संघर्ष होता था। विद्यार्थी मी अपनी बात 
पर अंड जाता था किन्तु जीत अन्त में गुरू की ही हुआ करती थी। - 


एक उपाख्यांन और देकर हम वीरस्ट्रॉस के जीवन वृत्तांत को समाप्त करते हैं । 
१८७०-७१ में फ्रांस और प्रशा (९05४9 ) में लड़ाई हो चुकी थी जिसके कारण 
फाँस और जर्मनी का सम्बन्ध दूषित हो गया था। १८७३ में स्टॉकहोम (5॥0८८ 
गण) से मिताग-लैफ़कर (५॥८७४९--नींट ) पेरिस आया और हमिट 
(प॒थणा)७०) के साथ गवेषणा करने की इच्छा प्रगट की । हमिट ने फ्रांस और 
जमेनी की कटुता को भुला कर उत्तर दिया कि “तुमने ग़लती की जो यहाँ आये । 
तुम्हें दीस्ट्रॉंस के पास जाना चाहिए-जो हम सव छोगों का चचा है ।” मिताग-लेफ़लर 
ने उक्त उपदेश को हृदयंगम्‌ कर लिया और वीस्ट्रस के -पास्‌ पहुँच गया । . _ 


कं ० 


728 गणित का इतिहास 


वीस्ट्रसि ने मिट्टी पर भी हाथ रख दिया तो वह सोना बन गयी। इसने ख़य तो 
अपना कार्य बहुत कम प्रकाशित किया | इसके विद्याधियों ने इसके व्यास्यावा पर नो 
टिप्पणियाँ तैयार की उतके आधार पर इसका गवेषणा कार्य प्रकाशित ही गया। 
इसवी शुद्ध गणित सम्बन्धी गवेषणाओ के मुख्य क्षेत्र ये थे-- 
(3) ऑॉब्ली फ्लन (49लाक्या क्मटयणा5) 
(॥) दीधंबृत्तीय फलन (00 कशालाणा७) 
(77) विचरण कलन ((र्ग्पफ 0 एंशाबंा0७5) 
(7९) श्रेणी अभिसार (ट0ग्रएथफुला८९ ० $०7०5) 
(९) गुणनफल अमभिसार (टणाएथछुटा८०८ 0 707090०5) 
(५४) दिघात और वर्ग रूप (पावर शातें (पबवा३७० कि०्धा७) 
(शा) समिश्र चर फलन (एए/व्यणार ०३ 0०छाएॉन प्रधार्फव 
एक बात और लिखनी रह गयी है। वीस्ट्रॉस के समय तक गणितज्ञां का यह 
विचार था कि समस्त सतत फलन अवकलनशील होते है । वीस्ट्रस ही पहला 
था जिसने एक ऐसे फलन का उदाहरण दिया जो सतत है किन्तु कही मी अवकटर्सए! गील 
नही है। हम यहाँ उक्त फ्लन की एक विशिष्ट द्ञा देंते है-- 


यदि फ (य)-5. २" कोजू (७० य), 
हु 


तो य के किसी भी मान के लिए फ (स) अवकलनशील नही है। 
वीस्ट्रॉस के इस आविष्कार ने समस्त गणितीय ससार को_आश्चर्षचर्कित क्र 
दिया था । यह फ्लन वीस्ट्रास के नाम से ही प्रसिद्ध हो गया है। 


वीस्ट्रॉस के पश्चात्‌ ता और गणितज्ञों ने मी अनेवकलनशझील सतत फलनो के 
उदाहरण दिये हैँ। निम्नलिखित फल १९३० मे बेन दर वेदेव (फ्शा वत 
एए५८४४०॥) ने दिया था--- 


१ एक लावश्रिदाट5 ऊरेलअुारी रपावद सत्य वैंडीयल्ारबफयथा श्व्पडचा 
छण्पॉका०0 ऊैगिएक 2टाडकरशरि 32 (930) 474--5- 


कलन ओर फलन सिद्धान्त डे२१ 


“न लीजिए कि य से उस समीपतम संरया की दूरी को हम फ, (य) से निदपित 


हे जो इसरूप _* की हो। 


ब् पे 


तो फन फ (य) «5 £ क, (य) 


हि 4 


फीत है किन्तु अवकछनभील नहीं है। 


के पके अतिरिक्त, १९१८ में नॉप (7०.७) ने एक साविक विधि दे दी 
बहुत से अनवकलनशील सतत फलनों का सर्जन किया जा सकता है। 

हे तो रहे ऐसे फलन जो पूरे के पूरे अच्तरालों में अनवकलूनशील हैं। किन्तु 
ह्त 


ऐसे फलन भी होते हैं जो एक विशिष्ट बिन्दु को छोड़कर शेष सब स्थानों 


_* अवकलनमील होते हैं। ऐसे फलनों का सबसे सरल उदाहरण यह हलक 
+|य|, 
अर्थात्‌ र"|"ू्य,यदि य >० 
* >ये, यदि य< ०. 
त्ष 
ञ्े मू्‌ कं 


चित्र १०२--एक अनवकलनशील फलन 

यह फलछन मूलविन्दु पर सतत है किस्तु अवकलनशील नहीं है। शेप सब विन्‍्दुओं 
“र सतत भी है, अवकलनशील भी । 

इतिहासज्ञ इंस्लेण्ड के दो गणितज्ञों का नाम एक साथ लेते हैं---सिल्वैस्टर और 
शैली का। इसमें सन्देह नहीं कि दोनों दर्पों एक दूसरे के मित्र रहे और इन्होंने कन्थे- 
पे-कत्धा भिड़ कर काम किया । किन्तु दोनों के स्वभाव में आकाश पाताल का अन्तर 

२. छात्र दलाल पएटाजशिप्ाटछ >प्प जि[तजाएु घलातह९0 गंडशुटावें$ त6- 
बध्यद्ांधा ६०० एपत्ताप्तांएतव्य-धनय 2लंच्कासत 2 ((98) 4--.26. 


डर गणित का इतिहास 


था। सिल्वेस्टर वा जीवन सर्प में ही बीता , बेली के मार्ग में वहुत कम विध्त, वाबाएँ 
आयी। सिल्वेस्टर क्षण में नरम, क्षण में गरम था, केछी धीर, गम्भीर था। स्िल्स्‍्टर 
प्राय सदैव कवित्वमय भाषा में बोला करता या, केली की भाषा गणितीय मूत्र मे 
निकला करती थी। स्वमाव के इसी वैपम्य वे कारण दोनो में बहुधा मगर मुटाव ही 
जाया करता था। जब दोनो में किसी वात का लेकर विवाद हुआ क रता या, मिल्लेंटर 
आँधी और तूफान की तरह वरस पडता था, केठी चट्टान वी भाति शान्त वना बैटा 
रहता था। थोडी देर के पश्चात्‌ सिल्वेस्टर अपनी करनी पर पछताता गां। किल्तु 
पश्चात्ताप का दौर समाप्त मी नही होने पाता था कि दूसरा उबाछ आ जाता पा। 
जेम्स जोजेफ सिल्वैस्टर (395 ]08का। 9)एव्जण) (१८१४-१४) 
वा जन्म लन्‍्दन में हुआ था। यह कई भाई-बहनो में सबसे छोटा था! स्ूली 
शिक्षा प्राप्त करके चौदहवें वर्ष में यह्‌ लन्दन विश्वविद्यालय में प्रविष्ट हुआ जहाँ 
यह डी मॉर्गन का शिप्य बना। पन्द्रह वर्ष की अवस्था में इसने लिवरपुल की एक 
सस्था में प्रवेश क्या । यह अपनी कक्षा में और सब विद्याधिया से इतना आगे चिरकल 
गया कि इसके लिए एक विशेष कक्षा वनानी पड़ी । उन्ही दिनो अमेरिका की एक 
कम्पनी ने पारितोपिक के लिए एक कठिन समस्या सिल्स्वेंटर को दी। इसने अल वो 
पूर्ण रूप से हूल कर लिया और इस प्रकार ५०० डॉलर का पारितोषिक मार दियां। 
सिल्वेंस्टर ने कॉलिज की शिक्षा केम्त्रिज में पायी,किन्तु इसके यहूदी धम के कार्रो 
विश्वविद्यालय ने म इस कोई उपाधि दी, न छात्रवृत्ति एक बार यह अपने धामिक 
विचारा के कारण ही लिवरपूलछ से भागकर डवल्लिन गया । इसकी जेव में बहुत थार 
पैस थे, किन्तु गली में इसका एक दूर का सम्बन्धी मिल गया जिसने इसे लिवयूँ 
लौट जाने का क्रिया दे दिया। १८७१ में डवल्नि विश्वविद्याल्य ने ही इसे बी० 
ए० और एम० ए० दोनो की मानोपाधियाँ दे दी । 
१८३७ में सिल्वैस्टर छन्दन के एक वॉलिज में प्राध्यापक नियुक्त हुआ और दो 
धप पश्चात्‌ रायल सोसायटी का अधिसदस्य निर्वाचित हा गया! १८४६ में यह 
वर्जीनिया (७॥४७0००) में प्राध्यापक नियुक्त हुआ किन्तु कुछ ही महीता में इक 
का एक विद्यार्थी स सघर्प हो गया जिसके कारण इस वर्जीनिया छोड़ता पडा। लइत 
लौटने पर सिल्वैस्टर पहले तो जीवनाकिक (८७५) बना, फिर वालूत का 
अव्ययन कर के वैरिस्टर हुआ। १८५५ में यह फ़िर ऊलविच (ए/००फ ग्पो) में 
गणित का प्राध्यापक नियुक्‍त हुआ और चौदह वर्ष तक उसी पद पर बना रहीं। 
१८७० में इसे जबरदस्ती सेवा से निवृत्त कर दिया गया ॥ १८७६ में यह अमेर्टिका 
के जॉन हाप्क्स (गीत घत्क्रपाछ) विश्वविद्यालय में गियुवत हो गया। 


घलन जीर फलन सिद्धाम्त ४२वें 
१८८३ में इसे आवरफोर्ड वी एक गद्दी मिल गयी जिस पर यह १८७४ तक रहा। 
जीवन के अन्तिम दिल इसने लन्दन से बिताये। 
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चित्र १०३--सिल्वेस्टर (१८१४-९७) 
[ डोपर पब्लिकेशस, इन्कॉर्योरेंटेंड, न्‍्यूयार्क--९ ० वी अनुज्ञा से, टी० स्ट्र इक कृत 
२ ०52 ञ न प्र्त् द्व्तत 
८ कॉन्साइच हिस्दी ऑफ मेंथमेंटिक्स (१ ७७ डालर ) से त्युपादित । ] 
सिल्वे ६ जल न] 
ल्वस्टर्‌ की कृतियाँ चार भागा में प्रकाशित हुई है । इसका प्रमुख कार्य वीज- 
गणित पर है, विशेष कर निशचल सिद्धान्त (ए्रकवणफ एई फिएशा]॥705) पर। 


पे गणित का इतिहास 


आथर केली (#7ए7 ८3छ९४) (१८२१-९५) का जम सिमट 
[सटकर080) में हुआ था। इसके पित्ताजी एक अग्रजञ व्यापारी थे जिन्‍्दात 


ह्ज़ा 








चित्र १०४--केलछो (१८२१-९५) 
वर पर्लिकेशंस ह्वॉर्रेरेटेंट न्यूवॉक--६०, वी बलुश से डी* खुडप इत पबॉसाए 
४ है १७; एक 5८७ ता 


प्लन कौर फलन सिद्धान्त ४२५ 


है 


डे 

गदर (7 पत्एनते ) मे प्रयाग याद खिसा सात साइड सर्प का अनरथा 

पे केटी ल्ख्न ५ २ > ता फ्री फ््य्न 

में कसा छदन के शक आग्शिज में प्रधिप्ट गा ६७ यर्द गये शनग्था भें सह मे ग्बिनि 
(१४४) म है है हम 2० था || 


है ड्रिनिश। कॉंबिज में भर्ती कहुसा | सार वर्ष में इसने बहुल से पुरुसार पराग 
मर ल्‍ है > ># 
बटर में बढ़ स्वालका परीक्षा में गये प्रथस उसीण हुआ | एुछट 
वर्ष इसमें 


इसने बालन की उन्हों डिनी शाह गा चर इवघिस गंगा और यहां सनप्दयों 


पर मिल्ट्न के ब्यग्यान सने । जब सेम्विज में गणित मते गा र्वापित हुई, पता 
प साकार ता छिया 


देसी स्नातक भी नहीं हो पाया था कि इसने अभिषत्र छिसना भारम्म कर दिया। 
गद्य की बात यह है कि इसके सारे महत्वपूर्ण गवेषणा काय उस समय हुए रे 
गेब्र यह वकालत करता था । क्रेम्प्रिज गये गद्दी पर यह जीवन प्रेन्त रहा। इसे दिन 
*र दिन सम्मान मिछता गया | १८८२ में इसे अमेरिका के जॉन हॉंपकिल्स विश्व- 
शिलय ने व्यात्यान देने के छिए आमन्त्रित्त किया | इसके व्यास्यानों के विषय 
मंदी ओर थीटा फलन (#कछलीगा गापे लक गिणाटा0ा5) थे। हम 
अर लिख चुके हैं कि उन दिनों उसी विश्वविद्यालय में सिल्वस्टर अध्यापन काय 
ऊर रहा था। इस प्रकार दोनों मित्रों का फिर एक बार गेंठवन्धन हो गया । 


केठी की प्रतिगा वहमखी थी। शुद्ध गणित की तो कदाचित्‌ ही कीई णाखा 
हो जो इसने अछती छोड दी हो । सच मिलाकर इसने ८०० गणितीय अभिपत्र लिखे 
है जो १३ भागों में केम्क्रिज से प्रकाशित हुए हैं ॥ इसका सबसे बढ़िया काम निरचलों 
पर हुआ है। यह कहने में अत्युक्ति न होंगी कि इसके निदचल सिद्धान्त से विश्लेषण 
की एक नयी शाखा का श्रीगणेश हो गया । इस वियय में सिल्वेस्टर और केली दोनों 
का कार्य टक्कर का रहा है । दोनों एक ही समय वर्षो लन्दन में रह हैँ आर एक दूसरे 
से विचार विनिमय करते रहते थे । कमी कमी तो यह मिइचय करना कठिन हो जाता 
है कि किसी प्रकरण में कितना काम सिल्वेस्टर का है और कितना केछी का । 
केली के गवेपणा कार्य के अन्य विपय ये थै-- 
() दीर्घवृत्तीय फलन । 
(॥) चेशइलेपिक ज्यामिति । 
(0) पंचघातक ((शघ४०४०८$) । 
(२) समुदाय (57009) सिद्धान्त । 
(०) श्रेणिक (॥४४८४5) सिद्धान्त 
(ए) परम (8950०॥०) ज्यामिति । 


४२६ गणित फा इतिहापत 


(५४) घन बच्तो का समीवरण 

(शा) वन्रनों और तलो की उच्च विचित्रवाएँ ($7रएणंआ06) । 
(०८) स्पान्तर और एक्वी-सगति (00प८छएणापटा८८) 
(६) घन तछ पर २७ रेखाओ वा सिद्धान्त । 

(»।) दीर्पवृत्तजों वा आकर्षण । 

(>0) सैद्धान्तित मतिविज्ञान 

(४॥) चन्द्रमा वी मध्यय गति (ऐश८थ ३ //०ध०ग) 


पाठक, तनिक टहरिए ! चार्ल्स हमिद (0० क्रल्मया८८) का नाम 
छूटा जा रहा है। इसका जीवन काल १८२२-१९०१ था। इसका जन्म छोरेन 
(.07:४४7८) बे ड्यूज (0/८07८) नगर में हुआ था। वचपत में ही इसने 
नियमित पाठ्यक्रम छोडकर गणितज्ञो की कृतियाँ पढनी आरम्म कर दी | बीस वर्ष 
की अवस्था भें इसने पेरिस के एक कॉलिज में ताम लिखाया । किल्तु सिर मुँडते ही 
ओले पडे । वात यह थी कि लडक्पन में ही इसकी दाहिनी टाँग में क॒ज आ गया था । 
अत कॉलिज में प्रविष्ट होते ही इसे पता चल गया कि स्वातक होने पर टाँग के बज के 
कारण इसे कोई सरकारी नौकरी नहीं मिल सकेगी। इसलिए इसमे पहले वर्ष ही 
कॉलिज छोड दिया । 

१८६९ में हमिट एक कॉलछिज में प्राध्यापक नियुक्त हुआ । कुछ दिनों पश्चात्‌ 
इसे परिस विश्वविद्यालय की उच्च बीजगणित की गद्दी भी मिल गयी। उक्त पद 
पर यह १८९७ तक रहा । हमिट के मुख्य विषय वीजगणित और विश्केषण थे | 
प्रास से इसका इतना सात था कि कॉशी की सुत्यु के पश्चात्‌ यही उतत देश का अप्रणी 
विंदलेपक गिना जाने छगा । इसने इस प्रवरणां पर अपनी लेखनी उठायी है-“ 

समीकरण सिद्धान्त, सख्या सिद्धान्त, फठन मिद्धान्त, दीघंबत्तीय फ्लन, निश्चित 
समाकल, मिश्चल और सहचल ([सएनायशा| खाते (:0एवा7४05) । 


हमिट के नाम से हमिटी स-याएँ (एंव्यारध्शा िएकशाएट5) और ह॒मिदी 
रूप [पिल्याधा97 फठट05) प्चल्ति है। इसकी मित्रता हॉ्लण्ड के गणितन्न 
स्टील्टजैज (50टा8०--१८५६-९४) से थी जिसे इसने टूछुत (व०0/००५०) 
की गद्दी दिलवाने में सहायता दी। स्टीट्टर्जेज द्वारा स्टील्टजेत्त समाकल (5परथेपु6 
]7:०ट272) का आविष्कार हुआ। इस प्रकार हम देखते हैं कि उक्त आविष्कार का 
3. + बता रपि> को भी मिलना चाहिए | ढोना मित्रों का पारस्परिक पत्राचार चार 


पिर पद्म ९ न््तर ०) 
कखन और पान सिद्धान्त 
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चित्र ९ ०प--स्टील्ट्जेज् ( १८०६--९४ ) 

[टोवर पब्लिकेनेंस, इल्कॉर्पोरेटेट, न्यूयॉरवे--९०, की अनुज से, टी० रूइक इंत ८ 
कॉन्ताइज़ हिस्द्री ऑफ सेंश्रेमेंटिक्स' (१.७५ टालर) से प्रद्युल्लादित। ) 

आइजैन्स्टाइन भी कोई ऐसा वैसा नही थ्रा जो हम उसका नास आल 
पूरा नाम फ्डिनेंप्ड गोथॉल्ड मेक्‍्स आइजेन्सटाइन (एलशवीफशादे (5०0:7700 १/०५5% 
फडला#लंत), (१८२३-५२) था । यह बेचारा गरीबी में पछा और १९ वर्प 
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मी अयरथा तक इसने गणित में कोर्ट विशेष रुचि भी नहीं दियायी। इसने बहन 
में शिक्षा पायो और फिर यही पर ब्राष्यापत हो गया । २९ वर्ष वी अत्पावस्था में 
इसका देहान्त हो गया, विन्‍्नु इतने थोड़े समय में ही इसने ऐसो विलक्षण प्रतिमा 
दिसायी कि ग्ाउसा को इसके विधय में कहना पड़ा वि “संसार में तीन ही युग प्रशती 
गणितन्ञ हुए है--आईरिमेंशेड, न्यूटन और आडेन्क्‍्टाइन ।" 
आइज्रेन्टाइन ने बहुत रो अमिपत्र लिसे है । इसने द्विचर वर्ग रुपो (गण) 
(२४०वका/ं८ [0घता5) का विज्वास जिया और ऐसे प्रधम सहचर वा आविष्तार 
किया जो विस्लेषण में प्रयुक्त होता है। शध्याओ वो दो वर्गों वे जोड़ दे रुप में 
निरुपित फरने के विषय में इसने यह सिद्ध किया कि उ्त प्रमेय आठ वर्गों वत ही 
सीमित है। तीन और पाँच वर्गों तर ये लिए इसने उसे हछ भी दे दिये । इसके 
अतिरिक्त इसका बहुत सा बाय दीर्घवृत्तीय पछनों और समिथ राशियों पर भी है। 
लियोपोल्ड ब्रॉनेक्स ([.0०|ण०१ काल ८) (१८२३-९१) बेस्तों रा 
निवासी था । इसने बेरछों और बलिन में सिक्षा पायी । ग्यारह वर्ष तर यह अपने 
ध्यापार में फंसा रहा, विन्तु यदा र॒दा गणित बा भी अध्ययन बरता रहा। १८५४ 
में यह वलिन गया । इसे वहाँ आधिकारिक नियुक्तित नही मिली विन्तु अतौपचारित 
रूप से ही यह वहाँ के विश्वविद्यालय में १८६१ से व्याख्यान देने छगा | 
अॉनिवर को खड़दपन से ही बई प्रवार वे शौक ये | गणित के अतिरिक्त इसे 
ग्रीक, लेंटिन, हिद्रू और दर्शन में रुचि थो। इसके अतिरिक्त इसे संगीत से भी अंसा- 
धारण लगाव था। यह स्वय एक ग्वया था और प्यानों बजाने में मो दक्ष था। यह 
कहा करता था कि गणित को छोड़ कर संसार की सबसे छलित वाला सगीत है। 
कॉर्नर कुमर का शिष्प था और इसके जीवन पर कुमर का प्रभाव मी विशेष 
रूप से पडा था । १८८३ में जब कुमर सेवा निवृत्त हुआ तब क्रॉनेक्र उसके स्थान पर 
नियुश्त हो गया। १८४५ में ऑनेकर ने पीएच० डी० की उपाधि के लिए एक प्रबन्ध 
(7765७) छिखा जिसमें इसने कुमर के सस्या सिद्धान्त सम्बन्धी काये को ही आगे 
बढाया था। कुमर, वीस्ट्रस और क्रॉनेंकर यह तिकडी थी जिसने गणित में पर्पता का 
प्रवर्तत किया। प्लेटों कहा करता था कि “ईश्वर एक ज्यामितिज्न है।” ब्ॉनेवर 
ने कहना आरम्म क्या कि “ईश्वर एक अक्यणितज्ञ है।/ 
ऋनेकर अध्यापन में अद्वितीय था किन्तु लेखन में असफल था। इसके अभिपत्रों 
की भाषा बोझिल रहती थी। इसको गदेपणा के मुख्य विषय थे--वर्गे रूप, दीधे- 
वृत्तोय फलन और आदझे सिद्धान्त (विंल्ये 7॥0०७) ३ इसका विश्वास था कवि 
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मस्त गणित अन्ततोगत्वा अंकगणित पर आवूत है, अंकगणित संख्याओं पर अवलरूम्बित 
[ और संख्याओं का मूल स्तम्म प्राकृतिक संख्याएँ हैं । इसीलिए यह कहता था कि 
पंह्या ८ का उपानयन वृत्त के ढ्वारा नहीं, वरन्‌ इस श्रेणी के हारा होना चाहिए-- 
१- इक ल- जप ०० *०** 
_ वाद को तो ऋनेकर यहाँ तक कहने गा था कि अपरिमेय संख्याओं का अस्तित्व 
हे नहीं है। इसने लिण्डमेंन्‌ ([/0007७॥0) को एक पे में लिखा भी था कि 
संख्या # पर तुम्हारे सुन्दर कार्ये करने का क्‍या उपयोग हैं ? जव तुम जानते हो कि 
अपरिमेय संख्याएँ होती ही नहीं,तव ऐसी समस्याओं पर क्यों माथा-पच्ची करते हो ? ” 
आइए पाठक, एक महान्‌ व्यक्तित्व से मुचैठा लेना है। जाजे फ्रेडरिक वर्नार्ड रीमान 
(0९०६९ फरंव्वनंली उल्साक्षवे सिदा।भा। ) का जीवन काल १८२६-६६ 
था। चालीस वर्ष में ही इसने अपनी मौलिकता से गणितीय जगत्‌ में ऋन्ति मचा दी 
थी। यदि दस वीस वर्ष और जीता रहता तो न जाने क्या कर जाती [ इसका 
जन्म हेंनोवर ([्रक्मा०ए८) , जमेनी, के एक गाँव में हुआ था । इसके पिता नेपोलियन 
की लड़ाइयों में लड़ चुके थे । तत्पद्चात्‌ वे हँनोवर के एक गाँव में आकर वस गये । 
उनके ६ बच्चे ये जिनमें से रीमान की संख्या दूसरी थी। 

इस प्रकार रीमान का बचपन ग़रीवी में बीता । यह जन्म से ही संकोची प्रकृति 

का था और जनता के सम्मुख बोलने में इसे भय मालूम होता था । जीवन के दूसरे 
पहर में यह समझने लगा था कि इस कारण इसे ख्याति मिलने में बड़ी वाघा पड़ती 
है। अतः यह बड़ी तैयारी के साथ व्याख्यान देने जाता था और अस्त में इसने अपने 
संकोच पर विजय प्राप्त करके ही छोड़ी । 

६ वर्ष की अवस्था से ही रीमान ने अंकगणित में रुचि दिखानी आरम्भ कर दी । 
इसे जितने प्रश्न दिये जाते ये वह तो यह हल कर ही लिया करता था, बहुत वा : अपने 
भाई वहिनों को तंग करने के लिए यह स्वयं नये नये प्रइन वना लिया करता था । दस 
वर्ष की अवस्था में इसे पढ़ाने के लिए एक शिक्षक झुल्त्र ($काणौ) रुखा गया 
किन्तु शीघ्र ही शुल्ज को पता चल गया कि गुरु सुड़ ही रह गया है, चेला शवकर हो 
गया है । 

१४ वर्ष की अवस्था में रीमान को स्कूल भेजा गया । इसे भाई वहिनों की बहुत 
याद आती थी और आये दिनों यह उन्हें मेंटे भेजा करता था। उन्हीं दिनों अपने 
माता पिता के लिए इसने एक चचिरस्थायी तिथि-पत्र (?टएलएथे (2बौल्पतेंता ) 
बनाकर मेजा । इसके स्कूल के निदेशक ने इसकी प्रतिमा पहचानी और अपने निजी 


रे ग्रणित का इतिहास 


पुस्तकालय का उपयोग करने वी इसे सुली छूट दे दी । इतना ही नहीं, इने यह मी 


अनुक्ल्प (090०7) दे दिया वि चाह़े यह गणितीय कक्षाओं में बैठे, चाहे व बैंदे। 
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2& 5५0८. 
चित्र १०६--रीमान (१८२६-६६) 
[ शोवर पस्टिके स, इनसे रेटेट, स्ूयॉब-१०, वी भनुशा से, टी० ४, इंठ 


दिस्टी श्यॉफ मेंथमेंटिक्‍स । १ ७५ ढालर ) से प्रत्युपादिता 3) 
१९ वर्ष की अवस्था में रीसान ने गटियन पिश्वविद्याल्य से माया विशत और 
धर्मशास्त्र में मंद्रिक' परीक्षा पास वी । विस्तु गणित में इसकी रचि अशुष्ण इसी 
रही । यह गाउस के स्यास्यान बड़े चाव से सुनता था। एक वर्ष पश्चात्‌ यर बल्नि 
आओ आ आ  अचय अलमितओ उतर और आइडेन्‍्टटाइन ने सम्पता में 





शकत्माइक 





शैं, 
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आय संध्िः > डे ६) घन एस दिचारों को उन्हीं 
५. मिथ विम्लेण ((छाशजेल्क स्जोकर्ब) पर इसके दिचारों को इन्ही 
जा योडना प्राप्द 


४. 

/ रे क जा ड़ वा परदयात प्र 

स्ल हु। १८४७ में घर सटिंगसन छोड आया कौद एक चगय परध्चात्‌ 
| ५ 


स्पेन जबर+ पद डपाधि प्राप्त की | इसके प्रचस का विध्य समिल्ल फ्टन ही मी । 


भेद का्यासिदय के कारण मीमान का स्थारओआ गिरने छेगा था । यह्टू गंटिंगन की 
फिरी छोड रे दि न डेडीफाउप्ट जि फेसा कं १075 
छोटे कर झाज (नव) चर गया और पते मित्र डेदीकाएण्ट के साथ एक 


प्रदार र्फ भव जीवन 5 हा प्र बिगताजनतका 7 र्ध। थी 
| मे निवृतत जीवन ब्रिताने छूमा । इसडी आर्थिक दशा चिस्ताजनक थी और 


वा मृत्यु पर यह उसके स्थान पर प्राध्यापया नियक्‍्त दा गया। साल वष परचात्‌ 
च्भ्का पइहावसान हो गया । 


|] 3० > ् का ् ही मु कार कर घ तर श्स्ट् पट 
(८५५ में सरकार ने इसे थोड़ी सो बृत्ति देनी आरम्न कर दी। १८५५ में डिस्चिले 


. रीमान की प्रतिमा विलक्षण नो थी, चलुर्मुसी भी । इसकी गिनती सबसे 
भीडिक गणिततों में की जाती है। बहुत नी बाधुनिक गणितीय संकर्पनायें इसी के 
गम मे प्रसिद्ध हो गई है। हम उसमें से कुछ यहां देते है । 

(१) रीमान जोटा फरून (रिल्माशाए 20० िपा८ांणा )--हम इस फलन 
हे उल्केस पिछले प्रकरणों में कर आये है । यह इस श्रेणी का नाम है-- 


४-7 + “२-५ «3-०5 ना आ आ। 
२ हे ७१ त्द्ा ष 


जिममें व .... ब+ए मे (ए-६३/ -.३ )- 


जेब रीमान स्कूल में पढ़ता था, इसने छेजाण्डू के संख्या सिद्धान्त का अध्ययन 
किया या। ८५९ पृष्ठों की यह पुस्तक रीमान ने ६ दिन में ही पढ़कर अपन दिक्षक 
|! वापस कर दी । उसके कई महीने पश्चात्‌ शिक्षक ने उक्त ग्रल्थ पर इससे कई प्रइन 
किये जिनके उत्तर यह फठाफट देता गया। इसी पुस्तक से रीमान को रूढ़ संख्याओं 
$ अध्ययन्त की चाट पड़ी । किसी निर्दिप्ट संख्या से कम कितनी रूढ़ संख्याएँ होती 
क इसके लिए छेजाण्ड्र ने एक सूत्र दिया था जिससे इन संख्याओं की सबच्चिकट 
(89070:त02६८) संख्या हो निकल सकती थी । रीमान ने छेजाण्ड्र के इस फल से 
पेढ़िया फल निकालने का प्रयत्न किया । इस प्रयत्न में रीमान ने यह उक्ति दी-. 

प के ऐसे समस्त मान जिनके लिए जीटा फलन का योग शन्य हो, और ०<ब< १, 
इस प्रकार 


अाएभ 
के होते है । अर्थात्‌ उनका वास्तविक भाग * होता है। रीमान ने यह कथन केवल 
अनुमान के रूप में दिया है। इसे 'रीमान परिकल्पना (रिपटातश्ात घ्रऊ०्फाल्पंड) 


४ 


४३२ गणित का इतिहात्त 


कहते है। इसे न आज तक कोई सिद्ध कर सका है, न विप्रमाणित्र [2%70४व)। 
यह शुद्ध गणितज्ञों के लिए एक स्थायी चुनौती है। 

(२) रोमान समोकरण--यदि 

लच््य+एर और मनच्बरकनएम, 
और म चर र वा कोई वैश्केविक फलन है तो 

तब _ तम तब ___तम 

तय तर तर... तय 

ये समीकरण सर्वश्रयम डि ठेम्वर्ट ने और तत्पश्चात्‌ कॉँशी ने दिये थे! अब 
ये कॉशी-रीमान समोकरणों (शारटाए-राशफ्णाय ऊवुप्थ00०75) के नाम से 
प्रसिद्ध हैं । 

(३) रीमान समाकल (शिशाथायर प8/८६ ८० )--निश्चित समाकल की 
व्याख्या हम इस अध्याय के आरम्म में कर चुके हैं । १८५४ में रीमान ने ब्रिकोण- 
मितीय श्रेणी पर एक अमिपत्र छिखा था जिसमें पहले पहल समाकल की यवाथ 
परिमापा दी थी। रीमान मे निश्चित और अनिश्चित समाकछों का सम्बन्ध इते 
शब्दों में दिया है-- 

यदि फलन फ (य) क से ख तक समावलनशील है, और य क और ख के बीच में 
रहता है ता फ (मय) के कस य तक के अनिरिचत समाकछ! और 'क से स तक के 
निश्चित समाकल' में केवल एक अचर ((०४४८४८) का अन्तर होगा | 

इस सम्बन्ध में किसी विन्दु दुलक (5८६ ० एठाए७) की 'समावृत्ति' 
((०४/०४ ५) की परिमापा पर भी विध्षार कर लेना चाहिए। 

मान लीजिए कि विर्दु कुछक अल्तराल (क, ख) में स्थित है। एक फलत फ(य) 
ऐसा बनाइए जिसका मान कुछक के प्रत्येक विल्दु पर १ हो और अलराल के अर्न्य 
समस्त विन्दुओं पर शून्य हों। ती समाकछ 

तह 
है फ (य) ताय 
डे 
के सान का हम त्रिद्ठु ठुलक की समावृत्ति कटेंगे। 

रीमान ने कसी फ्लन की समाक्‍्लनझीलदा के लिए आवश्यक और पर्याप्त 
दर्त यह दी है कि. उकते अन्तराल्‍् मैं फ्लव के असातत्य बिन्दुओं (70788 ०्ः 
3. 8 की आओ “जत-जर * पा  अरक् +# बाण्यं हो ।. फ 


कलन और फरून सिद्धान्त ४३३ 


(४) सोमानो तह (सिलट्मागाणंधा 5पाति८०४)-न्यहाँ इस विपय के 
तार में जाने का तो अवकाश नहीं है । हम एक रोचक समस्या का वर्णन करते हैं । 


जयलर के समय में कॉनिस्सवर्ग (678 लएइ्ट ) नगर में नदी प्रेगेछ (7८९०) 
हे ऊपर सात पुल थे। 





चित्र १०७--कॉनिस्सवर्ग नगर में सदी के सात पुल 


ऑयरलर ने यह समस्या उपस्थित की कि कोई किस प्रकार सातों पुलों पर होकर 
जाय ताकि किसी भी पुल पर दो वार न जाना पड़े ? प्रइन असम्भव है। 


- फल» 
२" 
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चित्र १०८--रीमानदी तरू 


र्ट 


ज गणित का इतिहास 


_ ईम छोटे से प्रदन से स्थाविकी (67००६ ) वा आर्म्म होता है 
रोमान न इस विधय का बहुत विकास विया और इसके सिद्धान्तों का फलन मिद्धा 
पर प्रयोग किया । आज यह्‌ विषय इतना विकद्चित हो चुका है कि इस बात १ 
विश्वास करना कठिन है कि इसका श्रोगणेश इतनी छोटी सी बात से हुआ होगा 

(५) शोमानी ज्यामिति (रिटायर (0००ग्८धए)--हम साधारणत 
द्ेविम (7५9०-तंएयए्घर0/थ ) और प्रेविग (7%766-कग्राटएक्न०००ग) आर 
का अध्ययन करते हैं । रीमान ने ऐसे आकाझ की वल्पना की है जिसमें स विभाए 
(0प्राथाह०5) हा। ऐसे आकाश में प्रत्येक बिन्दु के विर्दधाको ((एगएं 
72005) का कुछक इस प्रकार का होगा-- 

यह, य३, य, यू । 

गाउस के आकाश में दो प्राचछ (227थगरटा८४५) थे । रीमान में उतत सरत्पता 
का सार्वीकरण ज़िया है। 

(६) रीमानो बक्तता प्रदिश-०([रेकयशशव) 0एएशएर 7श७एण) 

हैनरी जॉन स्टीफरिन स्मिथ (78० [गाए $:व्कृशला 59700) (१८१६-८३) 
कोई नामी गणितज्ञ नही था किन्तु बहुत ही प्रविमावान्‌ था। इसका जन्म डवर्लित 
हुआ था । जब यह दो वर्ष का था, इसके पिता का स्वर्गेवास हो गया और इसकी माता 
इस लेकर इग्लेण्ड आ गयी । १८४१ में यह रग्वी (२७809) वे एक रबूल में प्रविष्ट 
हुआ । १८४४ में इसने ऑक्स्फोर्ड के बेलियल (22॥॥0) कॉलिज में नाम 
लिसाया । उन्ही दिनो इसने एक चबकर यूरोप का लगाया! १८४९ में इसने 
आयस्फाड में उच्चतम सम्मान प्राप्त किया । एक लोकोतित है कि यह प्राच्य मापाओ 
और गणित दोनों में सर्व प्रथम हुआ थां, अत निएचय नदी कर पा रहा था वि इनमें 
से किस विषय को अपनाये । तथ इसने पैसा उछाल बर निर्णय जिया । 

स्मिथ ने विवाह सही जिया ) १८५० में यह वेलियछ कॉलिज का अधिमदस्य 
निर्वाचित हुआ, १८६० में ऑ््स्फोर्ड में ही प्राध्यापक नियुक्त हुआ और १८६! मे 
रायल सोसायटी वा अधिसदस्य हा गया ! यह कई राजवीय आयाया का सदस्य रहा और 
कई बप ऋतु-विज्ञान वार्यलिय (%लल्णागंत्ड्टाटपो 06८) का अध्यक्ष रहा) 

स्पिय ने आरम्भ में मई अमिपत्र ज्यामिति पर लिसे। तत्यरचात्‌ इसने सस्या 


सिद्धात पर कार्यारम्म किया । इरात्रा गवेषधा कार्य द्िटिश एसामियेश'न [ सिताध्पीर 


89०८5००१) के १८५९-६५ के अवा में छपा है। इसके राविक यूवा जीदों 
गो के भाग ने 


&£ः£ः£»&»9 33 -& 8 9 कक हजार आ? जाल अध्याय रात्र बगों 


फदन और फलन सिद्धान्त डरे५ 


“परम निल्षण | हिचर और बत्रिचर रपों (3 ए गाते गीलााय्यए कएाया5) 
*र भी इनका कार्य महत्वपूर्ण रहा है। १८५९४ में सलेगर [(जैनांडल) से इससेते 


अ्नियों क्त्‌ ं रे 
, _ के संग्रह प्रकाशित किया है। 


रिचई इेशेकराएण्ड (लीग 3ल्‍्वलंसा0) (१८३१-१९५१६) का जन्म 
#नविक (णा|्त॑त ) में हुआ था सोलह वर्ष की अबरवा सका इसने अपने 
उमस्थान में ही शिक्षा पायी । उम्र समय तक इसकी रूसि भौतिकी और रसायन 
जब यह फॉलिज में प्रत्रिप्ट हुआ सब उसने बैश्लेपिक 
म्रामिति, करन न, वीजगणित आदि का अध्ययन आरम्म किया ) उन्नीस वर्ष की 
'रिस्था में बह गदिगन विव्वविद्यालय में भर्ती हुआ और गाउस, स्टर्न ( 5घ्टता ) 
। (2०95४) और चेबर (जरूकल) ( १८४०-१९ १३ ) के संसर्ग में आया । 
(८५२ में इसने गाउस की देख-रेख में डावटर की उपाधि पायी । इसके प्रबन्ध का 
५ आ--भॉयपलरी समाकल (एि्याणांता स्‍ट्ट्रार्शो३) । 


१८५४ में डेंडीकाइण्ड गटिगन में व्याव्याता ( .ट८प्रा८ ) नियुवत हो 
'वा। उक्त पद पर यह चार वर्ष रहा | उन्हीं दिनों इसकी मित्रता रीमान से हुई 
और वहीं पर यह डिरिचिके के सम्पर्क में आया । १८५७ में यह जूरिच में प्राध्यापक 

3 ऐप ठुआ और १८६२ में ब्रन्सविक की एक संस्था में प्रोफ़ेसर हो गया । उवत 
“तीन पर यह रूमभग पचास वर्ष रहा। 


डेंडीकाइण्ड जीवन भर अविवाहित रहा । इसकी वहन जूली ( ]एॉा०८ ) 
इसके साथ रहती थी। यह पिचासी वर्ष की अवस्था तक जीवित रहा। इसकी 
याति इसके जीवन काल में ही चारों ओर फैल गयी थी । मृत्यु से १२ वर्ष पूर्व 
गणितन्नों के तिथिपत्र' ( (:४०ापैवा 0ि ४ क्रीला।बंलंश$ ) में यह समाचार 
छेपा कि ४ सितम्बर १८९९ को डेडीकाइण्ट का देहान्त हो गया ।/ डेंडीकाइण्ड ने 
पह समाचार पढ़कर पत्रिका के सम्पादक को लिखा कि तिथि कदाचित्‌ ठीक निकले 
किन्तु वर्ष तो निश्चय ही ग़छत है। अपनी दैनिकी (])079) के अनुसार तो मैं उस 

पूर्णतया स्वस्थ था और अपने सम्मानित मित्र और अतिथि जॉज कंप्टर (७व्ण्टठ 
(थ१६607) से 'पद्धति और सिद्धान्त' पर घुलू-घुल कर बातें कर रहा था 

यों तो डंडीकाइण्ड ने बहुत से अभिषत्र लिखे है किन्तु इसके दो ग्रन्थ बहुत प्रसिद्ध 
हए हैं जिनके विपय 'अपरिमिय संख्याएँ” (पशयं00श पिए्०८४४ ) और आदर्श 
संख्याएँ! ([८॥ [एप्नात्रलाड ) थे। इसने डिरिचले के गवेपणा कायें का सम्पादन 
किया और रीमान के संग्रह की प्रस्तावना (१८७६) भी लिखी। 


डरे गणित का इतिहास 


इस छोटे से प्रइन से स्थानिकी (70/००४५ ) का आरंम्म होता है। 
रीमान ने इस विषय का बहुत विकास क्या और इसके सिद्धान्तों का फलन तिद्धाच 
पर प्रयोग किया । आज यह विषय इतना विकसित हो चुका है कि इस बीत पर 
विश्वास वरना कठित है कि इसका श्रीगणेश इतनी छोटी,सी वात से हुआ होगा। 
गे (५) रीमानी ज्यामिति (रिपल्णब्रणा्व 9००ाा८9)--हम साधाएत्या 
बिम (7%0-तेगर)थ्यग्रणा्) और तैविम (7क्राट०-वंग्राथाभता्) आवीश 
का अध्ययन करते है । रीमान ने ऐसे आकाह की कल्पता की है जिसमें स विमाएँ 
(707थाध्र०५5) हो। ऐसे आकाश्न में अत््येक बिन्दु के निर्देशाको (००० 
7290८) का कुछक इस प्रदार का होगा-- है 

ये ये ये, य । 

गाउस के आकाझ्न में दो प्राचक (?४०॥72८/८७) थे । रीमान ते उदत स॑ 
का सार्वीक्रण किया है । 

(६) रीमानी वक्रता प्रदिश--(सििलाश्राश (एफएशपफर परृ्क़ण) 

हँनरी जॉन स्टीफेन स्मिय (नल) [गाय अत्काल कया) (१८९६-०८ ३) 
कोई नामी ग्रणितज्ञ नही था किन्तु बहुत ही प्रतिमावान्‌ था । इसका जन्म डबहित में 
हुआ था । जब यह दो वर्ष का था, इसके पिता का स्वर्गवास हो गया और इसवी माता 
इसे लेकर इग्लेंप्ड आ गयी । १८४१ में यह रग्वी (२४४89)) के एक स्कूछ में प्रविष्ट 
हुआ । १८४४ में इसने ऑक्स्फोर्ड के बेलियल (3270) कॉलिज में नाम 


लिखाया । उन्ही दिनों इसने एक चवकर यूरोप का छगाया। १८४९ मे इसने 
भाषाओं 


आउस्फोड म उच्चतम सम्मान प्राप्त बिया । एक छोकोज़ित है वि मह प्राच्य भाषा: 
और गणित दानों में सर्वे प्रथम हुआ था, अते निश्चय नही कर पा रहा था हि इनमें 
से किस विषय को अपनाये । तव इसने पैसा उछाल कर निर्णय किया। 

स्मिथ ने विवाह नही क्या । १८५० मे यह बेलियछ कॉलिज वा अधिरादर्स 


प्राध्यापक नियुक्त हुआ और १८६३ मैं 
रहा और 


[वह्पना 


निर्वाचित हुआ, १८६० में ऑक्स्फोर् में ही प्र 
रायल सोसायटी का अधिसदस्य ही यया । यह कई राजवीय आयांगा वा रादस्य रह 
कई वर्ष ऋतु विज्ञान कार्यालय (#लल्क्गेगडालां 0/८८) का अध्यक्ष रहा! 

हिमिथ ने आरमस्म में कई अमिपत्र ज्यामिति पर छिखें। तत्पश्चाव्‌ इसने सरया 
सिद्धांत पर कार्या रस्म किया । इसका गवेषणा काय ब्रिटिश एसोसियेशन (कगए 


६५ के अको में छपा है। इसके साविक सूत्र बीदो 


है5०८०३००)) बे १८५९- 
/च अथवा सात वर्गों मे योग है 


€,०७.,+> >चाएँ उच्छेगनीय है--विसी ससया का प। 


कलन और फलन सिद्धान्त डर्ण्‌ 


झुप में निरुपण ४ ग्‌ः एः 

पपृमें निरूपण। द्विचर और त्रिचर रूपों (सिवा 9 दे एटलापव्ा ३ 70075) 

पर भी इसका कार्य महत्त्वपूर्ण रहा है। १८९४ में स्लेदर (0!भं्रौट् ) ने इसकी 
हत्त्वपूर्ण रहा है। १८5 


अतियों का संग्रह प्रकाशित किया है। 


स्व इंडीकाइण्ड (रिन्‍लाशावे 0व्वेलेएव) (१८३ १-१९१६) का जन्म 
बससविक (छफ्ाएजांटो:) में हुआ था । सोलह वर्ष की अवस्था तक इसने अपने 
कमस्थान में ही शिक्षा पायी । उत्त समय तक इसकी रुचि भौतिकी और रसायन 
में अबिक थी । सन्रहवें वर्ष जब यह कॉलिज में प्रविष्ट हुआ तल 3 कम 
व्यामिति, कलन, वीजगणित आदि का अध्ययन आरम्भ किया। उन्नीस वर्ष की 
बब्स्था में यह गटिगन विद्वविद्यालय में भर्ती हुआ और गाउस, स्‍्टने ( 5८7 ) 
| १८०७-९४) और बेवर (एए००८) (१८४२-१९१३ ) के संसर्ग में आया। 
(८५२ में इसने गाउस की देख-रेख में डावटर की उपाधि पायी । इसके अ्वच्य का 
विषय धा--ऑयलरी समाकल (टिप्ौटाशा एसाट्टाआ5) । 


१८५४ में डेडीकाइण्ड गटिगन में व्याख्याता ( >०टाप्ा८ ) नियुक्त हो 
पया। उक्त पद पर यह चार वर्ष रहा । उन्हीं दिनों इसकी मित्र॒ता रीमान से हुई 
और वहीं पर यह डिस्चिले के सम्पर्क में आया | १८५७ में यह जूरिच में प्राव्यापक 
नियुक्त हुआ और १८६२ में ब्रन्सविक की एक संस्था में प्रोप्रेसर हो गया । उक्त 
स्थान पर यह लूगमग पचास वर्ष रहा। 


इंडीकाइण्ड जीवन भर अविवाहित रहा । इसकी वहन जूली ( [ए८ ) 
घ्सके साथ रहती थी। यह पिचासी वर्ष की अवस्था तक जीवित रहा | इसकी 
कप इसके जीवन काल में ही चारों ओर फैल गयी थी। मृत्यु से १२ वर्ष पूर्व 
गणितन्ों के तिथिपत्र' ( (:शै००वश णिए (लाभ ल॑ं४05 ) में यह समाचार 
छपा कि “४ सितम्बर १८९९ को डेंडीकाइण्ट का देहान्त हो गया ! डेडीकाइण्ड ने 
30//0080 पढ़कर पत्रिका के सम्पादक को लिखा कि तिथि कदाचित्‌ ठीक निकले 
किन्तु वर्ष तो निव्चय ही ग़रछत हैं। अपनी दैनिकी (>भा) के अनुसार तो में उस 
दिन पूर्णतया स्वस्थ था और अपने सम्मानित मित्र और अतिथि जॉज केंण्टर (७८०7९ 
(शा।07) से 'पद्धति और सिद्धान्त पर घुल-चुल कर बातें कर रहा था 

यों तो डेडीकाइण्ड ने बहुत से अभिपत्र लिखे हैं किन्तु इसके दो ग्रन्थ बहुत प्रसिद्ध 
हुए हैं जिनके विपय अपरिमेय संख्याएँ. ( पृत्तगंगा्वी पिफ्शा ०5 ) और आादशे 
संख्याएँ' (व पिच्णाँटा७) थे । इसने डिस्चिके के गवेपणा कार्य का सम्पादन 
किया और रीमान के संग्रह की प्रस्तावना (१८७६) भी लिखी । 


डरेड गणित का इतिहास / 

इस छोटे से प्रदन से स्थानिवी (7०.०ं०६१ ) का आरम्म होता है। 
रीमान ने इस विषय का बहुत विकास क्या और इसके सिद्धान्तो का फलर्न पिद्धात्त 
पर प्रयोग किया । आज यह विपय इतना विकसित हो चुका है कि इस वात १९ 
विश्वास करना कठिन है कि इसका श्रीगणेश इतनी छोटी सी बात से हुआ होगा! 
न (५) रीमानी ज्यामिति (राहब्घााद्वए 0०07०ध59)--हम सापारणतया 
विम (['४०-प्र2८॥ञ०7०) और चैविम (परक्राह०-ठाप्द्ाआरठ0थे) आकाश 
का अध्ययन करते है । रीमान ने ऐसे आकाश की कल्पना की है जिसमें स विमाएँ 
(70राटाभ०05) हो । ऐसे आकाश में प्रत्येक बिन्दु के निर्देशाकी ((००व- 
702(८$) का कुलक इस प्रकार का होगा-- हे 

य,, य य, थक ! 

गाउस के आकास्य में दो प्राचछ (22एध7ट८75) थे । रीमान ने उतत 
का सार्वीक्रण क्या है । 

(६) रीमावो वत्रता प्रदिश--((रेफटणशय्ा टप्ाएश॑एा० ब्च्कण) 

इँनरी जॉन स्टीफन स्मिय (रिक्षाड ]ुणाए 5वएक0] 59090) (१८२ ६-4३) 
कोई नामी गणितज्ञ नही था किन्तु बहुत ही प्रतिमावान्‌ था । इसका जत्म ड्वाित में 
हुआ था । जब यह दो वर्ष का था, इसके पिता का स्वर्गवास हो गया और इसकी भाता 
इसे छेकर इग्लेंण्ड आ गयी । १८४१ में यह रग्बी (२८४०) ) के एक स्कूल में प्रविष्ट 
हुआ । १८४४ में इसने ऑक्स्फोरई के बेलियल (82॥0) कॉलिज में ताम 


लिसाया । उन्ही दिना इसने एक चवकर यूरोप का छगाया। १८४६ में इसने 
प्राच्य भाषाओं 


ऑवस्फोड में उच्चतम सम्मान श्राप्त किया । एक छोकोजित है कि यह मरा 

और गणित दोनों में सर्व प्रथम हुआ था, अत निदचय नही कर पा रहा था कि इनमें 

से क्सि विषय को अपनाये । तव इसने पैसा उछाऊ कर निर्णय किया! 
हिमिय में विवाह नही किया । १८५० में यह वेलियल कालिज वा अधिसदेशि 

निर्वाचित हुआ, १८६० में ऑक्स्फोड में ही प्राश्यापक नियुक्त हुआ और १८६१ में 

रॉयल सोसायटी का अधिसदस्य हो गया । यह कई राजकीय आयोगो का सदस्य रहा 

कई वर्ष ऋतु विज्ञान कार्याद्य (शलल्गपगंग्डात्यें 09०) वा अध्यक्ष रहा 
स्मिथ ने आरस्म में कई अभिपत्र ज्यामिति पर लिखे । तत्पश्वात्‌ इसने संख्या 

गवेषणा कायें ब्रिटिश एसासियेन (टिस0 

अका में छपा है। इसने साविब सूत्रों वी दो 

पाँच अथवा सात वर्गों ने योग के 


संक्त्पता 


सिद्धाग्त पर कार्यारम्म क्या । इसका 
#50८०४०णा ) ने १८५९-६५ के अका 
2.८.०> टदगा उल्लेखनीय हैं--विंसी सत्या का पा 


पालन और फलन रिए्धान्त 


हा में निर्षण। हविचर और त्रिचर रुपी (किशए शार्त | शााश३ (0775) 


प्र भी इसका कार्य महत्व 


हत्वपूर्ण घ्ह्ला ट्ट ) १८०४८ मे ग्लेणर ( (ंक्चंग्रीषटा ) मे इसका 


बृनियों का संग्रह 5 
दतिया का संग्रह प्रकाशित किया है । 


रित्ई >9 «५ का < न है) 4 ज़्न्ग एाव0 
रचई इंडीकाइण्ड (रिलीशद एव्वल:आ)) (१८३१-१%१६ ) का जस 
पस्मविक (97एसंट-) में हुआ था। सोलह बर्षे की अवस्था तक इसने अपने 


उनप्थान में हो शिक्षा पायी । उप्त समय तक उसकी रुचि भौतिकी और रस ता 


में अधिक थी। मन्रहवें वर्ष जब यह कॉल्ज में प्रविप्द हुआ तब इसने वैब्लेपिका 
खामिति, कलन, वीजगणित जादि का अव्ययन आरम्म किया। उन्नीस वर्ष की 
भवस्था में यह गटिगन विश्वविद्यालय में भर्ती हुआ और गाउस, स्टने ( 5८८४ ) 
(१८०७-९४) और बेवर (श/ककण) (१ ८४२-१९१३) के संसर्ग में आया। 
१८५२ में इसने गाउस की देख-रेख में डावटर की उपाधि पायी । इसके प्रबन्ध का 
विषय था--ऑयलरी सम्ाकलू (छर्पालिंशा) एफाट्ट्टाओ5) । 


१८०४ में डेड्ीकाइण्ड गटिगन में व्याख्याता ( [लए ८ ) नियुक्त हो 
गया। उक्त पद पर यह चार वर्ष रहा । उन्हीं दिनों इसकी मित्रता रीमान से हुई 
भर वहीं पर यह डिसिचिले के सम्पर्क में आया | १८५७ में यह जूरिच में प्राध्यापक 
नियुक्त हुआ और १८६२ में ब्रन्सविक की एक संस्था में प्रोफ़ं सर हो गया । उक्त 


स्थान पर यह रूगभग पचास वर्ष रहा। 


न्‍ 


+3 
ड़ 


इसके साथ रहती थी । यह पिचासी वर्ष की अवस्था 
ज्याति इसके जीवन काल में ही चारों ओर फल गयी 


डीकाइण्ड जीवन भर अविवाहित रहा । इसकी वहन जूली ( णी०८ ) 


तक जीवित रहा । इसकी 
थी। मृत्यु से १२ वर्ष पूर्व 


'गणितन्ञों के तिथिपत्र' ( (.बॉलावैश्ा हि ण०रपीलग4 ८05 ) में यह समाचार 
छपा कि “४ सितम्बर १८९९ को डैंडीकाइण्ट का देहान्त हो गया । ' डंडीकाइण्ड ने 
यह समाचार पढ़कर पत्रिका के सम्पादक को लिखा कि (तिथि कदाचित्‌ ठीक निकले 
किन्तु वर्ष तो निश्चय ही ग़लत है। अपनी दैनिकी ([2भ:9) के अनुसार तो मैं उस 
दिनपूर्णतया स्वस्थ था और अपने सम्मानित मित्र और अतिथि जॉज केंण्टर ((०००7९ 
एश्ाप0) से 'पद्धति और सिद्धान्त पर घुल-घुल कर बातें कर रहा था 

यों तो डेंडीकाइण्ड ने बहुत से अभिषत्र लिखे हैं किन्तु इसके दो ग्रन्थ बहुत प्रसिद्ध 
हुए हैं जिनके विपय 'अपरिमेय संख्याएँ. ( फत्बतठमथ िफ्ाएटा5 ) और आदर्श 
संख्याएँ' (6८४ 'एपाण८:७) थे । इसने डिरिचिले के गवेपणा कार्य का सम्पादन 
किया और रीमान के संग्रह की प्रस्तावना (१८७६ ) भी लिखी। 


डे गणित का इतिहास 


इस छोटे से प्रश्व से स्थानिकी (7०/००४५ ) का आरम्म हाता 
रीमान ने इस विषय का वहुत विकास विया और इसके सिद्धान्तों वा फलन सिर 
पर प्रयोग किया । आज यह विषय इतना विव्तित हो घुवा है कि इस वात 
विश्वास वरना कठिन है कि इसका श्रीगणेश इतनी छोटी सी बात से हुआ होग 
9... (५) रीमानी ज्यामिति (फव्याध्रशाश 6९07रथा9)--हम साधारण 
देविभ (79०-कशालाभ्रणारं) और त्रेविम (7॥700-ऐ/0०ात्नणा थे) आक 
का अध्ययन करते हैं । रीमान ने ऐसे आकाश की कल्पना की है जिसमें स विम 
(7फ्रटप0त्ी) हा। ऐसे आकाश में प्रत्मैक बिन्दु के निर्देशाका (00०: 
7९५) का कुलक इस प्रकार का होगा-- 

ये, यक# य, य | 

गाउस के आकाश में दो प्राचक (?४०77225) ये । रीमान ने उतत सकत्पत 
का सार्वीकरण क्या है। 

(६) रीमानी वक्ता प्रदिश-- (राय (एकाा6 पृ'्फ० 7) 

हँवरी जॉन स्टीफेन स्मिथ (सरल | [जाए 5॥वकाणा आधा) (१८९६-६३ ) 
काई नामी गणितज्ञ नही था किन्तु बहुत ही प्रतिभावान्‌ था। इसका जम डबलिन मं 
हुआ था | जब्र यह दा वर्ष का था इसके पिता का स्वगेवास हो गया और इसकी मात 
इसे ठेकर इग्लण्ड आ गयी । १८४१ में यह रग्वी (!२७४४)) के एक स्वूल में प्रविष्ट 
हुआ । १८४४ मे इसन ऑव्रफोड के बेलियल (820) कारठिज में नाव 
लिखाया । उन्ही दिना इसने एक चवकर यूरोप का छगाया। १८४९ में इसने 
आक्स्फोड सें उच्चतम भम्मान प्राप्त किया । एक लोकोबिन है कि यह प्राच्य आपाओं 
और गणित दोनों म॒ सर्व प्रथम हुआ था अत नि३चय नही कर पा रहा था कि इनमें 
से क्सि विषय का अपनाये ! तब इसने पैसा उछाछ कर निर्णेय किया। 

स्मिय ने विवाह नहीं क्या । १८५० में यह बलियठ कॉलिज वा अधिसदर्त्य 
निर्वाचित हुआ, १८६० में आक्स्फार्ड में ही प्राष्यापक नियुवत हुआ और १८६१ रे 
रॉयल सोसायटी का अधिसदस्य हो गया । यह कई राजकीय आयाया का सदस्य रहा और 
बई वष ऋतु विज्ञान कार्यालय (ऐरीलल्णणेग्ड्रा्स्या 0%८८) वा अध्यक्ष रहा। 

स्मिथ ने आरम्म में कई अभिपत्र ज्यामिति पर लिसे | तत्पद्चात इसने सस्या 
सिद्धाद पर कार्यारम्म क्या । इसका गवेषणा काय ब्रिटिंय एसोसियेशन (सिर 
8%०टागए०ा) के १८५९-६५ के अवा में छपा है। इसके साविक सूत्र बीदो 


४० कक 3 कट मे 20:५5 2200 अप 2724 क आप शक 0 के: 


कलन और फलत सिद्धाल्त हे 


हप में तिह्पण । ह्विचर और त्रिचर रूपों. (छि079 थार्व [लाभ रंग: 
पर भी इसका कार्य महत्त्वपूर्ण रहा है। १८९४ में ग्लेशर (ठामंत्रीट ) ने 5 
कैतियों का संग्रह प्रकानित किया है। 


रिचई इंडीकाइण्ड (छिलके 9)64लंचंएव)) (१८३१-१९५१६ ) का 
क्त्तविक (छप्राएएंटो-) में हुआ था । सोलह वर्ष की अवस्था तक इसेने 


८ 


उन्स्वान में हो शिक्षा पायी । उम्र समय तक इसका झचि भौतिकी और * 
में बबिक थी । सबहवें वे जब यह कॉलिज में प्रविष्ट हुआ दर इसने वैद 
स्यामिति, कलत, वीजगणित आदि का अव्ययच आरइस्म किया । उन्नीस * 
बवस्था में यह गरटिगन विश्वविद्यालय में भर्ती हुआ और गाउस, स्टने ( 9६ 
(१८०७-९४) और बैवर, (एकल) (१८४२-१९१३) के संसर्ग में 
१८५२ में इसने गाउस की देख-रेख में डाक्टर की उपाधि पायी । इसके प्र 
विषय था--ऑयलरी समाकल (सि्पॉलाशा) एफऋट्षटा॥ 5) । 


१८५४ में डेंडोकाइण्ड गटिगन में व्याख्याता ( 7०८४० ) निः 
गया । उक्त पद पर यह चार वर्ष रहा । उन्हीं दिनों इसकी मित्रुता रीमा 
और वहीं पर यह डिरिचिले के सम्पर्क में आया १ १८८७ में यह्‌ जूरिच में 5 


नियुक्त हुआ और १८६२ में न्रन्सविक की एक संस्था में प्रोफेसर हो गये 
स्थान पर यह ऊूगभग पचास्त वर्ष रहा। - 


डेड्लकाइण्ड जीवन मर अविवाहित रहा । इसकी वहन जूली ( 
असके साथ रहती थीं। यह पिचासी वर्ष की अवस्था तक जीवित रह! 
स्थाति इसके जीवन काल में ही चारों ओर फैल गयी थी। मृत्यु से १: 
गणितनों के तिथिपत्र' ( (बॉल्विबाए णि ॥/३९८०००४प८॑ंआ३5 ) में यः 
छपा कि “४ सितम्बर १८९९ को डैंडीकाइण्ट का देहान्त हो गया । डड 
यह समाचार पढ़कर पत्रिका के सम्पादक को लिखा कि तिथि कदाचित्‌ २ 
किन्तु वर्ष तो निव्च॒य ही ग्रलत है। अपनी दैनिकी ([)079) के अनुसाः 
दिन पूर्णतया स्वस्थ था और. अपने सम्मानित मित्र ओर अतिथि जॉज केंप्ट 
(एथशाता-) से पद्धति और सिद्धान्त पर घुल-घुल कर बातें कर रहा 
यों तो डेंडीकाइण्ड ने वहुत से अभिपत्र लिखें हैं किन्तु इसके दो ग्रन्थ 
हुए हैं जिनके विपय अपरिमिय संख्याएँ. (६ एछाव्रभेठएत्री ररिएता०टा5 ) 
3 प3 ] २३... 3... ++ इसमें डिरिचके के गवेपणा कार्य 


हक गणित वा इतिहास 


इस छोटे से प्रइन से स्थानिती (70|०ं०४8) ) वा आरम्म होता है। 
रीमान ने इग विषय का बहुत वित्तास जिया और इसके सिद्धान्तों वा पहन लिद्धान 
पर प्रयाग किया । आज यह विषय इतना विकसित हो चुका है रि इस वात पर 
विश्वास बरना कठिन है कि इसरो श्रीगर्णेश इतनी छोटी सी बात से हुआ होगा। 
गे (५) रीमानी ज्यामिति ([रालाशश 000८४) )--हम सापारणठया 
ईविम ([७०-तरशशट्यप्रणा/) और तरैविम (7[#९०-साफ्रटाज०)थ) आर्श् 
का अध्ययन बरते है। रीमान ने ऐसे आवाश की कल्पना की है जिसमें स विमाएँ 
(7?शादाश095) हा। ऐसे आवाज्म में प्रत्येरा बिन्दु के निर्देधारों (0000 
705) का बुछक इस प्रवार का होगा-- 

गे,, यऋ, य, यू | 

गाउस के आवाज में दो प्राचछ ([?47०277९0८४5) थे ! रीमान ने उबते सकह्पता 
का सार्वीकरण क्या है। 

(६) रोमानी यक्रता प्रदिश--(रल्याशाओ 0फ्रश्य्पाल प्रद्ठण) 

हँवरी जॉन स्टीपेन स्मिय (077) [गैस छल्कृगट0 59॥॥) (१८१६-४३) 
काई नामी गणितज्ञ नही था विन्तु बहुत ही प्रतिमावान्‌ था। इसवा जन्म डवर्टिन 
हुआ था । जब यह दा वर्ष का था, इसके पिता का स्वगवास हो गया और इसकी माता 
इस ऐेवर इस्लेण्ड आ गयी । १८४९ में यह रखी (९०४४) के एक स्वूल में प्रविष्ट 
हुआ । १८४४ में इसने ऑतस्फोई के वेल्यिल (8॥0) कॉलिज में नाम 
लि्साया । उन्हीं दिना इसने एक चक्कर यूरोप का छगाया। १८४९ में इसने 
आवस्फांड म उच्चतम सम्मान प्राप्त किया । एक लोकोक्ति है कि यह प्राच्य मापाआ 
और गणित दोनों म सर्वे प्रथम हुआ था, अत निश्चय नही कर पा रहा था कि इनमें 
से क्सि विषय को अपनाये | तव इसने पैसा उछाल कर निर्णय किया। 

स्मिथ न विवाह नहीं किया। १८५० में यह वेलियछ कॉलिज वा अधिसदेस्थ 
निर्वाचित हुआ, १८६० में ऑक्स्फोर्ड में ही प्राध्यापक नियुक्त हुआ और १८६१ में 
रायल सोसायटी का अधिसदस्य हो गया । यह कई राजकीय आयोगो का सदस्य रहा और 
कई वप ऋतु विज्ञान कार्यालय ()४८८०:००छ7८थे (08८०) का अध्यक्ष रहा। 

स्मिथ ने आरम्म में कई अमिपत्र ज्यामिति पर लिखे। तत्पदचात्‌ इसने सल्या 
सिद्धान्त पर कार्यारम्म किया । इसका ग्वेषणा कार्य ज्िटिश एसोसिमेशन (फ्रियफः 
555०८०४०7) के १८५९-६५ के अका म छपा है । इसके साविक सूत्रों वी दो 
विशिष्ट दशाएँ उल्लेखनीय है---क्सी सस्या का पाँच अथवा सात क्यो के योग के 


छलन और फलन सिद्धान्त ड्श्ए्‌ 


स्पमं निरुपण । ट्विचर और चिचर रूपों (छा शर्त लाया एाा05) 
पर भी इसका कार्य महत्त्वपूर्ण रहा है। १८९४ में ग्लेगर (09ंभाौटा ) ने इसकी 
, श्तियों का मंग्रह प्रकाशित किया है। 


। डेंडीकाइण्ड (शताशते ०0) (१८३४१-१९१६) का जन्म 
_ तक (हापाजंलेए) में हुआ था | सोलह वर्ष की अवस्था तक इसने अपने 
> न में ही शिक्षा पायी । उप्त समय तक इसकी रुचि मौतिकी और रसायन 
* अधिक थी। सब्नहवें वर्ष जब यह कॉलिज में भप्रविष्ट हुआ तव इसने वेब्लेपिक 
ब / चैलेन, बीजगणित आदि का अध्ययन आरम्म किया। उन्नीस वर्ष की 
पैस्था में यह गरधिगन विव्वविद्यालय में भर्ती हुआ और गाउस, स्टने ( 5६0८7 ) 
2०७9-९४) और बेवर (एएकल) (१८४२-१९१३) के संसर्ग में आया। 
*८५२ में इसने गाउस की देख-रेख में डाक्टर की उपाधि पायी । इसके प्रवन्ध का 


विषय था-.ऑयलरी समाकल (एछपटाउतशा 7८छथ5) । 


१८५४ में डेंडीकाइण्ड गटिगन में व्याख्याता ( ,८८८प८ ) नियुक्त हो 
'दा। उक्त पद पर यह चार वर्ष रहा। उन्हीं दिनों इसकी मित्रुता रीमान से हुई 
“वहीं पर यह डिरिचिले के सम्पर्क में आया | १८५७ में यह जूरिच में प्राष्यापक 

नियुवत हुआ और १८६२ में ब्रन्सविक की एक संस्था में प्रोफेसर हो गया | उक्त 
ज्यान पर यह रूगमग पचास वर्ष रहा। 

3० 


डुड 


डाकाइण्ड जीवन भर अविवाहित रहा । इसकी वहन जूछी ( [८ ) 
इसके साथ रहती थी । यह पिचासी वर्ष की अवस्था तक जीवित रहा । इसकी 
'आति इसके जीवन काल में ही चारों ओर फैल गयी थी । मृत्यु से १२ वर्ष पूर्व 
गणितज्ञों के तिथिपत्र' ( (शैलाप॑॥ए 0 (०ीशाए०प॑संशा5$ ) में यह समाचार 
डेपा कि “४ सितम्बर १८९९ को डेंडीकाइण्ट का देहान्त हो गया ।' डेंडीकाइण्ड ने 
(दे समाचार पढ़कर पत्रिका के सम्पादक को लिखा कि 'तिथि कदाचित्‌ ठीक निकले 
वर्ष तो निश्चय ही ग़छूत है । अपनी दैनिकी (9श79) के अनुसार तो मैं उस 
द्नि पूर्णतया स्वस्थ था और अपने सम्मानित मित्र और अतिथि जॉर्ज केण्टर ("ठप 
(शभा।०7) से 'पद्धति और सिद्धान्त' पर घुल-घुल कर चातें कर रहा था । 
_गेंतो डेंडीकाइण्ड ने बहुल से अभिपत्र लिखे हैं किन्तु इसके दो ग्रस्थ चहुत प्रसिद्ध 
हुए हैं जिनके विपय अपरिमेय संख्याएँ” ( प40709 प्टा5 ) और आदर्श 
पेज्याएँ' (66४ 'पप्ाणं८:४) थे । इसने डिरिचले के गवेषणा कार्य का सम्पादन 
किया और रीमान के संग्रह की प्रस्तावता (१८७६) भी लिखी। 


3 गणित का इतिहास 


इस छोटे से प्रश्न से स्थानिकी (7ण०ट५ ) का आरम्म । 
रीमान ने इस विषय का वहुत विश्यस किया और इसके सिद्धान्ता का फलन 
१र प्रयोग विया। आज यह विषय इतना विव्नित हो चुका है हि इस 
विश्वास करना कठिन है कि इसका श्रीगरणेश इतनी छोटी सी बात से हुआ 
(५) रोमानी ज्याधिति (उरत्याश्राधा 66०7०ध७)--हम साध 
देविम (7७% 0-प्रैगालगआ0श ) और चैविम ([7%००-४रफक्ाशणागे) 
का अध्ययन करते है) रीमान ने ऐसे आकाश को वल्पना की है जिसमें स 
([27रधाहणाड) हो । ऐसे आकाश में प्रत्येक विख्दु के निर्देशाकों (0: 
2705) का कुछक इस श्रकार का होगा-- 
य,ब्य, ये । 
गाउस के आशाज्ञ में दो प्राचक (2803720८:3) थे । रीमान ते उचतत सब 
का सार्वीक्रिण क्या है। 
(६) रीमानी वक्ता प्रदिश--([रेकशाशशश 0पन्‍्वताह पथाएण 
हँनरी जॉन स्टीफे न स्मिथ (क्रटा३) ]०॥0 8 प्कुप्रधा 590) (१८२६- 
काई नामी गणितज्ञ नही था कितु बहुत ही प्रतिभावान्‌ था ) इसका जन्म डवर्ि 
हुआ था। जब यह दो वर्ष का था, इसके पिला का स्वर्गवास हो गया और इसकी म 
इसे लेकर इग्लेंप्ड था गयी । १८४१ में यह रग्वी (९७899) के एक स्पूल में पर 
हुआ । १८४४ में इसने ऑव्रफार्ड क बैलियल (82॥॥0) कॉलिज में न 
छिखाया । उन्ही दिना इसने एक चवकर यूरोप वाया छगराया। १८४९ में इ 
अतस्कोड में उच्चतम सम्मान प्राप्त क्या । एक छोकोकित है कि यह आाच्य भाषा 
और गणित दोनों में स्व प्रथम हुआ था, अत निश्चय नही कर पा रहा था कि इन 
से क्सि विपय को अपनाये । तव इसने पैसा उछाल कर निणय किया! 
स्मिथ ने विवाह नहीं क्या । १८५० में यह वेलियछ कॉलिज का अधिसेदर 
निर्वाचित हुआ, १८६० में आँवस्फोर्ट में ही प्राध्यापक नियुक्त हुआ और १८६१० 
रॉयल सोसायटी का अविसदस्य हो यया । यह कई राजकीय आयायो का सदस्य रहा और 
कई वष ऋतु विज्ञान वार्याल्य (?र्ध८६८००:००ट्टाट्श (026) का अध्यक्ष रहा। 
स्मिथ ने आरस्म में कई अभ्रिपत्र ज्यामिति पर लिखे ) तत्पश्चात्‌ इसने संख्या 
सिद्धांत पर कार्यरिम्भ क्या । इसका गदेपणा कार्य ब्रिटिश एसोसियेशन (70 
6.६६०८१४०07] के १८५९-६५ के अका में छपा है। इसके स्ाविक संत्रो की दो 
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(. पिग। हिचर और त्रिचर रूपों (वा बाते पदायाशए ए0ागा७) 
पर भी इसका कार्य महत्त्वपूर्ण रहा है। १८९४ में ग्लेशर (599०) ने इसकी 


, अतियों का संग्रह प्रकाशित किया है। 


रवि इेंडीकाइण्ड (लाआात 706लपगरत) (१८३१-१९१६) का जन्म 


“सविक (ताए्मंटा-) में हुआ था| सोलह वर्ष वी अवस्था तक इसने अपने 
स्थान में ही शिक्षा पायी | उस समय तक इसकी रुचि भौतिकी और रसायन 
* अधिक थी। सन्रहवें दर्ष जब यह कॉलिज में प्रविष्ट हुआ तब इसने वैब्लेपिक 
'पामिति, कछन, वीजगणित आदि का अध्ययन आरम्भ किया। उन्नीस वर्ष की 
सवेसता में यह गटिगन विश्वविद्यालय में भर्ती हुआ और गाउस, स्टर्न ( 507 ) 
(१८०७-९४) भौर बैवर (५7८७०) (१८४२-१९१३) के संस में आया। 
४८१२ में इसने गाउस को देखरेख में डावटर की उपाधि पायी । इसके प्रवन्ध का 
विषय थआा--ऑयलरी समाकलू (एपाट्तंका एाप्टट्राब5) । 


१८५४ में डेंडीकाइण्ड गटिंगन में व्याख्याता ( [०८प7८ ) नियुक्त हो 
.। उक्त पद पर यह चार्‌ वर्ष रहा । उन्हीं दिनों इसकी मित्रता रीमान से हुई 
*र वहीं पर यह डिरिचले के सम्पर्क में आया । १८५७ में यह जूरिच में प्राध्यापक 

नियुक्त हुआ और १ ८६२ में ब्रन्सविक की एक संस्था में प्रोफेसर हो गया । उक्त 
ज्यान पर यह रूगभग पचास वर्ष रहा।. 


डेंडीकाइण्ड जीवन भर अविवाहित रहा । इसकी वहन जूली ( ]घां& ) 
रैसके साथ रहती थी । यह पिचासी वर्ष की अवस्था तक जीवित रहा । इसकी 
जाति इसके जीवन काल में ही चारों ओर फैल गयी थी । मृत्यु से १२ वर्ष पूर्व 
'गणितजों के तिथिपन्न' ( (गैदावेशा 60ि श३धाटाा4ध८ं॥१5 ) में यह समाचार 
उपा कि “४ सितम्बर १८९९ को डेंडीकाइण्ट का देहान्त हो गया ।” डेडीकाइण्ड ने 
'हे समाचार पढ़कर पत्रिका के सम्पादक को लिखा कि 'तिथि कदाचित्‌ ठीक निकले 
किन्तु व तो निश्चय ही ग़लत है। अपनी दैनिकी ([))879) के अनुसार तो मैं उस 

परर्णतया स्वस्थ था और अपने सम्मानित मित्र और अतिथि जॉजे कॉप्टर (66०7४ 
(था८०0) से 'पद्धत्ति और सिद्धान्त' पर घुल-घुल कर बातें कर रहा था ।' 

यों तो डेंडीकाइण्ड ने बहुत से अभिपत्र लिखे हैं किन्तु इसके दो ग्रन्थ बहुत प्रसिद्ध 
हुए हैं जिनके विषय 'अपरिसेय संख्याएँ” (४004 रछणा/८४ ) और आदर्श 
संख्याएँ/ (त6॥ पिपाए ०८४७) थे । इसने डिरिचिले के गवेषणा कार्य का सम्पादन 
किया और रीमान के संग्रह की प्रस्तावना (१८७६) भी लिखी । 
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डेंडीकाइए्ड की मूठभूत गवेधणाओ में मे एप" इसरो आरिमिय स्पा हि 
है जा आज मे शुद गधा के प्रस्येत' विधार्षी को हृदपगम वरना होता है। 
गिद्याता का आपार ए युति है. जिने डेंडेशाइप्ड बाद ( 2.07 6: 
महा है। हम यह! उक्त गिद्वात वा बहुत हो सरछ भाषा में दिगर्गत कराते 
जा गस्या पिसी मिन्न 
च 
कक 
मे रूप सें सिरुपित हो खरे, उसे परिसेय सस्या (7०छ७०7र्ज पिकयाएट) हे 
जो इस प्रशार निहुवित मे हो सके, उसे अरिसेय ससया कटने है। जिलेते मी से 
दपमलब मिन्ष([ रत्याशाजयाहु ए.ल्‍लाशों रित्धणा। ) और आ 
दशमलय भिन्न ( [९०्व्यायगाड़ 0०ठगा्य ॥74८ध0७ ) हैं, सब सामान्य मि 
में रूपमें भ्रदरशित जिसे जा साते है, अत' सब परिमेय सास्याएँ हैं, जैसे-< 


५७९ - - 
१७. 


४९५ 

जिल्तु //ऊछ अगवा $/३३ं क्रो हम किसी साथारण भिप्त [४४४ 
॥77८प0०7) के रूप में निरुपित बर ही नही सबते। सच पूछिए तो हम ऐसी सब्याअ 
बा ठीफ ठीक सान निकाल ही नहीं सकते। जिसी मी दशमरव स्थान तर्क ई” 
सस्याआ का निकट मात निवाला जा सकता है विस्धु इनका यथार्थ मा निकात 


अरामव है। 
जय स्कूल में विद्यार्यी वरणिया ( 50705 ) का परिकलन सीसता है तो मात 


झेता हैकि 
अफिय 5 ॥हब 
यहाँ तक तो ठीक है । विस्तु उसे यह भी मानना पडता है कि 
अ्शय 5 अआइजुणपा (भ) 
अन्यथा वह यह सिद्ध नहीं कर सकता कि 
# & #दए 5 आऔहिप्‌ । 
किल्तु (अ) को सिद्ध करने का उसके पास कोई साधन नही है वेयोकि उ्ी 


दि हट: श्छु 
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कवाछा जा सवा । अतः यह प्रइन हमारे सम्मस्य उपस्थित होता हैं कि “यह अपरिमेय 
मंगाएँ वास्तव में है किस प्रकार की ?” उेदीकाएण्ड ने इसी प्रश्न का उत्तर देने 
का प्रयास किया है। 

पहुे एक परिमिय संस्या ५” ० छीजिए। समस्त परिमेव संच्याओं को दो श्रेणियों 
में विभबत कीजिए ; बायीं और दायीं । दायीं श्रेणी में उत समस्त परिभेय संख्याओं को 
रखिए जिनका वर्ग ९ से बड़ा है। वायी श्रेणी में गेप समस्त परिमेय संस्याओं को 
रखिए || 


द 


. हम यह मान छेते हैं कि वायीं श्रेणी की प्रत्येक संख्या दायीं श्रेणी की प्रत्येक 
सल्या से छोटी होगी। 
उपरिलिखित वर्गीकरण में बायीं श्रेणी में एक महत्तम संख्या रे होगी और दायीं 
श्रेणी में कोई लूघुतम संख्या नहीं होगी । इस काठ को हम संख्या २” ९ अथवा ३ का 
| 
इंडीकाइण्ड काट कहते हैँ । 
इसी प्रकार हम एक ऐसा वर्गीकरण कर सकते हैं जिसकी वायीं श्रेणी में कोई 
महत्तम संख्या न हो किन्तु दायीं श्रेणी में एक ऊूघुतम संख्या हो । हम यहाँ २/३ का 




















संगत वर्गीकरण देते हैं-- 
वा दा 
न्द््ड द्छ 
द्द् ् ६८ 
अव तनिक &/ ए के संगत काट पर विचार कीजिए । 
चा्‌ दा 
ए*२३७ 
2 ५) (७२४६ २*२३ रार्४ र् ४ 


हम दायीं श्रेणी में ऐसी समस्त परिमेय संख्याएँ रखते हैं जिनके वर्ग ५ से अधिक 
हैं। और बायीं श्रेणी में शेप समस्त परिमेय संख्याओं को रखते हैं । स्पष्ट है किस 
घर्गीकरण में न तो दायीं श्रेणी में कोई रूघुतम संख्या होगी, न बायीं श्रेणी में कोई 
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महत्तम सरया। ऐंसा अतीत होता है कि दोनो श्रेणियाँ एक दूसरे की और दौर रही 
है विन्तु बीच में कही पर टूट आ पडती है जिसके कारण मिल नही पाती । इसीलिए 
इसे 'काट' की सनज्ञा दी गयी है। डेंडीकाइण्ड का यह सिद्धान्त है कि जहाँ कही ऐसा 
वर्गीकरण आयेगा कि बायी श्रेणी में कोई महत्तम सरया न हो और दायी श्रेणी में कोई 
लछथघुृतम सरया न हो, वही एक अपरिमेय सख्या का सर्जन हो जायगा । 

उचित हागा कि यहाँ हम दो शब्द फुस्स के विषय में भी कहते चलें ।.  छेजेरस 
फुख्स ( [.4न्‍शप5 मंधटी5 ) (१८३३-१९०२) एक जन गणितज्ञ था। इसी 
जन्म पासेन (2052४) के पास मोशिन ( )४०$८४म ) में हुआ या। यह कमा 
ग्राइसवाल्ड ( (ए८५७४०॑र्त ), गटिगन, हीडेंटवर्ग और बरलिन में प्राध्यापत 
नियुक्त हुआ। प्रारम्म में इसने साया सिद्धात्त और उच्च ज्यामिति में परिश्रत 
किया किन्तु इसका सवस वढिया काम एक्थात अवक्ल समीकरणा में हुआ है। उर्त 
समय तक अववल समीकरणो के हल के लिए विभिन्न गणितज्न दो विधियाँ प्रमुकत करते 
थे । एक विधि घात श्रेणी वाली विधि थी जिससे सीमा कऊन वी सहायता से काशी 
अस्तित्व प्रमेय (स९७४/८८०० "८०४८००७) निकाछा करता था। दूसरी विधि मेँ 
उत्तरोत्तर उपनयन ($0८८28अए० 4 ए(ाए्रघ47०75) निकाले जाते थे। 'ूर्म 
ने इन दाना विधिया वो मिला दिया था और इस प्रकार एक्घात अवक्छ समीकरण 
के एक नये सिद्धान्त का प्रतिपादव कर दिया था। 

कँण्टर (१८४५-१९१८) का बडा छम्वा चौडा नाम था-ज्जाज करिनी 
लुड़विग फिल्पि केण्टर (9९0०६ एटावगग़ावे 7,प्रकेशह 207 ८गा५०) । 
इसकी राष्ट्रीयता का निर्धारण भी एक दुस्तर काय है । इसके पिता एक यहुदी थ 
जिसका जन्म डेंन्माई (22०77747) में हुआ था। किन्तु युवावस्था में ही वह डेमार्क 
छोड कर रूस चले गये थे । जब क्प्टर मौ वर्ष का या तमी इसके पिताजी सारे. 
परिवार वो छेकर जर्मनी के फ्रेंकफर्ट (िशाप्थिए:) नगर में आ बसे थे। अप 
कॉण्टर के छालन पालन में कई राष्ट्रा का सहयोग था किन्तु यह स्वयं अपने आपरी 
जमंन ही कहा करता था । 

केण्टर की माँ वी प्रकृति कलात्मक थी जो उसे पुरखा स प्राप्त हुई थी । उस 
एक बाबा सग्रीत निदेशक थे, उनका एक भाई वायल्िन का विश्ेपन्ञ था, एवं भाई 
सगीतज्ञ था और एक भतीजी चित्रकार थी । स्वय क्पण्टर का माई प्यानों बजाता 
था और बहन परिरुपक (/0८शछ्एल7) थी । अतः क्टर के रक्त में भी कटा केः 
जीवाणु विद्यमान थे। किन्तु केंपण्टर के जीवन मे उतरा ग्स्कुटन गणित और 


टरसेन में ही हआ। 


४५० न्‍ 
हर 7 न ईडी चिलापा : न्च्क शि 02 £नौ7 28 पद था 
मिए पी शारम्गिफ शिया एक मिली शिक्षाए बारां हर ली डे 5, 
ह न बे 
यह पलीग्राट और प्र कत 2 4८ _७> | जपस ऋनदन मे 4त सनि थे 
“ह पृद्ाग्रोष्ट ॥[र प्रकट कि शगलों में पहा । गणित में इगे खनन मे ही सनि पृ 


विलु इसके पिता थी यह ४ 





रू लिन नी ॥धइक २ ले 775 
मान ६ जे हलयगिपल-स जल ताक 


, चित्र १०९--कण्टर ( १८४५-१९१८ ) रा 
[ झोबर पब्लिकेशंस, इन्कॉर्पोरेंटेंड, न्यूयॉर्ब-६ ७ वी अलुधा से, डी० रटू इककृत ० कॉन्साइज 
हिसटी ऑफ मेंथमेंटिक्स! ( १.७५ डालर ) से प्रव्युतपादित । ] | 
आग्रह के आगे गरदन झुका दी। किन्तु शीघ्न ही इसके पिता को पता चल गया कि इस 
प्रकार तो पुत्र की प्रतिमा ही नष्ठ हो जायगी | सत्रह वर्ष की अवस्था में जब केण्टर 
ले सकल का पाठ्यक्रम समाप्त किया और उसमें विश्ञेपता प्राप्त की तो पिता ने लिखा 


0 गणित का इतिहास 


कि “अब यदि तुम चाहो तो विश्वविद्यालय में प्रवेश लेकर उच्च गणित का अध्ययत 
कर सकते हो। ' अस्तु केंग्टर ने १८६२ में जूरिच विश्वविद्यालय में नाम लिखाया 
किन्तु एक वर्ष पश्चात्‌ ही इसके पिता कय स्वर्गवास हो गया और इसे जूरिच छोर 
वलिन आना पडा । वलिन में इसने गणित, दर्शन और मौतिकी का अध्ययत किया । 
गणित में इसके शिक्षक कुमर, वीस्ट्रॉस और कॉर्नेंकर थे । उस दिन इस कया पता था 
कि भविष्य में इसका कॉर्नेक्र से ही विद्योचित युद्ध छिड जायगा। 

१८६७ में कँप्टर ने पीएच० डी० की उपाधि प्राप्त की । इसके प्रवन्ध का विषय 
अनिर्णीत समीकरण 

क्य+खर'।गल ० 
था ) तत्पश्चात्‌ फ्ण्टर ने सख्या सिद्धा्त और फूरियर श्रेणी में परिश्रम करता 
आरम्म किया। किस्तु इस कार्य में इसने काई विलक्षण प्रतिभा नहीं दिखागी। 
इसकी मेघा ने गणितीय जगत्‌ का ध्यान तब आक्षप्ट किया जब तीस वर्ष की अवस्था 
में इसने अनन्त कुलको” (!767702 5९८) पर अपना पहुलछा अभिपत्र प्रकाशित 
किया । उसे पढते ही छोगो ने समझा कि ग्रणितीय क्षेत्र में एक नया अकुर पूट रहा हैं 
जो किसी दिन एक विद्याल वृक्ष बन जायगा। 

१८६९ म केंण्टर हाल (॥29॥०) विद्वविद्यालय में व्यास्याता नियुक्त हुआ, 
१८७२ में सहायक प्राध्यापक्ष और १८७९ में प्राध्यापक । १८७४ में इसका युग- 
प्रवर्तक्त अमिपत छप चुका था । उक्त अमिपत्र में इसते बीजगणिवीय सख्याओं वे 
एक गुण का प्रतिपादन किया था जो आत्म विरोधी दिखाई पड़ता था। कष्ट ने 
यह्‌ सिद्ध किया था कि समस्त बीजगणितीय सल्याओ में उतने ही सदस्य होते है जितने 
प्राकृतिक सरयाआ 

१, २, ३, 
मे । यह उक्त बहुत ही आश्चर्यजनक थी क्याकि प्राइतिक सख्याआ का कुल तो 
बीजगणितीय सख्याआ के बुछूक का एक उपकुलक ($70-52:) ही है। 

कँग्टर के सिद्धान्त का ऑॉनकर ने डटफर विराध किया | यह विवाद इताा 
बढा कि कमी कमी क्ेटर इसके कारण बडा ढु सी हा जाता या । इसके साविया में 
उद्ञेकाइण्ड ही एसा था जा इस घीरज बेधाया करता था । यहाँ क्प्टर के सिद्धाता 
का प्रतिपादन करने का तो अवबाश नही है। यहाँ हम बेबल उसकी एश झटके 
दिखाते है । मान छीजिए कि हम दा सस्या बुर छेते है-- 


38 -दज के अशीक व व अक हं। के  जआ “का को 


० कई पा, 


कलरून और फलन सिद्धान्त डंडे 


. पेस्लता से हम इन दोनों कुछकों की तुछना कई सकते हैं । हम निश्चित झप 
से वह सकते हैं कि दूसरे कुछक की संख्याओं की संख्या पहले कुछ के की संख्याओं की 
संस्या से वड़ी है। और इनमें से प्रत्येक कुछक में एक प्रथम पद है और एक अन्तिम 
पद। किस्तु अब तनिक इन कुलकों पर विचार कीजिए--- 
000; 7 जल ) और (२४, कि <: ** **** ) (खा) 
. हम उपरिलिखित उवितर्या इन दोनों कुलकों के विषय में नहीं दे सकते । इनमें 
सै प्रत्येक कुलक में एक प्रथम पद है किन्तु कोई अन्तिम पद नहीं है । हम यह नहीं कह 
सकते कि प्रथम कुछक में दूसरे कुलक से अधिक संख्याएँ हैं। न हम यह कह सकते 
हैं कि उससे कम संख्याएँ हैं। तो क्या हम यह कह सकते हैं कि दोनों में संख्याओं की 
भेत्या समान है १ यह कहने में भी हमें संकोच होगा, क्योंकि हम गिनकर दोनों की 
संस्याओों की समानता सिद्ध नहीं कर सकते । 
ऐसे कुलकों को हम 'अनन्त वर्ग! (रण (8908 ) कहते हैं। ऐसे किसी 
भी कुलक में पदों की संख्या अन्तहीन (०॥०।८७५) होती है । हम किसी भी सान्‍्त 
,कुलक (गामं।८ $८७) के विपय में कह सकते हैं कि उसमें कितने पद हैं । किन्तु 
किसी भी अनन्त कुलक के विपय में इस प्रइव का ठीक ठीक उत्तर नहीं दिया जा 
सकता---उक्त कुलक में कितने पद हैं ? दो अनन्त वर्गों की तुलना करना भी सरल 
नहीं है। 
एक वात और भी है। यदि हम (का) के दूसरे कुक में से एक पद निकाल लें 
तो सात पद रह जायेंगे | यदि दो पद निकाल लें तो ६ पद रह जायँगे । किन्तु यदि 
हम (खा) के किसी कुलक में से एक या दो पद निकाल लें तो कितने पद रह जायेगे ? 
अनन्त । यदि हम दस, बीस; सौ अथवा हजार पद भी निकाल लें तो भी शेप पदों की 


संख्या अनन्त ही रहेगी । इतना ही नहीं । मान लीजिए कि हम प्राकृतिक संख्याओं 
के कुछक्‌ 


१, २, के; ४, ५.६; ७, ५६-२-* () 
में से समस्त सम संख्याएँ ; 
२, ४, ६, ८, ----** (४) 


निकाल लें, तो कितनी प्राकृतिक संख्यायें बच रहेंगी ?१ अनन्त । 
यदि हम सम संख्याओं के बदले केवल ६ के अपवर्त्य निकाल लें--- 
६, १२, १८, र४, -----* (४5) 
तो (३) में कितनी संख्यायें वच रहेंगी ? वहीं अनन्त : 
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यदि हम सक्षिप्त भाषा वा प्रयोग बरें तो बहेंगे कि 'अनस्त में से अतस्त निका- 
छने पर शोप भी अनस्त रहता है।' 

यह वोई नया विचार नहीं है। ईशोपनिपद में एवं इठोता आता है-- 

ओम पूर्ण अद पूर्ण इद, पूर्णात्‌ पूर्ण उदच्यते । 
पूर्णण्य पूर्ण आदाय, पूर्ण. एवावशिप्यते॥ 

भावार्थ, यदि हम पूर्ण में से पूर्ण घटायें तो शोष भी पूर्ण ही रहता है। 

कुछ लोग अवतारबाद में विश्वास नहीं वरते | वे बहते है कि 'हष्णजी (६ 
कला के अवतार थे, अर्थात्‌ उनमें पूर्ण रूप से ईश्वरत्व विद्यमान था ।! अब, प्रश् यह 
है कि जब एृष्णजी इस लोक में मनुष्य रूप में जीवित थे, तब ईश्वर कहाँ था। सूती 
ईश्वरत्व तो कृष्ण में ही समाया हुआ था । अत ईश्वरत्व का छोप हो गया था | 
ऐसे व्यक्ति ईश्वरत्व, पूर्णत्व और अनन्तता का अर्थ ही नहीं समझते । यदि ईख़र 
के सभस्त गुण लेकर एव नयी सत्ता का निर्माण कर लिया जाय तो भी ईश्वर के समर्स्त 
गुण ईववर में अक्षुण्ण वने रहेंगे । यदि एक दिये से हजार दिये जला दिये जायें तो मी 
उस दिये की ज्योति में कोई अन्तर नही पडता 

बेण्टर ने अनन्त वर्गों वी तुलना का एक उपाय निकाला है। यदि दो वर्गों मे 
एकैकी-सगति (076-07९८०घ८फ्र॒ुणावेशा०८) विद्ययी जा सके तो दोनो वर्ग दुष्य 
(84णर्गं०१६) कहलायेंगे । उपरिलिखित तीनो वर्ग तुत्य है 0) और (70) पर 
विधार कीजिए । ()) के प्रत्येक पद का ६ गुना एक ही सख्या होगी जी (7) में 
विद्यमान होगी, जैसे ५ का छ गुना ३०, ७ का छ गुना ४२, ३० और ४२--दोवो 
सख्याएँ (४7) में कही न कही अवश्य आयेंगी । - 

इसी प्रकार (शा) के किसी भी पद के है की सख्या कही न॑ कही (7) मे 
आयेगी ही । 
अत (3) के प्रत्येक पद वी सगति (गा) के एक पद से विठायी जा सकती 
है । और (४४) के प्रत्येक पद की सगति (7) के एक पद से विद्ायी जा सकती है! 

अतएवं (7) और (77) बुल्य है। अर्थात्‌ एक पूर्ण सत्ता (ह ४४१०८) अपने 
एक भाग (722६) के तुल्य है । क्ण्टर के सिद्धान्त में यही विद्मेषमास दिखाई 
पडता है जिस पर क्रॉनेकर ने आक्रमण किया या! 


इस यज्ञ,की पूर्णाहुति हम पॉऐँ-कारे से करेंगे । कहते है कि जब जाँजे बनाई थाँ 
0७ २३०, , 6७॥......) .._...... मे ओमिल कर लौटे थे ता उदके एक सित्र 


/ ० बज अं बाप धंया 2 7 है 8 ह. छा दया न 

पर्दा था कि, चाहा, शसधषारमा न्द्ट द्िपम मय सुम्हा गर धयीा ् जार & ज्ब। रो 

घ्त्त दया मन. रत... ० ञ्ा 2.2. 2 मन प्प्य 4८ 9 दासा जइजन ः फर 
दिया, पहले मुत्ते होश में था लेने दो * वह गनुए नेंद्री है, एक लझेता करता 


बी 
८: «& रब +छ कक या है) ्त्प्रा चह दा न 
पर दाछ इसी इंगे दा अनुनत्र सन्‍वेरदर की टुआ था जन सह पाए 
करे से मिलने गया था। पॉर्णस्फारे की कृतियों वी मंस्या इतनी अधिक थी शोर 


है इतनो उच्च बोोटि की थी कि सिल्वेस्टर ने मन में धारणा बना की थी कि परोगस्वार 
कोई दादी बाला है डे ० 5 चद्कार प्न्चारें ३ य्प 
गई दादी बाला प्रौद़् जबबा वृद्ध होगा । बह सीन जान तक पाएन्कारे से मिलने 
गया हे श ध् ल के 

१५ !; | 


3925७ कक ४ न ०५ रे हा ॥०-# कारे एक छठुका सा 
जत्र उसे देखा तो हकका बतका रह गया । उसे सो पराएस्कार एक ठाड़का सा 
दिखाई पड़ा जिसने अभी गणितीय जीवन में पदार्पण ही किया हो । दो तीन मिनट 
तेक बह मुंह बाथे खड़ा रहा और उसके मुंह से एक झत्द नी नहीं निकला माना 


उसने संसार का आठटवा अचम्भा देखा हो * 
+छ 


हैनरी पॉएस्कारे (प्रलात एजाव्यू०) (१८५४-३5५६८ ) का जन्म नेंन्सी 
रे ) में हुआ था । इसके कोई भाई नहीं था । केवल एक वहन थी । इनकी 
माँ बहुत मेधावी और फुर्तीकी थी । उसने बड़ी तनन्‍्मयता से बच्चों का लालन पालन 
किया था। बचपन में न पॉएन्कारे की बोली साफ़ थी, न यह ढंग से लिख सकता था, 
यद्यपि यह दोनों हाथों से लिखा करता था । पांच वर्ष की अवस्था में ही इसे रोग ने 
चाप दिया झ्लौर जीवन भर के लिए इसे दुवंछ बना दिया। 


.. पॉएन्कारे की स्मरण शवित बड़ी विलक्षण थी | एक वार जिस पुस्तक को पढ़ 
हेता था, वह प्रायः कण्ठस्थ हो जाती थी | इसे यह भी याद रहता था कि अमुक 
* वाक्य पुस्तक के किस पृष्ठ की किस पंवित में आया हूँ । इसकी आँखें कमजोर थीं । 
यह्‌ अपनी श्रवण शवित से ही काम लिया करता था। कक्षा में पिछाड़ी वैठा करता 
है । ब्याम पट्ट पर जो लिखा रहता था, वह तो यह पढ़ नहीं पाता था । किन्तु जैसे 
जैसे अध्यापक वोलता जाता था चैसे वैसे यह याद करता जाता था । हें कक्षा में कमी 
लिखा नहीं करता था किन्तु एक वार सुनने से ही इसे सारा व्याख्यान याद हो 
जाता था। 

पॉएन्कारे बड़ा मुख्ककड़ और असामाजिक था। जिस होठल में बह ठहस्ता 
था, कभी-कर्भी उसकी तौलिया और चादरें: अपने सन्‍्दूक़ में रंख लिया करता वा | 
जब कभी इसे किसी गणितीय प्रइन पर पवैचारं करना होता था, यंह घण्टों कंमरे में 
टहछ दहकू कर उस पर मनन,किया करता था। एक बाद फ़िल्लेंण्ड (नि्माँधा्त) 
का एक गणितज्ञ इससे मिलने पेरिस आया ।. नौकरावी, ने उसके, आने की ,सूचना 
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पाए शरे मो दी हिल्तु यह यरावर आयी बपरे में टहलता ही रहा। आगनुत बैरा में 
इसती बाट देखवा रहा। तोत घष्ट पक्चात पॉटियारे ने बैंटक' में झारिव्र बहा रिं 
आप मेरे काम में विष्य डाल रहे /ै।  इससा सुतते ही गषिता उत्वर घटा गए 
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चित्र ११०--पाएँकारे ( १८५४-१९१२ ) 
(लोदर पन्‍्लकेतंस इजॉपोरेंटेंड यूयॉक्े-१० भी झतज्ा से डी९ खछुड़क इगे ५ 
कान्साइज हिसी आक मेंथरेमटिक्स (१ ७५ डालर ) से अत्युपा रत 3 
यह था पाएँन्कारे का थिष्टाचार ) और एसे व्यक्ति से क्या आत्मा की जा सकती है 
जो बहत बार भोजन करना ही मल जाता था। 


अध्याय ८ 
हूँ गणित के इतिहासज्ञ 


(१) आदि काल 


हों तो जब कभी कोई इतिहासकार किसी देग की सम्यता और संस्कृति का 
; ले ढिखता है, यदि उस देश का गणितीय कार्ये इलाघनीय होता हैं, तो उसका 
भी करता ही है। किन्तु यहाँ हमारा तात्यये केवल उ् इतिहासल्नों से हैं 
विद्येप रूप से गणित का ही इतिहास लिखा है। सावारणतः कोई गणितजञ्न ही 
१ इतिहास लिखेगा, किन्तु यह आवश्यक नहीं है कि कोई गणित का इंतिहासने 
न्‌ गणित ही हो । इसके विपरीत वहुवा यह देंखा जाता है कि किसी देन 
के गणितज्ञ इतिहास में रुचि नहीं लेते, और जो गणितज्ञ इतिहास लिखने में 
होते हैं, गणित को उनकी देन नगण्य रहती है। 
र में गणित के इतिहासभों में सर्व प्रथम कौन था, बह कहता कठिन हैं । 
खत अभिलेखों से तो ऐसा प्रतीत होता है कि सबसे पहला इतिहास लेखक 
(0८णांग्रा5$) था। यह ईजियन सागर ( ै6्ट्रॉंभा ७९३ ) के रहोइस 
५४) नामक ठापू का निवासी था और इसका जीवन काल ७७ ई० पू० के 
था। इसकी एक ही पुस्तक आप्य है--फ्रनॉममेचा ( ?ि707077608 ) 
"रण सबसे पहले ग्रीक और छेंटिन में १५५० में हुआ था । इसने गणित को 
पें विभाजित किया था-- 
शुद्ध गणित--अंकगणित और ज्यामिति । 
प्रयोजित गणित---ज्यौतिष, यान्त्रिकी, चालुपी, मूमिति आदि । 


दर 


प्मय का एक अन्य नाम उल्लेखनीय है: डायोडोरस (72700070७) 
समिली का निवासी था और इसका जीवन काल ईसवी झती से चुसन्त 
इसने इतिहास पर चालीस पुस्तकें लिखी हैं। इसकी थौली भले ही 
हो- किन्तु उससे उबत काल के गणित पर अच्छा प्रकाट पढ़ता है। 


है. यों के पद्चात वाल्दर बर्ले (फेथप्णा छफ्तोटए) का नाम आता द्व्‌ 
ह काल का ठोक ठीक पता नहीं है। इतना ज्ञात हैं कि इसकू जन्म 


डिडर हि 
गणित का इतिहास 

पॉएन्चारे को दी किन्तु यह बराबर अपने कमरे में टहलूता ही रहां। आगन्नुक बैठक में 

इसकी वाट देखता रहा । तीन घण्टे परचात्‌ पॉरऐन्कारे ने दैंठक में शॉकिकर कह हि 

आप मैरे बाप में विष्न डाल रहे है ।” इतना मुनते हो गणितज्ञ उठकर च्ा गया! 





चित ११०--फॉए न्कारे ( १८५४-१९१२ ) 


. ( डोवर पब्लिकेशल, इन्फॉर्रेरिडेंड, स्थूबॉकं--१०, वी घलुणा से, डो० सूझक इत ८ 
कॉन्‍्सास्व दिस्दी भाँक मेंबेमेंटिक्स! ( १ ७५ डालर ) से अत्युपादित । ] 


यह था पॉएंन्कारे का शिष्टाचार ! और ऐसे व्यक्ति से क्या आशा वी जा सकती है 
जो बहुत बार मोजन करता ही मल जाता था । 


कलन और फलन सिद्धान्त डंडण 


“पपन में पाएँन्कारे को प्राकृतिक इतिहास से रुचि थी । जीवन में एक ही वार 
3 राइफल चलायी और एक ऐसी चिड़िया मार गिरायी जो इसका लक्ष्य नहीं थी। 
, 3 पे इसने, अनिवाय सैनिक शिक्षा छोड़कर, राइफ़िल को हाथ नहीं छगाया । 


गणित का शौक़ पॉएन्कारे को पन्द्रह वर्ष की अवस्था से हुआ । यह अधिकतर 
'गिल्ीय समस्‍्याएँ मन में ही हल कर लिया करता था | और जब समस्या का पूर्ण- 
“ते सावन हो जाता था तमी उसे लिखित रूप देता था । सत्रह वर्ष की अवस्था में 


कह हुआ, किन्तु गणित में इसे बहुत ही निम्न स्थान मिला। परन्तु जब यह 
तैनोविद्या [ 


०८४४७) की प्रवेशिका परीक्षा में वैठा तो बिना किसी तैयारी के 
; में सवे प्रथण आया । इसके पश्चात्‌ तो इसकी गणितीय प्रतिभा प्रस्फुटित होने 
। जब कोई इससे कठिन से कठिन प्रइन भी पूछता था, यह तुरन्त, बिना एक 
है की भी देर लगाये, उत्तर दे दिया करता था । और उत्तर सदैव ढीक निकलता 
| 


जब पॉएन्कारे कॉलिज पहुँचा तो गारीरिक व्यायाम और रेखन (०एण- 
78) को छोड़क्र शेप सब विपयों में सर्व प्रथम आने लगा। प्रवेशिका परीक्षा में 
जे रेस में शू्य मिला । शेप सव विषयों में यह प्रथम रहा । अब प्रदन यह था 
कप रैसे कॉलिज में प्रविष्ट किया जाय या नहीं । परीक्षा के नियमों के अनुसार, यदि 


.. का किसी विषय में शून्य 


है य आता था, तो उसका प्रवेश असम्भव था । किन्तु 
पएच्कारे को प्रचिष्ट किया गया 


हे या। लोगों का अनुसान है कि कदाचित्‌ परीक्षकों ने 
? के स्थान पर ,०१ लिख दिया हो। 


१८७५ में पॉएन्कारे न खनिज विद्यालय (5८१००! ०६ ]/४४८७ में प्रवेश लिया । 
तीन वर्ष 'इचातू इसने अवकल समीकरणों पर एक प्रवन्ध लिखा। डार्बो (8005) 
उप्का परीक्षक था। इसने कहा कि सद्यपि प्रवन्ध में इधर उधर कुछ तरुटियाँ हैं 
तथापि इसे प्रबन्ध से कई अन्य प्रवन्ध तैयार किये जा सकते हैं / कह सकते हैं कि 
'एन्कारे का गणितीय काये इसी प्रवन्ध से आरम्म हुआ । अब तक यह तो इसको 
पैमज् में आ चुका था कि इसे इन्जीनियरी के क्षेत्र में जीवन नहीं बिताना है। १८७९ 
मं यह केन (८४८१) में गणितीय विहलेपण का प्राघध्यापक नियुक्त हुआ । १८८१ 
मे इसकी नियुक्ति पेरिस के विश्वविद्यालय में हुई । पाँच वर्ष पश्चात्‌ इसकी उन्नति 
हो गयी और यह्‌ पेरिस में ही यथान्त्रिकी और प्रयोगात्मक भौतिकी (छ्रव्पं- 
माथाएव 9॥एच८5 


मकर ) का प्रोफ़ेसर हो गया। इस प्रकार १८८६ से मृत्यु तक यह प्राय: 
पेरिस में हो सहा। ४ है 


गणित का इतिहास 


पॉक्सारे में छय्मग ३४ वर्ष गवेषणा बार्य किया | इसकी हतिया वा वर- 
यरण इस प्रवार हा सयता है-- 


(१) ग्रणित पर तोन पुस्तवे । 

(६२) छग्मग ५०० गणितोय अमिपत्र । 

(३) दर्जनों छोकोपयोगी छेसा और निवन्ध। 
(४) विज्ञान दर्शन पर बरई पुस्ते । 


इसमें सन्देह नहीं कि पॉएन्सारे ने इतना कार्य कर दिखाया कि आज कियी एए 
व्यवित के लिए जोवन परमेन्त उस सवेदा अध्ययन करना भी असम्मव सा है। और 
इन समस्त इतियों के विषय इतने विस्तृत थे कि गणित, ज्यौतिष और सैंद्धान्ति 
भौतिकी की वदाचित्‌ ही कोई शासा छूटी हो । छोग कहते है रि पॉर्णे्कारे आधुर्तिक 
वाल पा अन्तिम सर्वत (7.35.  छाएटडञ5 ) था जो गणित की सेमर्सते 
शासाओं कय मर्मश था। अब तो किसी के लिए मो समरत शाखाओ का ज्ञात होती 
अममव है ! 

पाएँन्कारे के मस्तिष्क में नये विचार इतनी तौद्र गति से आते ये कि यहे उरे 
सेंमाल नही पाता था । यद्व एक विधार पर अमिपत्र तैयार करता था कि नये विचार 
इसके मस्तिष्क में चक्कर काटने लगते थे। यही कारण था कि यह अपने छेसा को 
कमी दृहरा ही नही पाता था। यदि यह अपनी कृतियों को दुहरा पाता वो उममें से 
बहुता का सशोघन और परिष्करण हो जाता । पॉएंन्कारे के कुछ आविष्कार तो 
जगत प्रसिद्ध हो गये है-- 

(0) फुष्सी फलन (एलीआजा कपशलाणाऊ) 

(0) थीटा-फुष्सी फलन (7]९६३-२एव्छका सिंपत्रत्य005) 

(70) फु७पी समुदाय (>्रटाश20 070795) 

(7९) क्लछाइनी (#।टपरा॥7८5) 


यहाँ इन सब प्रकरणों का विवरण देने का तो अवकाश नहीं हैं। हम केवल 
पॉएन्कारे के दीप॑वृत्तीय फ़्लनों सम्बन्धी कारये की झॉँकी दिखाते है । 


छुक चर के आवते फलना (८१04 [772८70॥5) का उल्लेख हम पिछले लध्य, 
में कर चुके हैं । समस्त व्रिकाणमितीय फलन आववर्त होते है ! हम जातते है कि 


कोजू (छ-+र२४) + कोजू छल ! 


फलन और फक्म सिद्धान्त ४४७ 


अतः कोज छ एक आवते फलन है जिसका आवतंनांक २१ है। अब मान लीजिए 
कि एक. फलन फ (ल) ऐसा है जिसके दो आवर्तनांक आ, और ज, हैं। तो 

फ (छ+-अ,) #फ (छ) और फ (छ-अ,) कई पे (लछ) । 

ऐसे फलन को ह्विकावर्त (00पर्[9 ?लां०वी० ) कहते हैं। पॉएंन्कारे ने 
यह सिद्ध किया कि आबर्तता एक अन्य साविक गुण की ही विशिष्ट दशा है । गुण 
यह है कि कुछ फलन ऐसे होते हैं कि छ के बहुत से मानों में से कोई सा एक रख देने से 
फैलने का मान ज्यों का त्यों बना रहता है । और ऐसे मानों की संख्या अनन्त किन्तु 
परिगणनमीछ (एगप्ताशटावओ०) होती है । 

हम जितने गणितज्ञों को स्थान दे सकते थे, हमने दे दिया । अभी दसियों गणि- 
तज्ञ शेय रह गये हैं। उन्नीसवीं शताब्दी में गणितीय गवेपणा कार्य का इतना विकास 
हो गया था कि गणितज्ञों की कोई भी सूची बनायी जाय, अबूरी ही रह जायगी । हम 
यहाँ थोड़े से अन्य गणितज्ञों के नाम और प्रमुख विपय देते हैं । किन्तु-ऐसी सूत्री कभी 
निेपी नहीं हो सकती । 

जसेनी 

(१) जॉन फ्रेंडरिक पफ़ ( ]णीए पट्वपंगा एशि ) (१७६५-१८२५ औैन+ 
विद्लेपण, ज्यामिति, ज्यौतिप । 

(२) फ्रेंडरिक विलियम वेसिल (छतव्वमंदी जए97 5655८) (१७८४- 
१८४६) --मौतिकी, ज्योतिष और फलन सिद्धान्त । बैसिल फलन (फ्रेल्छटों 
एपा८प०05) इसी के नाम से प्रसिद्ध हैं । 

(३) हर्मान लुडविग फ़डिनेग्ड फ़ॉन ह्ैल्‍्महोल्टूज (निलाणशा॥) -पतएांड 
एथकंकाद एक घछलमाएण)। (१८२१-९४) --अयूक्लिडी ज्यामिति । 

(४) पॉल दुवॉय रेमण्ड (?9पो [99 8०॑5 7२ ८ए७7०००) (१८३१-८९) 
“जैणी अभिसरण, फ़ूरियर श्रेणी, विचरण कलून, समाकल समीकरण । 


+ फ्रांस 
(५) जीन रॉबवर्ट आर्गण्ड (]०शा रिला: /प8भाप) (१७६८-१८२२ )-+ 


आरण्ड रेखाचित्र (0:एथ70034877 ) इसी के नाम से प्रसिद्ध है जिसमें संमिश्र 
राशियों का निरूपण ज्यामितीय विन्दुओं से किया जाता है। 


जा डे दा । का4 हद व है 68 ३४६४४ 

(६) जाजेफ स्यूबिल ([ऊत्झोग ॥20फशो०) (१८०९-८२)--वर्यों झव 
गणितीय पत्रिया या सम्पादन रहा जा आज तव इसी के नाम से प्रसिद्ध है! 

(७) जाजेफ लुई प्रॉमाव बेँद्रण्ड (030 [.0पर5 विकाव्ण5 जलाया) 
(१८२२-१९००)--सम्माब्यता, विचरण वलन और अववल समीकरण | 

(८) एड्मण्ड राँग्रे (70जफाएं 7.38फ्रटा८) ( १८३४-८६)--समीर रे 
सिद्धान्त | 

(९) जीन मंस्‍्टन डार्वो (८०४ 02707 7209005) (१८४२-१९ (००४ 
अववल ज्यामिति । 


अध्याय ८ 
गणित के इतिहासज्न 


(१) आदि काल 


यों तो जब कभी कोई इतिहासकार किसी देश की सम्यता और संस्कृति का 
गीहाम लिखता है, यदि उस देश का गणितीय कार्य इलाघनीय होता है, तो उसका 
डलेल भी करता ही है। किन्तु यहाँ हमारा तात्पर्य केवल उन इतिहासन्नों से है 
जिल्होंने विज्ेप हूप से गणित का ही इतिहास लिखा है। साघारणत: कोई गणितज्ञ ही 
पैित का इतिहास लिखेगा, किन्तु यह आवश्यक नहीं है कि कोई गणित का इतिहासन्न 
हे हान्‌ गणितज्न ही हो । इसके विपरीत वहुघा यह देखा जाता है कि किसी देश 
* भोटी के गणितज्ञ इतिहास सें रुचि नहीं छेते, और जो गणितज्ञ इतिहास लिखने में 
सिद्वहस्त होते हैं, गणित को उनकी देन नगण्य रहती है । 
संसार में गणित के इत्तिहासज्ञों में सर्वे प्रथम कौन था, यह कहना कठिन है। 
किन्तु लिखित अभिलेखों से तो ऐसा प्रतीत होता है कि सबसे पहला इतिहास ऊेखक 
“मिनस (907ंपप5$) था। यह ईंजियन सागर ( 8८९97 59 ) के रहोड्स 
(१॥०१७5 ) नामक ठापू का निवासी था और इसका जीवन कारू ७७ ई० पू०के 
>वपास था। इसकी एक ही पुस्तक प्राप्य है--फ़ैनॉमेना ( ?टा०ण7८०० ) 
है जिसका भुद्रण सबसे पहले प्रीक और छेटिन में १५९० में हुआ था । इसने गणित को 
हे वर्गों में विभाजित किया था--- 
(१) जुद्ध गणित--अंकगणित और ज्यामिति। 
(२) प्रयोजित गणित--ज्यौतिष, यान्त्रिकी, चाक्षुपी, भूमिति आदि । 
उसी समय का एक अन्य नाम उल्लेखनीय है : डायोडोरुस (779040705) 
का। यह सिलिलो का निवासी था और इसका जीवन कारू ईसवी थत्ती से तुरन्त 
हलके था। इसने इतिहास पर चालीस पुस्तकें लिखों हैं। इसकी थैली भले ही 
अकपेक न हो- किन्तु उससे उक्त काछ के गणित पर अच्छा प्रकाञ पड़ता है । 
घतात्दियों के पश्चात वाल्टर बर्ले (एल छिप्रा८ए) का नाम जाता है । 


इ्सके जीवन काल का 20 ४8 की 
“नरक जीवन काछू का ठोक ठीक पता नहीं है। इतना ज्ञात है कि इसका जन्म 
रु हे 


४५५७ गणित बा इतिहास 


आऑँवसफो्ड में १२७५ ई० मे आस पास हुआ था । इसने दार्शतिवा और गवियो पी 
एवं जीवनी छिसी थी । उपत पुस्तन राव प्रथम बव और वहाँ प्रवाणित हुई यह पी 
पता नही है रिन्‍्तु इतना पता है कि उसवा एव सस्वारण बोछोन ((गं०ड्राथे मे 
१४६७ ई० वे छगमग प्रवाशित हुआ था । यह ग्रथ इतना छोव प्रिय हुआ हि !१९ 
तब' इराने' चौदह रास्वरण निवछ गये । इस गणित वा इतिहास तो नही पह के 
किन्तु इसमें यूतान थे! गणितज्ञा बे जीवन चरित्र पर भी दिप्पणियाँ दी गयी षो। 


(२) सोलह॒वीं, सत्रहयी और अद्ठारहबी शताब्दियाँ 


वर्नाडिनों बाल्डी (व्काशग्ता॥0 ऐवाता) (१५५३-१६१०) छल 
बा गणितश और विविष छेसक था। यह उबिना (ऐ0श0) का निवासी था। 
इसाबी रुचि घतुर्मुसी थी । इसमे' प्रिय विषय थे--गणित, भूगोल, धर्मगारश इवि 
हास, पुरातत्व आदि । इसके अतिरिक्त यह कविता भी बर छेता था। सब मिर्ठा 
बर इसने सौ पुस्तें लिखी जिनमें से अधियाश अभ्रवाशित ही रह गयी । इसकी सबसे 
प्रसिद्ध पुरतक' श्ॉनिया (070/04) थी जिस पर इराने बारह वर्ष परिक्रम जिया। 
इसना विचार इसमें २०० ग्रणितजशो वे जीयन भरित्र देने का था! उतत प्रथ वा 
सक्षिप्त सास्वरण १७०७ में उबिनो में प्रवाशित हुआ। 

जॉन वालिस पी बीजगणित शी प्रुस्तव या उल्लेस हम एग पिछले परिष्टेद 
में बर चुके हैं। उक्त पुस्तक मे केवछ वीजगणितीय सिद्धात ही नहीं थे, वरन्‌ बीज 
गणित सम्बन्धी बहुत सी ऐतिहासिक सामग्री भी थी। यह्द कहने में अह्युतित नहीं 
होगी वि इग्लेण्ड में गणित ये इतिहास बा अध्ययन इसी प्रथ से आरस्म हुआ ॥ 

बाथित मा। इतिहारा ताम वी पहली प्रस्ताव हीलब्रॉनर गी डिसी हुई पी। 


तिस्टप' हीडब्रॉनर (]णाए एकफर्ा पला0त्णाव) 


इसका पूरा नाम जॉन 5 
ड्सरे 


था। यहू एश जमन ग्रणितज्ञ था जिसका जीवन बाल १७०६-४७ था 
गणित थे इतिहास वा आज भी महत्त्व है वयाति उरामें समरत गणितीय पुर्ताीं 
और हस्तडिपिया भी सूची दी हुई है जो उस समय प्राप्य थी । 


अब्राहम गॉर्थेल्प कास्तर (40000 ठप (उक्त) (!3१९-१९ 
भी एवं जमन गणितज्ञ था। यट १७३६ में लछाइपशिंग मे और १७०१६ में गदिंगत 
में गणित का प्राध्यापत नियुक्त हुआ। उन दिला गठिया में गाउस एव पिदार्षी 
था । वास्नर पे राहयोगी इसे एक महान्‌ गणितण और एवं उच्च कोटि वो वि 
शमदाते थे विन्तु मरा ग्राउस कौ इसरे जया सीराना था। तपापि फरार के दिये 


गणित के इतिहासन्न ४५१ 


में गाउस कहा करता था कि यह कवियों में पहला गणितज्ञ है और गणितज्ञों में पहला 
कवि । मतरूव यह कि गाउस इसका बड़ा सम्मान किया करता था। 
यों तो कास्नर ने दर्जनों अभिपत्र लिखे जिनके विपय थे--समीकरण, ज्यामिति 
पयोजित गणित आदि । किस्तु इसकी सबसे महत्त्वपूर्ण पुस्तक इसका गणित का 
इतिहास थी जो चार भागों में गटिगन से १७९६-१८०० में प्रकाशित हुई । 
जीन एट्यिन मॉन्ट्क्ला (था 800०77८ ४०7पपटाॉ3) (१७२५-९९ का 
पाम विशेष उल्लेखनीय है। यह एक फ्रांसीसी गणितज्ञ था और लियॉन्स (!.ए075) 
के निवासी था । १७५८ में इसने एक गुमनाम ग्रन्थ लिखा जिसका विपय था वृत्त 
पैगेंण सम्बन्धी गवेपणाओं का इतिहास ४ चार वर्ष पश्चात्‌ इसने अपने गणित के 
इतिहास का पहला भाग प्रकाशित किया । ढंग से लिखा हुआ गणित का यह पहला 
ही इतिहास था। कुछ समय पद्चात्‌ इसका दूसरा भाग भी प्रकाशित हुआ और 
१७९९ में दोनों भागों का दूसरा संस्करण निकल गया । १७७८ में मॉन्टरक्ला ने जेंक 
भोज्ञानम (]4८वुप९४ 02थ7५0 ) के गणितीय मनोरंजन' का पुनः सम्पादन किया । 
गणितीय इतिहास का तीसरा भाग तैयार कर रहा था जिसका थोड़ा सा अंश छप 
भी चुका था कि इसका देहान्त हो गया। शोपांश को ज्यौतिपी जोजेफ़ जैरोम ल' 
+सॉय द; ललान्दे (]05८ए [टेः6:7० ]० ए:५८०५ 0७ ॥,44746) ने मुद्रित 
कराया। उक्त ज्यौतिपी ने तत्पश्चात्‌ ज्यौतिष के इतिहास पर भी एक पुस्तक लिखी 
चाल्स बोसुट ((याश्ा/८४ फेठ5घ८) (१७३०-१८१४) भी फ्रांस का ही 
निवासी था । इसकी विश्येप रुचि पाठ्य पुस्तकें लिखने में थी किन्तु इसने गणित के 
इतिहास पर भी एक पुस्तक लिखी है जो महत्त्वपूर्ण है। यह ग्रन्थ दो भागों में पेरिस 
से १८०२ में प्रकाशित हुआ था। 
पीट्रो कोसाली (76७० (०४४४ ) का जन्म वरोना (५८४०9 ) में और 
मृत्यु पहुआ (24009) में हुई थी। इसका जीवन कार १७४४८--१८१५ था। 
पह क्रमशः इटली के पर्मा (?8779) और पडुआ विश्वविद्यालयों में प्राध्यापक 
हुआ। इसकी सबसे प्रसिद्ध पुस्तक वीजगणित के इतिहास पर है जो पर्मा से दो 
भागों में १७९७ में प्रकाशित हुई। 
गणित के इतिहास के सम्बन्ध में चीन के युअन युअन का नाम भी उल्लेखनीय 
€॥। इसका जीवन कारू १७६४--१८४९ था | इसने गणितज्ञों ओऔर ज्यौतिपियों 
के जीवन चरित्र पर एक वहत ग्रन्थ लिखा है.। प्रस्तक' का ताम चू जन चबन था 


भोर १७५९ में प्रकाशित हुई थी । चीनी गणित के इतिहास पर कदाचित सर्वोत्तम 
पुस्तक यही है । 


डप२ गणित का इतिहास 
(३) उन्नीसवों शताब्दी 


आइज्ब' टॉइहण्टर (539० प०ताणएटए) (१८२०-८४) एक अग्रेड 
गणितज्ञ था ! इसके पिता एक पादरी थे। इसकी शिक्षा लत्दन और कदेम्तरिज में 
हुई। आरम्म में ता यह पेकह्रेंम (?८८८ाथा)) के एक स्वूछ में अध्यापक हो गया। 
अध्यापन कार्य के साथ ही साथ यह लन्दन के यूनिवर्सिटी कॉलिज की अपराह की 
बक्षाआं में मी जाया करता था । १८४२ में यह लन्दन विश्वविद्यालय का स्तातक 
हुआ और दो वर्ष पश्चात्‌ इसने केम्ब्रिज के सेण्ट जॉन्स कॉलिज में प्रवेश छे लिया । 
केमिब्रिज में इसने स्मिय पुरस्कार और वर्नी (80772)) प्ररस्कार प्प्त किये और 
तत्पश्चात्‌ अपने ही कॉलिज में अधिसदस्य और व्यास्याता नियुक्त हो गया। हद 
में यह डी मॉर्गेन के सम्पर्क में आया और केम्ब्रिज में इसने पादूय पुस्तकें ल्सिती 
आरम्भ की । १८६२ में यह रॉयछ सोसायटी का अधिसदस्य हो गया। १८७१ 
में इसे ऐंडेम्स (8५५75) पुरस्कार मिला और यह रॉयल सोसायटी की परिषद्‌ 
का भी सदस्य बने गया। 

टॉड्हृण्टर भाषाविद्‌ भी था, गणितज्ञ मी । इसने गणित वी विभिन्न झासाओं 
पर एक दर्जन से अधिक पुस्तकें लिखी किन्तु इसकी विद्येप स्याति इसकी इतिहास- 
सम्बन्धी पुस्तको से हुई--- 

(१) १८६१ घाडगज़ ० पाल (ब८एफ ्ी पगागात्फ 

(२) १८६५ 25६०79 ० प्रा उपरध्याग्पव्म 7॥0ण5 ७6970 
जाएए एच पी४ प्रवा० 0 9८वें ६0 प्रीष्ट ० 7.2हग्भाह५ 

(३) १८७३ घानइ्रणज ०६ पा सगपालागपन्‍्गे नुफ्नव्ठपक रण 
60७०८७० वे घ्रठुपाल 67 एट ऊंगप गण वैल्शाएव ६० व.2|9०० 

(४) पा सराजणज रण ध० पफव्णज न छ50तज इस प्रन्य को ढाई 
हण्डर पूरा नही कर पाया । इसे उसकी मृत्यु के पदचात्‌ काछ पियर्सन में १८८६ 
में प्रकाशित किया । 

जॉर्ज जॉन्स्टन ऑल्मेंन (6००:९० [०शाधणय 4|घाभा) का जन्म १८२४ में 
डबलिन में हुआ था। यह निस्सन्देह एक विद्वान था। १८५३ में यह गल्वे 
(6५७०५) के एक कॉलिज में गणित का प्राध्यापक नियुक्त हुला। इसकी यह 
तक प्रसिद्ध हो गयी है--त्र0ा7ज ०६ ठल्‍0लॉं: 6०ण7०फज द्गिए परमिट 

० ऊण्योप 


गणित के इतिहासन्न ४ए३ 


यह पुस्तक १८८९ में डबलिन से प्रकाशित हुई । ऑल्मेंन ने उसमें लिखा है 
कि यूविलड की ज्यामिति में केवल भाग १० यूक्लिड का लिखा हुआ था। भाग १, 
), ४, ६ और १२ पिथेंगोरियों ने सिलकर लिखे थे और भाग १३ और भाग १० का 
भी कुछ अंश थीटेटस (7]7०८८८८०५) का लिखा हुआ था। ऑल्मेन की मृत्यु 


ः 
८ 


ज्यों 

ह2। 

नम 
(जय है 
४6 + 


ले (सिलाा शा विशाप्टो ) (१८३९-७३ ) एक जर्मन गणितञ था। 


बड़े बड़े गणितन्नों के सम्पर्क में आने का अवसर मिला-मोवियस (४6975), 
रीमान, वीस्ट्रॉस, ऋर्नेकर । इनमें से प्रत्येक का यह किसी न किसी समय शिष्य 


रहा 


हा। तत्पश्चात्‌ू यह क्रमशः अर्लागन (छ्गश्राह्व००), टूबिगेन (7ए०792० ) 


वक्ष ॥ 


कोर छाइपजिग में प्राध्यापक नियुक्त हुआ । १८७० में इसनें एक वहुत महत्त्वपूर्ण 
अभिपत्र पुस्तिका तैयार की जिसमें ऐसे फलन दिये गये थे जिनके अवकल गुणांक का 
अस्तित्व सन्दिग्ध था । इसके अतिरिक्त इसने ऐसे वक्तों का उल्लेख किया था जिनमें 
बत्यल्प परिमाण के असंख्य दोलन हों और जिनके प्रत्यक विन्दु पर कोई निद्िचत 
दिशा ही न हो, अर्थात्‌ जिनके किसी भी विन्‍्दु पर स्पर्शी खींचे न जा सकें । यों कह 


सकते हैं कि उक्त पुस्तिका ने वीस्ट्रस के अनवकलनज्ील सतत फलवों वाले कार्य की 
भींव डाल दी | 


हँकेल के नाम से हुँ कल परिवतें ( पु्ात्टो ए+५०0४७०7775 ) प्रसिद्ध 
हो गये हैं। इसके अतिरिक्त इसने एक गणित का इतिहास लिखने की तैयारी की थी । 
वहुत से स्थानों पर इसने टिप्पणियाँ लिख रखी थीं । यह उस काये को पूरा भी न कर 
पाया था कि कार का बुलावा आ गया । उक्त टिप्पणियों को संग्रह करके इसके पिता 
ने उन्‍हें पुस्तक रूप में १८७४ में छापा । इसमें सन्देह नहीं कि यदि हूँ केल ३४ वर्ष 
की अत्पावस्था में न मर गया होता तो गणित के इतिहास के क्षेत्र में इसका नाम अमर 
हो जाता। 


(४) बीसवीं शताब्दी 


वीसवीं शताब्दी के प्रास्म्म तक गणितीय इतिहास लेखन की परम्परा स्थापित 

हो चुकी थी। पिछले पचास वर्षो में गणित के इतिहास पर अनेक पुस्तकें प्रकाशित 
हो चुकी हैं। हम यहाँ उनमें से थोड़ी सी का ही उल्लेख करेंगे। 

(१) हम पहले लिख आये हैं कि मारत में पिछले दिनों तक गणित को ज्यौतिष 

का ही अंग माना जाता रहा है। अतः इस देश में स्वतन्त्र रूप से गणित का इतिहास 


डेपड गणित का इतिहास 


डिखने की कोई परम्परा ही नही रही है । भारत के आधुनिक लेसका में से एक त 
विश्वेप उल्लेखनीय है--शकर दाल कृष्ण दीक्षित का ! इनका जत्म रलागिरी रिे 
एक गाँव में १८५३ में हुआ था। इल्होने प्रारम्मिक शिक्षा गाँव में ही पामी | तलरवा 
तीन वष यह पूना ट्रेलिय कॉलिज में पढे । १८७४ में मेंट्रिक परीक्षा पास वी । फ्रि 
जाठ वर्ष मराडी स्कूछों में प्रथानाध्यापक रहे । इसके पश्चात्‌ भिष्ठ मित्न स्वूटा 
सहायक अध्यापक का काय क्या और अन्त में पूना ट्रेनिय कॉलिज में अध्यापर्त १ 
गये, जिस स्थान पर कई वष रहे । 


१८८४ में पूना की 'दक्षिणा प्राइज कमेटी” ने घोषणा को कि पचागो और ज्यौर्ति 
के इतिहास सम्बन्धी सर्वोत्तम प्रन्य पर ४५० ) का पारितोपिक दिया जायगा। दी्िः 
जो ने मारतोम ज्यौतिष” नामक ग्रन्य की हस्तलिपि मराठी में तैयार करते कमेटी रे 
पास भेज दी। १८९९१ में इन्हें पारितोपिक मिल गया । उन्ही दिनो गायववाई सरकी' 
को विज्ञप्ति निकली कि पचाग सम्बन्धी सर्वोत्तम प्रन्य पर १०००) का पाखिोषित 
दिया जायगा। उक्त पुरस्कार भी दीक्षितजी को उपरिलिखित हृश्तलिपि पर ही 
मिला। १८९६ में पाण्डुलिपि पुस्तक रूप में प्रकाशित हो गयी । पुस्तव बास्तेव 
स्तृत्य है। १९५७ में पुस्तक का हिन्दी अनुवाद प्रकाशन ब्यूरा, गूचता विभाग, 
उत्तर प्रदेश, द्वारा प्रकाशित हुआ। अनुवादक है श्री शिवताथ झारपण्डी और स्तर 
“हिल्दी समिति ग्रन्यमाला' के अन्तर्गत प्रकाशित हुई है। 

(२) प० सुथाकर द्विवेदी का जीवन चरित्र हम अस्यत्र दे चुके है। १९१९ मे 
इनबा गणित का इतिहास” बनारस से प्रकाशित हुआ। उक्त पुस्तर में मुस्पा 
अका और सख्याओं का इतिहास ही दिया गया है। 


विस्तार भय से हम अन्य पुस्तकों का उल्लेस सक्षेप में ही करेंगे । 

(३) ए.0७ 7९ फऊगी।. ह जणप: ब<०एणएरा। री झील प्रडा०0 ढ्ः 
/वगालाय्रा0---ं,गरार॑ठा (795) 

इस पुस्तक में गणित की भ्राय समस्त शासाओ का इतिहास दिया गया है। 

(४) &. एशुक्त. # सछागए रण कर जाप 0०६-नकैविदाएँय 
(0 , लए शक, (799): 

यह पुस्तवा अभिदेश के लिए अच्छी है! 

(५) ६७ पशैमाऊ सत्य. कै साआठा णी दात्य, 3िदाउपक्न 


गणित के इतिहासत्न ड्ण्ण्‌ 


जैसा नाम से स्पप्ठ है, इस ग्रन्थ में यूतानी गणित के इतिहास का अच्छा दिग्दर्शन 
कराया गया है |] 
(३) 7.. 8, [)लऊणा : सक्रणए गुछट पलणए ० चिफा।एश४-- 
3 एरणणयाठ5--ए/7828000 (7923 ) - 


(७) 70, 8, $फ्नग : सरीक्रणाए ० (४गीसा9ए४--2 पए0ापर705$--- 
जग गाते (00., [ए८एछ शरण: (7925) - 
इस पुस्तक की जितनीःमी प्रणंसा, की जाय, थोड़ी है। सच पूछिए तो जब से 
प्रकाणित हुई है, यह गणित के इतिहासकारों का पथ प्रद्शत कर रही है। इसके 
पहले भाग में तो साविक मणित का इतिहास है जो कई कालों में विभाजित किया गया 
है। दूसरे भाग में अलग अछूग विश्येप प्रकरणों का इतिहास दिया गया है। हम 
दूसरे भाग का अध्याय क्रम यहाँ देते हैं-- 
(३ ) संख्या । 
( + ) प्राकृतिक संख्याओं का गणित । 
(4 ) परिकलन यन्त्र । 
(१ए ) कृन्रिस संख्याएँ (8+लंथे रंप्राएर००४७) - 
( ४ ) ज्यामिति । 
( शं ) बीजगणित । 
( शा ) प्रारस्मिक समस्याएँ । 
(शंप) त्रिकोणमिति । 
(75% ) नाप तोल । 
( 5 ) करन । 
_ गणित के इतिहास के किसी भी पाठक का काम उक्त ग्रन्थ के बिना चल ही 
नहीं सकता। 
(८) 8. छ. 0७ ; $लंद्ा८८ ० धा6 $पर३--९श८प४६ (7932) 
इस पुस्तक में प्राचीन हिन्दू ज्यामिति के इतिहास का दिग्दशन कराया गया है। 
न की एज ल है 507८ (आटा: शिभलाएबेपतेंशा ७० ४॥१८ 
ए ए0].-.89/श 5 /०घाटागबपिटवे 50ठ2०५ (7933): 


जिल्होंने स्वर्गीय डा० गणेण प्रसाद आधुनिक मारत के उन गिनें चुने गणितन्नों में से थे 
नह देश में गणितीय ८ 3 
होंने इस देश में गणितीय गवेषणा की परम्परा स्थापित की । आपका जन्म 


डेप ६ गणित का इतिहास 


वदिया म १८७६ म हुआ था। इलाहाबाद और कलकत्त स एम० ए०्वा बररीताएँ 
पास करन के पश्चात आपने इलाहाबाट से डी० एससी० की डिग्री भी प्राण का। 
१८९९ म आप इगटए्ल पधारे। पाँच वप आपने यूराप म विताय। आप वर्षों दवा 


जा आआ॥: आाआ ५ ४४००२ (00006%४0७४७७॥७॥/0४ 
ञ; १ 


रन हक ली. रो जप 
् कह छा ह 
हे. ० जय । 
ै हि छू है 
है 3) 9५ हि 
॥' “| 5६०, 

। 5 
६ ० 0] के )8 है | 
हैं. ४ 

| 47% बल रा 
गे ४ '२३ व 2 न्‍ 
3 बडा ले ७५ । 
ली है '<र ३२ 

८ 0 /क 

है । | 
] 
$ रे 
रे 

> 
॥| है ४ ०2 दर 


बित्र १११--गग प्रताद ( १८०६-१९ ९५) पे 
मे संदल हिंद पॉलिज मे प्राचाय रह और आठ मजहरश जी उप्च हक 
हाशिज (7 ॥0,८) रही पर नियुता हुए । है९१ से भाएरा दि 
ये ए३ एरिया का मैं रफ में मांग मत रामय मेररसान्‌ झा इहापगाल होराव 


अप 
डा ० रहा प्रता” में अतव अमिया और पुरार लिखा है। आल एव ई 
३०० उबर । आाऑक ह ढ की) 


३६ 0 5४ हु 
द्घ रन ५. 7 हम हि: शी ला | ६.० डा 27 20 000 तह 
मे] टेदेग मे इक पट को गरजिगार दिया सात दिवितवानिद दाद तह होता | 
डिश: * | ७ कर पक चल 

शारिकिगिंद पृस्ताश मा प्रतनिरिंशर छाती 55 पुन रा दि व >व+ 


न द् है; 
63. है... है न क्‌ डे 2. गृ८ 
जता ति 5 जरद अधा शत ला ॥ तृतजाधाक ने [85 
8५१९५ रे अल कि हि बे फ 
शगधाए ता 0८ वछाएपरिज ६ वा: - 


१९८) 33, 3, 385 कोई ३ 3 ध्ाह्ी दे 385भ७ रा पंत 


ध + 


वीकात्रप्ट, >. पाभप+न-तोधिधए (935)- 


8“*5 गम जे व | -क्‍चवाॉलडर 5 पान >> (० डा 5 त्री जग दिन है पटल 
ञे गनध ८ प्रक्द जाग मे थे हछ ३ सा एलिटरास #, हुस्पुरु के ४ जिगामित से । 
क्र के 5 

पढ़ेदे जाग का 


| व अर सरज्यर तय टि््ई समिति हैं; सत्यात्यान 5५ 
भाग का हिस्दों अनवाद, प्रात्तीय सरझशार तय हिस्दी समिति हैः वच्याववात में, 


क्ष्य्र रद प्दाा 5, ०५ ध्ापत प्‌ पक रु ड 
प्स झपदः से, ६०९०६ में प्रकाशित हुआ #ताे 


हुपा घंकर भवद--हिल्दू सणिल शोरत्र सम इसिहास साग १--प्रकाशन बह्यूरा, 


उनर प्रदेश मरतगर, लमनझ ६१०५६ है 
(११ ए, पा, ऊली : ला ती पपीला।कमंट5 (937. 


इस पुस्तक में संसार के महान्‌ गणितजों झी जीयनियां बहुत ही रोचक दंग से 
स्गी गयी है। 
(१२) 8. पजुठ०फुल : उर्चशॉप्ला$ रण गीला] ८5 (7949)- 
(१३) )0. $छफणीप : 2. ८णाएं5० नीजश्रण३ जी ४ /गीटा)/005-- 
ए०एल प्ीट्यपं०ा5, प०छ भैणोर 70 (945)- 
(१४) गोरुख प्रसाद--भासरतीय ज्योतिष का इतिहास--प्रकाशन ब्यून, उत्तर 
प्रदेश सरकार, छगखनऊ (१९५६ ) 


नये 
+ 


परिशिष्ट १ 
कोशावली 
गणितीय शब्दकोश और चविव्वकोश 


((करिाल्मावदव्वों (३८०सक्मकालेट३ बावें एरजल्एटॉ०7०पं१३५) 


(क) हिन्दी 


' बअजमोहन : गणितीय कोश--चौखम्बा संस्कृत सीरिज कार्यालय, बनारस 


१९५४ 


* शुकदेव पांडेय : हिन्दी वैज्ञानिक शब्दावली--गणित विज्ञान--नागरी प्रचारिणी 


सभा, बनारस १९३१ 


* हिन्दी वैज्ञानिक शब्दावली-- ज्यौतिष विज्ञान--नागरी प्रचारिणी सभा, 


चनारस १९३४ 


(ख ) यूरोपीय भाषाएँ 
(पंएफ, ए, 5. : 
क्‍जंप्पगराब्ाए 0 ६ढर्टफांट्वांँ पशटाएा$--377८९, 948 
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है (235 


5. उुंा०, 5. & गा, 7२. ८. : हि न 
नलाग्प८ एचघाणागऊ, शावव व्वे., एगाफिया:ंड एॉ86 
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एालाता८ जिप्पंणाशपफ, एैशा ठक्राशगत, 7959- 


- बणीएश्ाटा, ४ . 
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]9ए६ 2घ७.४८९५ ्॑ पाल पिब्रपंगार्ण सैटकतैलाएए ठ* $ल्ंला०2४ ् 
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६ भर 


28. 


डइर 


रैंप, ला : 
रैगलाबफलीएल- ए०बएशिपय,. दिथारठफंदी-वंद्रती 
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* आपस्तम्ब घुल्व 
. उदय नारायण सिंह : आर्यमटीय १९०६ 
* कात्यायन शुल्व 


, गोरखप्रसाद : भारतीय ज्योतिष का इतिहास-हिन्दी समिति ग्रन्थमाला, 


प्रकाशन व्यरो--उत्तर प्रदेश सरकार, लखनऊ १९५६ 


. गौरी शंकर हीराचन्द ओझा : मध्यकालीन भारतीय संस्कृति, प्रयाग १९२९ 
. च्‌ क्षी किये: स्वान हियो-कि-मूंग (गणितीय अध्ययन की भूमिका ) 

, दुर्गा प्रसाद द्विवेदी : (भास्कर का) बीजगणितं-लखनऊ, द्वितीयावृत्ति १९४७ 
. पद्माकर हिवेदी : गणकतरंगिणी--वनारस १९३२३ 

, प्रेमवल्लमभ : परम सिद्धान्त-वम्बई, संवत्‌ १९५३ 

* वौधायन शुल्व 


ब्रह्मग॒ुप्त : ब्राह्मस्फुट सिद्धान्त---टीकाकार सुवाकर हिवेदी-वनारस १९०२ 


- भास्कर : सिद्धान्त शिरोमणि 
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2 500029-फलित ज्योतिष 

2597709000९-अनस्तस्पर्शी 

(077८ व॒पाए०एए-परमाणु सिद्धान्त 

2प९87१7०7-क्षेपक 

२ पए(07409-स्वचल 

2. ज०।0[०-एक पूर्ण सत्ता 

गाता 6567 9? 


शा ८557 --समान्तर 
स्वयंसिद्धि 


४९० 


छगैशाप९-वुला 

ऐश/०-अदला बददी 

97) वथाधाए. (:बॉट्प्रौफ+-मारबेच्री 
मलन 

सप-बिल 

विधवाए-द्विवर्णक, द्विचर 

फिगर (२ए४तैतशार 7 0रात्-द्विवर्णव 
वर्ग रूप 

छिण्ागाएंश ऐंतुए॥007-द्विपए समी- 
वरण 

फराणगार्श #द्याएे4-द्विपद सूत्र 

क्राशण्णा प्रपीरणत्लया-द्विपद प्रमेय 

फपृषन्ते।॥ध८...8प0०७०॥-चतुर्घात 
समीकरण 

कवुप्श्षटागा०7-द्विचतुप्टय 

]90९८प००॥-अर्ध॑न, समद्विभाजन 

0009-काय 

छ00-८००कणए-पुस्तपालन 

000479-भौदूमिदी, . वनस्पत्िश्ञास्त्र, 
वानस्पतिकी 

फ्०फ़ार्त-परिमा 

फतठ्फ्रापेश:. (णापपध०7-पर्यनन्‍्त 
अनुबन्ध 

छ0प्राते०ए-परिमित 
30090०0॥८5$-परिमितता 
फष्ण्णा४४००ा४०7०-दुततमपातवक्र 
फातेहुघ रई ऐशपऐ0०४७-बविरोश- 


मास संग्रह 


(2०एैकगाड )शैबटै।व८-परिकलर्न 
यत्र 


(॥८एणैग्राणा-परिकलन 

(2०प॥5-कलन 

(2०णौफ री छा एवियाप्त- 
सान्‍्त अन्तर क्छन 

एनेपण्पॉफ एण॑ एव चिकन 
आशिक अन्तर बलन 

(>ॉलॉफ ता एक्‍शञाजा5-विवरण 


क्लन 

(्टली३9०0-निरसन 

(एअकाश िध्राफैक-गपठात्मंक 
सख्या 

(गलाभ)-रज्जुबा 

एलठफ़ों. ४०करगा८-श्गोलीय 

यानल्त्रिकी 
(८०७[-बुदी 
(था$०7-दोषवेचक 


टेलाफ००ैएफरशपफा०-वत्ता कैद 

(०७६ए९ 0६ पा०४४-द्रव्यमान कैख 

(७९ ०६ 05ल]4४०-दोलन केद 

(फा-श्रू खा 

(आशाव्थी07-कुलगुर 

क््लंब्नवृत्त 

(ह८णौँथा- वर्तुछ, वृत्ताकार, वृत्तीय 

(कल्पौग. ऐ7ग्राछ ४ विश: 
आनन्तिक बर्तुल्ल बिन्दु 

(3७807-परशु 

(95-वर्ग 

(005८ एथैफ्ट-बसूक्ष्म मान 

(०ए०2०-टकण 

(०फ्राल्श-मसरैखिक 

(८एफरलशाण३-ऐडीकरण 


४९१ 


(ण्रा)्नवत८९-चबाणिज्य 

(ण््राणा >४िलला८८-सावे अन्तर 
(णगणा रिशर्धव०-सार्व अनपात, 
' सार्व निष्पत्ति 


(.ण७जञॉल्ड औयाशैफ्अं5-संमिश्र 
विश्लेपण 
(णाफ़ंटरए. शात्ट्रप्ब्ाणा- संमिश्ष 
समाकलत 


(०79५४ पिप्रा/एथ-संमिश्र संख्या 
(०09९८ पृपशाएंपए-संमिश्र राशि 
(णा7ए८जला-पूरक 
"एफ ाथा5-पूरक फलन 
(-0770०ए70-संयुक्त 
(ण7एणए्)ते ?70907४ंण-संयुकत 
समानुपात, मिश्र समानुपात 
(-0०॥रफ०पार्त॑ $ल7०-संयुकत श्रेणी 
(+०0ल्‍ए0(४४0०॥-अभिकलन 
(ए०्राएपथांणाउटौॉबएआए ६० छ॒०१- 
सुवर्ण गणित 
(0०ए6प0८८०४ ० त८४-ताप संवहन 
(ण०7०-शंकु 
(:0०7ष7प0९०0८९-१. सर्वागसमता 
२. संशेपता 
(गाए प्र 
संख्याएँ 
(णाष्टापलई पथ 8०४-सर्वागसम 
न्रिभुज 
(-ण्रष्टापठ05 
संख्याएँ 
(०7४८-शांकव 
("०7० ॑व-शंक्वाभास 


रप्रप्र7०७४-संशेपी 


िकातं८६-अनुरूपी 


(70०7४०५7॥-अचर 
(72णाषप्रपष्टा07-रचना 
(णाप्णा। (० 9 9०7४८)-(विन्दुकी ) 
समावृत्ति 
(:०7४८7४-विपयव स्तु 
(2्फंपटते फ्ी॥८ाणा-वितत भिन्न 
(८०077णं7ए-सातत्य 
(:07४9प्005$-सतत 
(2०7रएणएुणआ८०-अभिसरण 
(णारट2०7:-अभिसारी 
(:00:0790९८5-नियामक, 
(८09५४५$-प्रतिलिपिक 
(:८णः०४००११ै९०7८८-संगति 
(:०४-कोजू 
(.0०$४८८-व्युज्या्‌ 


निर्देशांक 


(:०४९८५-्युज्या 
(:०भआंए८-कोज्या 

(:०४-कोस्प 
(:०६शा2.००(-कोस्पज्या 
(-०077४72-गणन, गिनना 
(०एण०-युग्म 
(0ए५४797(-सहचल 
(:0ए८:४८१ $700०-उत्क्रम ज्या 
(८०ए०कश्ञं॥-उत्कोज्‌ 
(70४४-१०४०-तियुंक्‌ अनुपात 
(-7058-न८९ल४/६१८८-अन्तनिर्देश 
(-प०४प7८-घनन 

(“पर००-घन 

(:प८ $प्रा9८९-घन तरलू 
(-प्राएथपाट '९७०४07-वक्तता 


प्रदिश 
(प्राए2-वक्क 


छ् 


४3९२ 


(:ए-काट 

(५ था० ॥४८४ा००-घत्रवार् विधि 

(>दट वृषणतगां२८८८ग-वृत्तीय 
चतुर्मुज 

(ए४00-चक्रज 


722भ7- न्यास 

]0ल्‍व०जत ८ए६->डैडीकाइण्ड काट 
2८वप्रा।०-निरिचत 

॥06६7००--अश 

उलाण्गरा4007-हर 

फएकु्‌कातेशा६ ए३7००-परतन्त्र चर 
0व८डझ87-परिरूष 
0८8ट्ठाएधए-परिरुषक 
]0८०ए0॥क(-सारणिक 
ए7कल्यरा॥706-निर्णी त 
ए)श-डायरू घट्यनीक 
0720८-उपमापा 

प)बरएपए-दैनिकी 
[9८0णाव79-शब्दकोश 
पए)्रीकक्राध्रण॑ (0०नींवलाए-अवकल 


गुणाक 
फएाह्स्लितग. #वुप्ग्धणआ-अववल 
समीकरण 

एाडलिलाप्र्/ं. परण/3००7-अवक्‍्ल 
सकेतलिपि 


एालाअणा-विमा 
7077०८९८पै-रूक्षित 
ए7व्टए7-निदेशक 
क्‍97९८६ 5॥९-क्रम ज्या 
0%०णाएएण०) -अप्तातत्व 


705770४०-विप्रमाणन 
एिक्राफ्रेण्घणा-वितरण 
9)एथठ्ठ0:८-अपसारी 
4007९८९ऐ०वंए०ा-द्वादशफ्लक 
[9०फी९ एटप्एवणा०-ढ्िती वगता 
ए6फा० एला०ऐघ७-ह्िक परा 
बतंता 
0०पेॉए ए८८०१/८-द्विकावर्न 
7000एप्राह-भाग्रहण, उद्रेसण, रेसन 
[00०0, -ईैघता 
090०४5-गतिविज्ञान, गतित्री 


छ5परतएु-प्रत्यास्पता 
ह|त्थाथा(-अल्पाश 
8१४०7-विलोपन 
8॥(5००-दीर्षवृत्तज 
8॥फप6 रप॥८०४०१-दीर्घवृत्तीय पहनते 
छफ5८॥८७7-दीर्घबृत्तीय समाकर्छ 
एछ॥फ्ण८०... प्रएणेएप्रणा-दीषपृत्तीय 
समृत्वमण 
ह०पुप्रणा८०-वारिमता 
कऋआ०)००१००००-विश्वगोश 
ा0]९७४-अन्तहीन 
झ्ाथट्ट)-रर्जा 
छाहण्शाह-उलिरण 
सशववाटाऑ0०-एरियणनशील 
प्राफ्राशकाणा-परियणन 
इआरटें०कु०-भन्‍्वालोप 
हवृष्छपणा-समीवरण 
कवुच्माश्यौला(- है तुल्य ? सममानवा 
वृह्छ20०7-भावलन 


४९३ 


म्ोलत॑३0 


समाकल 


]776270-ऑयलरी 


ऊएशा पपध्ताए०८-सम संख्या 

5एणैए८-केन्द्रज 

फितं॥ला८८ ए]०07ट८ँ-अस्तित्व प्रमेय 

फाकरथांगरलापनो शएने८४-प्रयो- 
गरात्मक मौतिकी 

म5एा८इशं०ा-व्यंजक, अभिव्यंजक 


7३8८९-फलक 

मिशाता-प्रक्षेत्र 

ह९0॥०ए०-अधिसदस्य 

एबी ८पिप्राग्र)०-मादा संख्या 
शि०१-द्षेत्र 

पहुपा॥० पिपष्माटा-सरूप संख्या 
मि7६८-सानन्‍्त 

906 [)#ि०:८८४॥८८-सानन्‍्त अन्तर 
लाए।७ $58-सान्‍्त कुक 

साई 7 शा7-प्रथम पद 

छ0८श $९८०६८०-नाभिग है च्रिज्य 
छ0॥०-जोड़ी 

४07८४४ए-वन विद्या 
पा॥८४णा-भिन्न 
एाप्पात-छिन्नक 
एफावेंक्ा०ाशै-मूलभूत 


(७४७०-रिक्ति 
"लाटाओ-सार्व, साविक 
(5८०0८०5ए--मूमिति 
6८०प८४८-मूमितीय 
(७८०ी०छ्लील-मौमिकीज्ञ 


(06० ०१५४-मौमिकी 
(3९००77८४र्ट्या 270 92765न०णा- 
गुणोत्तर श्रेढ़ी 
(56०7८ ए-ज्यामिति 
(500707-कीली 
(०३०८४६ ० 7२९०३४४०7॥2-६३ड़ा 
(06400 $८८४०7-कनक काट 
७7207८शथे--आलैखिक 
(ज9ए74907-गुरुत्वाकर्पण 
(27९४४८५४(-ज्येष्ठ 
(570097-समुदाय, संघ 
(0ए्ञत्ना८ए-शातघ्निकी 
(एपफ्माप्पाः टीभा-गण्टर शंखला 
(5णए7प: ॥7०-गण्टर रेखा 
(प्77ए: (२घ००ै४३:-गण्टर चरण 
(पथ $८४|०-गण्टर मापिनी 


प्र॒-०70०7१-अवे-जीवा 
छरशा707)0 776ए768भ07-हरात्मक 
श्रेढ़ी 
प्रब्ाा0०70०४-हरमिति 
घ्र॥्ल्‍700भ््रणा-हारमोनियम 
प्रध79079-संस्वरता 
प्लाशा८४६-बर्मेलिपि 
प्रलाठट्टीएफआ८६-चित्रलिपि 
पछ्ल८प्र८-उद्धर्मी 
प्राण ८27९९०-उच्च घात 
छ्ुणा्रठ.्ठ आएठप्ं5-समघातीय, समघात 
प्रण्गाणग्ट्ुए, 076-07९ (:णा९५- 
ए०7तैश१८८-एकैकीसंगति 
पछग्ाणभ्षए 70०27८८-मानोपाधि 
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पघ्रष्घगणाधग-क्षेत्रिज वगगरासव्य्वर्य (१एशपए-अत्यल्य 
प्रज्वत्वएण।८5-आम्मसी राशि 
सिज्ता0-आव्णीबरधटडदद्रवर्या निकी पप्रक्ता(ए-अनन्त, अनन्ती 
फा#वा05८व८३-द्रवस्थैतिकी क्‍बंताधा+-क्षेप 
३फुण०9-अतिपरवलूय पाह्ग ऐिपशाधा-आदि सरया 
सफुलफरणादर एफाट्पणा-अतिपरव- [75८77८९-अन्तलिज़ित 

लीय फलन प्राध्ट्टूल-पूर्वाक; पूर्ण सस्या 


घ्रएथफ॑ण।८. $9०८८-अतिपरवलीय ॥7(८एथै-समाकल 
प़ाल्ड्ग्/ 02८०४५-समाकछन गर्णित, 


आकाश 
तरफुथ्फेण॑ंणव ० १९८एणैणा०ए-... चलराशि कलन 

परिक्रमण अतिपरवरूयज प्राध्ष्टए्श हवृषपराण्प्रससमाक्‍्ल 
घ्र॑थ-ह8०ण्ताधार-पराज्यामितीय समीकरण 


फ़ाव्ड्रप्ण ग्रणागल-पूर्णोक; पूर्ण सब्या 
फदष्टा थे 76-समाकल परीक्षण 


]0082८07ण॥-विज्ञतिफलक प॥०हएशाणगा-समाकदन 
पाली०टपा् ३(४गराफरध्याउ-बौद्धिक 


प्र/०धा०७-परिकल्पता 


0८-आदरं 

6 गरणएणाज्टा-आदर्श सरया अम्याष्तियाँ 

[0०4) 7]०077-आदर्श सिद्धान्त पाटँा०४गए००॥-निर्वंचन 
उवधाध्ाए-एकात्म्य, सर्वसमिका पालएगै-अन्तराल 


पधब8ु04:9 00ग्र्जांफ (एण्गापा)-+ 70एप07-अन्त स्फूर्ति 
काल्पनिक समिश्र राधि व एशा३॥/-निशचल 
हिर्त॑कुलावेंशा: ए३प१०-स्वतन्त्र चर ग/९०४४०-उपन्ना 


[#तंल(लग्राए 76 हतृपक्ागा-अनिगिव॒ गिएलफल, िलएटडए- उत्तम 
समीकरण वहएछल व2कियाधव्चण- उत्तम 


साव८ 7,49४-घरावाक नियम अववलन 
परताश्अ्ॉ०-अमराज्य, अविभाज्य फाएणेफए्प्रणा-समुत्तमण 
पृगधि।6 ((७5५६-अनन्त बर्ग [6०7 /-अपरिमेय 
फायालेए. ब्यागी. ए्प्शापाफ-.. घिमागाने रएप्राफ्रैटा-अपरिमेय 
आह्यक्ष्प राशि सस्या 
[एफ्ता6 $०0०८४-अनन्त श्रेणी [घल्रएटलाओ९ट (0:507-अख्घुकरणीय 
दया 


पत्ाभारलट $0(-अनन्त बल 
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कथांधराला:-समपरिमितिय 
5050७ पृफत्नए८्टएा-समवाहु 
समलम्व 


वुणंः -अनुज 


7 ाप्रते-अक्षांद 


फ्ा 00 (0ाश्रापरागा0ा-पं्रत्यय 
नियम 

बज़ 0 (एवम. ग०लीछ0- 
थाए-बर्ग ब्युत्कमता नियम 

7.१७ 0 (०४०४-गति नियम 

7८३४४:-कृनिप्ठ 

[९३४६ $0ुप४०-कनिप्ठ वर्ग 

स्‍९८८प्रा८०-व्याख्याता 

7,0०॥79-प्रभेयिका 

[,0८0४-लेंस 

(०एल-उत्तोलक 

770-रेखा 

जिंक 35502477ए५ है 9९०7३- 
एकघात सहचरण वीजगणित 

वा)०॥7४ रतृुप४707-एकघात समी- 
करण 

0८७7 ]0/627०-रेखा समाकलू 

[#पप्त5-लिटुअस 

7.0८ए६४-निधि, विन्दुपथ 

7,072 थ70(४77-लरूघुगणक 


7.0 2४४४८ $972-लघुगणकीय 
सपिल 

].0207९2८-समभुजीय 

4.ए॥०-चन्द्रम 


गे 


हा 


५३९८ $पुप्रश८-माया वर्ग 
जिर्वाल पिपाफल-नर संख्या 
0 955-द्व्यमान 
५ बीए 20८7 ६-गणितीयक 
४ ।टशा900०5-गणित 
शिवधा5-श्रेणिक 
दाग गाव धा।व 2075- 
मूयिष्ठ और अल्पिप्ठ विन्दु 
/८४7-मध्यक 
]/८०४ /०४०7१-मध्यक गति 
(०८ ४7८5-पान्त्रिकी 
(लाधपा वर्ण 0-मापिकी 
/८०गतंट्था-याम्योत्तर 
]/८६४[/एभं८४-अतिमानस्य 
]/९८६००:०९ट2 ८४ (0#८०-ऋतुविज्ञान 
कार्यालय 
(८०९ 0 (:75८४प८४-प्रपात विर्धि 
((९८८३०० ०6 7|परद्धांणाइ-प्रवाह्‌ बिधि 
४८८०१ 6 एच्णौ2प्००07-नि:शेपण 
विधि 
८४०० ता 7,टव७ $पुप्श्ाए४-न्यून- 
तम वर्ग विधि 
/८६८॥०व॑ ०,7ग्रा5-सीमा विधि 


* ]/०0970055 3279ते-मोवब्रियस वन्च 


/०१८]-प्रतिमान 
/(0फ्रट7--घूर्ण 


(0०76श्टाश7-गुम्फाक्षर 


-+०१०४7४|/॥-एकवन्च 


०४०८ ४097८ट८-गामक बल 
४ पॉ४७।९-अपवर्त्य 
५पांत9० 707६-वहुलूक विच्दु 
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7॥पौपएील्यात-गुष्प 

#शप्एादायणा ० काल 0प०८- 
घन गुणन 

)ैगौपफ्ीटआए९ वफाफैल-गुणना 
त्मव सल्या 

7ैधणैपाटा-गुणव 

पिनधपाग.. शर]00एाल-प्राइ तिव 
दार्शनिक 

क्‍चिशहुणा-नौतरण, नौवहन 
उरटछ्भाएट ए0एल-ऋण घात 

चिएाना7(८छ९८७ए९७--भखेदक 

िठशमरश-अभिलम्व 

पए020०7-सक्तलिपि 

वरएाव्फाए-सख्यात 

िफाफेल 0 ल्टा4-गच्छ 

पाक श 5005९-सख्या बुद्धि 
पिप्शाधा्णाह़ ि०त-सख्यान छड 
रिप्राट१0०॥-सस्योट्लेसन 
उंप्रशाए॥/07-अश 


(099पुए८ ॥%5-तिर्पक अक्ष 
095$2०एभ०7/-वेधशाला 
(06८2ट्2रणा-अप्ट मुज 
0व्पघ्गाट्वाणा-अप्टफ्लक 
(2८४ए८-अप्टक 
(08४ पिचणाका-विपण सख्या 
(079८-०४ (207९कछ्रुगातेशा<९, 
घ्रण०००६५४-एकैकीमयति 
(0#०-एथ०८त-एकमानीय 
(9०श्वणा-स क्रिया 


(099०४0०5-विपरीनियाँ 

07905-चाक्षुपी 

(0फधणा-अनुवल्प 

(0070-वर्ण, क्रम 

(4० 0०६ ए:०ह7९४#णा-प्रगति कम 

(07 उैफ्राफश-फ्रम. सल्या, 
त्रमात्मक सख्या 

(प्रथा।औएड-प्राच्यमापाशञ 


फुल (5त्यटर))-अमिपत्र 
27290|4-परवल्य 
ए4:४0०[००-परवल्यज 
9॥भे।श०४:श-समान्तरचतुर्मूज 

एगथीलृठ्कुकरा. णी कणएक-वल 
समान्तर-चतुर्मुज 

एच ट०७9९०-समानाफ्ठक 

एशव०ऊथथ-प्राचड 

ए9थ४-माग 
छएगापभे 
वेकलन 
एक्रधर्ण फरटए/णा-आदधिक भिने 
ए%०थ धाथाह्ठौ६-पास्कल विभुज 
ए2प-पथ 

एलालो ० ॥#25-रेखावली 

फुल्लात्रग्म रण 00८--कायो की 
आधात 

ए&€च््ताटए८८-परिमाप 

ए८प007ए-आवत 

एलशकाठरी८. मछाव्याणा-आबतव फडन 

कुशफाक्ाध7८९-चिरस्थायित्व 

एशाकएछ80ण७8.. ब्र्व. (0ए/एा#- 


एशकिटाक्षग0णा-णडाू 
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प075-क्रनचय और संचय 

?श0८पर्ता-चिरस्थायी 

रिटफृष्पाओ.. 0३ ०१वैश्वा-चिरस्थायी 
तिथिपत्र 

रिशएलापग श०४ण०ा-चिर॒स्थायी गति 

?८४७००८४४८-दृष्टिसाम्य 

शिीएज्नं०-भौतिकी 

?॥एभं००९ए-दैहिकी 

ए]३८० पव्वोपठ, ?06अंत्तगार्ण पथ पर- 
स्थिति मान 

?]|॥५ 5९००७८४ए-समतलर ज्यामिति 

?0]9-च्रुवी 

?0०-ब्रुव 

209॥००४००-बहुफछक 

90::४००-सुवाह्म 

ए6प्रतंणाने ए०।४९, 279८९  पएशए८-- 
स्थिति मान 

?05%पए ४:८-अवाध्योपक्रम 

ए90(८एशै-विभव 

ए०ज़टा $८०८६-घात श्रेणी 

?7९०॑प्नं०-सुतथ्यता 

शिप्राम८.. पिप्राश-खढ़ 
अभाज्य संख्या 

शिएंंप्रसंजणे० - ०९ तेष॥0-द्ैबता 
सिद्धान्त... 

9700 ४ज।६८ए४-संभाव्यता 

?700८९५5५-प्रसर, विधा 

ए-एजु०८पएट 
ज्यासिति 

एि0एणपंणाओ-समानुपाती 

जएि०ए०ाम्णाभे छथा-अनुपाती भाग 


संख्या, 


(>००07्राट०ए-विक्षेप 


ए9:080 पैए-छ च्दशा सत्र 

9+0ए7907-प्रावधान 

एप्ौएटप50-कुट्टक : 

एप्ाल शवरतीला॥॥25-शुद्ध गणित 

एपार (घतीवां० ऊँतुप्रधाणा-शद्धे 
वर्ग समीकरण 

एप्ा८ ए7ए०-शुद्ध समय 

एगं४ग-स्तूप, सूचीस्तम्भ 


(१४००४५॥९४८-चतुप्कोण 
(2प४0४ए:८-क्षेत्रकलकन 
(१७०४४४८-पंचघातक 
(१एथभा0ए-राशि, मात्रा 
(१प४८पा०7-चतुष्टय 
(१४०४८०(-मजनफल, भागफलू 


॥९४%४६५ ए८८००४-सदिश त्रिज्या 

६२ ४826 ० 70705-विन्दु माला 

7 ४८-दर 

]१ ५४९ ० (४भ028८-परिवर्तन दर 

[२ _्म00व पिप्ा0-परिमेय संख्या 

गाज सिछ0-॥02०वं 
पआ९/०-परिमेय समकोणत्रि भुज 

२ ८८एा०८शै-व्युत्कम 

२ ००८णमाएह-अनुगणन 

]९ ८८० त-अभिलेख 

छि ट८टबाएुपौवा लिजएलॉ09- 
आयताकार अतिपरवलय 

3 ८८प४०ं१८४४०॥-चापकलन 

]२ ८८०-दार्या 

7२ ८८८०-कुछाचार्य 
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मिल्टएकमड़ 220ल0८। उंास्ट्धणा- $०८-च्युकोज 


आवर्त दशमलव मिन्न 
7२८८परययाट्ु $ट7८5-आवर्त श्रेणी 
7९५0ए८४०7-छघुक्रण 
खरिच्वफटाला 80 2. 00काशठत चेंठ- 
70ग्रश807-सवर्णन 
मिटशिशा८०-अमिदेश' 
मि्टपैवा पिलथग8णा-सम पडगुज 
८६५० ?०)9)०प7७-सम वहुफलक 
7२ «७एॉ४7 $06-सम्र ठोस 
4२९७४0॥८-गणतनन्‍्त्र 
२८४१४८-अवशज्ञेप 
4२९४६072ध०४-पुन स्थापन 
॥०५८९०३५९, ॥792८75९८-उह्कम 
२९४०ए४०४-परिक्मण 
7९॥०0700३-समचतुर्रुज 
वेशाह॥-0॥8०१ै. 7आह्टॉ-समकोण 
प्रिमुज 
शिह्ठाप॥ पतक्राहुप्रैण ऐज्ा+ 
लाबिक व्रिमुजीय सक्षेत्र 
4१80"७:-परपता 
वरचोर 6(॥एटसछजा-उत्ममण नियम 
4२0]6 ०६000 प/ध्या$-विपमराशिक 
[जां० 6 7१7९०-त्रैराशिक' 
हरग्ागएएहु (ण्यागणाएव7) - 
शगहगामी टीका 


इड्जत (२८ट,गाटा>रेत गणक 
५६८०९-मापिनी, पैसाता 
(लयनु"0ाई-समुद्र प्तन 
५७३(०-आरान 


$८०्था-ब्युवीज्या 
$८8770(-बड, अवधा 
उल्टापला। 0३ (प्रत॑९-वृत्ततड 
इलाफ-टाप्टएँग-अधंवर्तुँंल 
अलापनन्‍्ृथाप्राटट-अर्घ परिमाप 
$९॥्र0:-भग्रज 

$ल७९ 06 00ए्प्राए-गणना बुद्धि 
$ल्‍4एथा८८-अनुत्रम 

इलाक-श्रेणी 

$८-वुल्क 

5|2प0४ 7०८, णएारु-छाया मापन 
570० [2८०-पारव फलव' 

53676 6 क.॥0॥विलाठ- 
इरटॉस्पेंनीज़ वी छलनी 

अछ्ए ०2/#००००-भन्तर चिह्ठ 
धट्ठा ण 77०फ०70०॥-समानुपात 
चिन्ह 

अट्ठ0 ०६ ए।० 2004०-राशि चिह्न 

उधाएं०-यरल 

अ्रपॉध्भारए०फ ह9रणाक- 
युगपद समीकरण 

कमा-स्या 

$पप्रट>ज्या 

$7हठुपरश0 -अप्ूूवता, विवित्रता 

आवेल ९छौ०-गृत् रेसफ 

इगात 6००प्रात्प) >दाग ज्यागी 

इगवंफ-ग्रागरिया 

$5030९०-आगारा 

[कल्पध्म-यातीय, ग्रोषारार 

एसटापटर्य. दल्जगवा) ज्योदीय 
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रेखागणित 

5जीध्पंद] पक्याता0705-गोलीय 
हरमिति 

५।००0--उपग्रोल, गोलाभास 

5[भर्थ-सपिल 

५१पथ४८ [रे 00(-वर्ग मूल 

5पुएकापा?--वर्गण 

5॥0त॥ात-मानक 

5ध्या्तश्षतीडर]०ा-मानकीकरण 

5 लाला (० 4 एग्ंला)- 
न्यास, स्थापना 

$0900०४-स्थैतिकी 

५॥0००१4ए70० 90]०८४००-गोलीय 
विक्षेप 

5प्रंगए पप्राग०:-स्टछिंग संख्या 

97 प८पा८-संरचना 

5पना॥ल्ण्वा-उपान्तराल 

५७प०-४८०४-उपकुछक 

5प्र05पप४णा. (7०ए9-प्रतिस्थापन 
संघ 

55०८९४अए९ &०७9ए0उता04४00-- 
उत्तरोत्तर उपनयन 

5प77॥7900०7-संकलून 

5पा० ०07 ए'८त०5-पदों का योग 

5पा [02 -चघूप घड़ी 

5प्ात॑-करणी 

5079८९--तरू, पृष्ठ 

5प्रा9८९ ,0८ए5-तल निधि 

5प79८८-बामिक चोगा 

5७फणरट्जाए-सर्वेक्षण 

5>गाणी८ (जै८णीए-सांकेतिक कलन 


$ज्गागपां८ मप्रा।2807-सम्मित फलन 
$ जया टाए-सम्मिति 

59४077-संहति 

$५#0॥ ०07 रि4ए४-रदिम संहति 


प्‌'३7-रुप 

पथाएु०ा-स्पज्या 
्‌'४पा०८ं॥0०7०-समकालवक्र 
प्'ध्टामांट्वा 58/7/:८-प्राविधिक 
संस्थान 

7 '४०5८००७०-दू खवीक्ष 
प'९७॥॥४-मतगणन 

7'००5०7-प्रदिद् 

वुश्मागबयाए 72९लीगन ++॥८४०॥-- 
सान्‍््त दशमलव भिन्न 

पए८ापंभाए-त्रिवर्णक 

('०४४०-परिसंहत 

व८४-परीक्षण 

पए८४& 06 एकाएटए०7८८-अभिसरण 
परीक्षण 

प्रथा०त।07-चतुण्फलक 

79०८००श८०-घर्मझ्षास्त्रीय 

वबणाए 0 (एणाइाप्लाटट- 
संशेपता सिद्धान्त 

प्रकषणए. ० फतृुपवांणाउ-समीकरण 
मीमांसा 

प्रफटछाए ० प्रामाट (>0पर|/5-सान्त 
संघ सिद्धान्त 

वर्ञलठाए ० फ्याटम॑ंणाउ-फलन 
सिद्धान्त 


वए्णाए णी पाश्याा-निश्चल 


प्‌ठ० 


सिद्धान्त 

प्रफरतठा॥ ० पिपग/ल5-सस्या 
सिद्धान्त, अब सिद्धान्त 

॥र॥त्णर णीीयरकृणधणा-समानुषात 
सिद्धान्त 

पपाल्णए एधीहरापाणा- 
प्रतिस्थापन सिद्धान्त 

गुपीटदा$-प्रवर्ध 

प्रफ्ाल्ए-पगरलाआठा4-त्रैविम, त्रिविम 


०००६) -स्थानिवी 
पण्माव्लं।.. एबषप्रणा-टॉरीसेली 
निर्मात 


पर०्यां एलिलापशधणा-पुर्वववठन 

ए०छल ० ७/॥४४-वायु की मीनार 

॥५४॥90९ए४00-वर्णान्तर 

प्ृपश्ञा5शटा५वा-तिरय ग्रेसा 

पर 9)एश50-णजाँच भाजक 

पफ्ाव (२७०0फ7०-जाँच मजनपल 

एप्रभाह्रॉ० ० #07८९४-बछ प्रिमुज 

पशभाहुणैश.. 'िक्ाएंट-त्रिमुजीय 
सख्या 

पुफहुण्प्रण्गाला0 -त्रिकोणमिति 

गुप्डट्टाध:-निमागज 

पुफ०लाएण9-वबक्रज 

प्रप्प० 707श507-सत्य भाजव 

गु'.ए०-प_ागटाञआण्ग्रत-दवविम 


ए॥0७८थरॉ।८०ंएजा-एकादशफलक 


फएफ॑ल्दाता्लए णिक्रा-अनिर्णति झूप 
एक्राक्तित एफाटए/णा-एक्ल्प फ्लन 
एग्रवुए-अद्वितीय 

एश-इकाई, मात्रव 
फ़ार्लशा-बैदव 
एसएलश्वीफ-सर्वज्ञ 

एाफणलऊ्वं 68॒2४४-बैश्व बी जगणित 


ए4८आा८ए-रिवित 
ए३८प्रधाग-निर्बात 
ए०घर्की०-चर 

एव्लगा-मदिश 

एलन -बेग 

'ए०कल्व 8॥0-उ्ग्म ज्या 
एकशा-उनज्ज्या 

'पएल$०-वायाँ 

एलपफटबॉ-ऊष्व, ऊर््वाधर 
'ए70०णाड $0गराह्-वम्पमान डोरी 
'एणंप्रात०-आयतन 

एग्रॉइभम साव्टाणात्साधारण मित्र 


जएु/वंधा-अभि रक्षक 
एए०ए०-तरग 

जए4४० प्रशाव्णाउनवर्य सिंदान्त 
एूएटप2०-टक, फनी 

जपप्वी थी #ह्ञाप्आ-अग्नेसिका 


ऊु-कऊराडनयाक्ष 


कज+ 


